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El trabajo solidario es lo tinico
que hace humano al ser humano

1. Algunas sugerencias

e Lean cuidadosamente el problema

e Reconozcan lo que es informacion, de lo que es ”incognita”, o lo que a ustedes se les consulta.

e Traten de entender en la forma maés clara para ustedes, lo que se les pide, en particular si pueden usar ”sinénimos”,
que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!. Este acto nunca estard de més.

e Analicen cuidadosamente sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientados por su entendimiento de
lo que deben probar.

2. Objetivos

Fomentar el trabajo en equipo.

Estimular la comprension de lectura en problemas matematicos.

Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resoluciéon de problemas que envuelven conceptos matematicos
Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojala eficiente), para responder al problema planteado.
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3. Ejercicios Propuestos

(1) Si W = {p(z) € Ra[z] | p(1) = 0} entonces usando el producto interno definido por

Determine
(a) Una base ortogonal del subespacio W

Una solucién: Debemos determinar una base ortogonal de W, por tanto procedemos a aplicar los respectivos
protocolos y algoritmos.

Asi que iniciamos determinando un sistema de generadores para W, y para ello

p(x) €W <= p(x) € Rafz] Ap(1) =0
— p(r) =ao+az+ar® €ERy[x] Aag +a; +as =0
— p(x) =ag+az+axr® €Ryx] Aay = —ap — ay
— px) =ao+arr+ (—ap — a1)r?; (ap € RAa; €R)
— p(z) =ao+az — apr® — a1z?; (ap € RAa; €R)
— p(x) =ao — aor® + a1 — a12%; (ap ERAa; € R)
— p(x) =ao(l —2%) +ai(r — 2?); (ap € RAa; €R)

Ahora, vemos por céalculo directo que:

1—1220 — (1—$2)€W o 2 2
1-1°=0 — (z—a2)ew [ W= {l-ahe—a}
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Asf que a = {1 — 2%, 2 — 22} es un sistema de generadores para W, ademds como

c(l—a})+dx—2*)=04+0x+02> = c+dr+(—c—d)r?=0+02+02>=>c=d=0

lCada problema vale 3.0 puntos
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entonces a es una base de W.
Verifiquemos ahora su ortogonalidad respecto del producto definido encima.

1-a?z—2%) = 1-00)0-0H+(1-1)1-1)+1-2)2-2)=0+0+6=6

Por tanto aplicamos el proceso de ortogonalizacién de Gram Schmidt y obtenemos

pi(z) = 1-2a°
x—x2 1—22
pa) = @)= FoEa -
= @) - (-4
3 3z
= ooat g
32
= —H4az—-a22+ 5
_ 3 222
- T5tTT R
= ——(3-5x+22%)
Y
(1—22,3-5x+22%) = (1)(3)+ (0)(0)+ (=3)(1) =0

Por tanto, podemos escoger para W, la base ortogonal o = {1 — 22,3 — 5z + 22?%}
(b) La proyeccién ortogonal Pyw(ag + aix + asx?)

Una solucién. Observmos que para definir la proyeccién ortogonal de Ra[xz] en W debemos usar una base
ortogonal de W, por tanto procedemos a utilizar la base ortogonal obtenida en el punto anterior, y entonces la
proyeccié quedaria definida como sigue:

{agp + a1z + agx?, 1 — x?) {ag + a1z + azx?, 3 — bx + 21?)

Py(ag + a1z + azz?) (1—a?) + (3 — 52 + 22%)

(1—x2,1—22) (3 — 5z + 222,3 — bz + 222)
—2ap — 6a1 — 12 4 2 4
_ ( b “2><1—x2)+(W)<3_5x+2x2)
—apg—3a1 — 6 2 2
_ (w) (1—a) + (W) (3 — 52 + 22%)

Luego, nuestra candidata es

—ag — 3a1 — 6a 2a0 + a1 + 2a
Pw(ao + a1x + a2x2) = (#) (1 _ $2) + (M

_ 2
e E )(3 5 + 2x7)

Pero entonces comprobamos usando una de sus propiedades:

<(—1)—3((5))—6(—1)> 1—at)s <2(1)+05+ 2(_1)> 5 50 4 20

- <§> (1—2%)+ <g) (3 — bz + 22%)

= (1)(1 -2 +(0) (3 — 5z + 22?)
= 1-—2% ( Perfecto)

Pw(1 —2?)

(c) La distancia d(1 + z + 2%, W)

Una solucién. Ahora aplicamos la proyeccion obtenida encima y conseguimos lo siguiente:

dl+z+ 22 W) = |[1+z+2%—Py(l+x+2%)|
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Pero,
Py(l+a+a?) = ((_1)_3?)_6(1)>(1—x2)+(—2(1)+;+2(1)>(3—5x+2x2)
= (—Tl()) (1—2?) + (g) (3 — bz + 22%)
= (=2)(1 —2?) + (3 — bx + 22?)
= 1— 5z + 42>
Luego,
dl4+z+ 22 W) = |[1+x+2%—1+5z— 427
= |62 — 327
= V02432402
= 3

(2) Sea a = {(z1,¥y1,21), (x2,y2, 22)} C R® — {(0,0,0)}. Usando el producto usual de R3. Demuestre que

{(z1,91,21), (T2,Y2,22)) = 0 = a Linealmente independiente

Una solucién. Debemos demostrar que « es linealmente independiente y entonces iniciamos el proceso suponiendo
que

a(z1,y1,21) + b(x2,92,22) = (0,0,0)

Pero entonces podemos multiplicar por ejemplo por el vector (1,1, 21) y obtenemos que

(a(z1,y1,21) + b(22, Y2, 22), (%1, 91, 21)) = ((0,0,0), (21,91, 21)) =
a{(z1, 91, 21), (21,91, 21)) + b (22,92, 22), (21,91, 21)) = 0=
0
a{(z1,y1,21), (21,91, 21)) = 0=

a=0V{(r1,y1,21),(r1,91,21)) =0
Luego, ag = 07 pues <(:I:l7yluzl)7 (:I:l7yluzl)> 7& 07 Ya que por hipétesis, (iUlayl,Zl) 7é (07070)

Finalmente, podemos iterar el proceso o bien observar que
b(x27y2722) = (07070) — b: 0 pues, ($27y272’2) 7é (07070)

Una solucién alternativa:

Si « es linealmente dependiente entonces existe A € R; A # 0 tal que (z1,y1, 21) = A(22, y2, 22), pues si A = 0 entonces
(Ila Y1, Zl) = (07 Oa 0)7 pero por hlpéteSIS (xlv Y1, Zl) 3& (Oa 07 O) Asi que

<(x17y1521)7(x27y2522)> = <)‘(I25y2522)7(x27y2522)> = )‘<(x25y2722)7(x25y2522)> # 0
Luego,
<($1ay1721)7($27y272’2)> 7& 0



