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El Profesor se forja
en el aula

(1) Sia=4{(1,1,1,1),(1,1,-1,0),(1,1,0,0), (1, A, —1,1)} entonces determine el conjunto

B={\E€R|aes una base R*}

Una solucién. Debemos determinar el conjunto S entonces de acuerdo a nuestras practicas y costumbres:

AeEB <= XeRAa«esuna base R?

<= )\ € R A« Linealmente independiente y un sistema de generadores para R*

Como la cardinalidad de « es 4 y dimg(R*) = 4 entonces conforme a nuestro “corolario del teorema mégico”para
que « sea una base, basta que sea linealmente independiente o un sistema de generadores.

Asi que basta mostrar que a es Linealmente independiente y entonces de nuevo conforme a nuestras précticas,
tenemos que

a1(1,1,1,1) + a2(1,1,-1,0) + a3(1,1,0,0) + a4(1,A,—1,1) = (0,0,0,0) =
a; +ag +asz+ aq = 0 1 1 1 1 aj 0
a1+a2—|—a3+)\a4 = 0 1 1 1 A a9 - 0
a1 — as — ag =07 |1 -1 0 —1 as | | 0 (+)
a; + ay = 0 1 0 0 1 ay 0
A
Ahora (%) tiene solucién tnica si y sélo si |A| # 0 entonces
1 1 1 1 1 1 1 1
111 A B 0 0 0 Ax—1 ]| _ (1)_?’\__11 _ (0 A=) Ly,
1 -1 0 -1 o 1 -1 0 -1 o 1 0 1 o 1 1 o
1 0 0 1 1 0 0 1
Luego, () tiene solucién unica si y sélo si |A| = XA —1 0. Y en tal caso la solucién es
aq 0
ag o O
as o 0
(47} O

Asi que, «a linealmente independiente si y sélosi A —17# 0, e.e. A# 1. Portanto A€ <= A€ RA X # 1.

Y

)

B = R-{1}
(2) Sea a = {w1,v2,...,v,} una base del R espacio vectorial V. Sea § = {w1,wa,...,w,} tal que w; = avy + v;, para
(1=1,2,...n) y a # —1 es un escalar fijo.

e Demuestre, si es posible, que 8 es una base, caso contrario justifique.

Una solucion.

lCada problema vale 3.0 puntos
Tiempo 80’
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Ya que la cardinalidad de 8 es n y dimg(V) = n, asi que en virtud de nuestro Teorema mégico, basta mostrar
que (3 es linealmente independiente o un sistema de generadores, en el caso intentaremos mostrar que 3 es un

sistema de generadores, dado el tenor de la pregunta siguiente.

En consecuencia, si u € V entonces como « es una base entonces es un sistema de generadores y para cada u
existen Unicos escalares ¢, co, ..., ¢, tales que u se escribe tnicamente de la forma

n
u = Zcivi (%)
i=1

Ahora, intentemos resolver la ecuacién

n
u = inwi (**)
=1

Como, w; = w; = avy +v;, para i = 1,2, ..., n entonces sustituyendo en (xx) tenemos que

n
u = in(avl+vi)
i=1

= z1(av1 +v1) + z2(avy + v2) + z3(avy +v3) + - - + zp(avy + vy)

= z1(a+ vy + x2(avs + v2) + z3(avy +v3) + -+ - + xn(avy + vy)

x1(a + 1)vy + zeavy + Tav2 + 3001 + 2303 + - - - + Tpavy + Tpo,

= (r1(a+ 1)+ a0+ 230+ - + Tpa)vy + Tavs + X303 + - -+ Tpvy  (k x %)

De (%) y (% %) sigue que

zi(a+ 1)+ za+2a3a+---+xTpa = zi(a+1)+ca+ecsa+---+cpa =
T2 = C2 T2 = C2
r3 = C3 — r3 = C3
Tn = Cp Tpn = Cp

T (a + 1) + G/(CQ + c3 + 4 C’Il) — 1 x — Cl—a(CZ‘;‘iSl-‘r-..-‘rCn)

o9 = C2 To = C2
3 = C3 — T3 = Cc3
Tp = Cp Ty = Cn,

- exi L, . . )
Como los ¢; existen y son unicos (ver(x* a # 1 entonces § es un sistema de generadores or ende una base
y tenemos la representacién tnica:

S (cl—a(02+03+---+cn)

a+1 >w1+c2w2+c3w3+"'+cnwn (1)

e Si sus respuesta es afirmativa, es decir 3 es una base entonces determine la matriz [I]7

Una solucién: Por definicién tenemos que

e = (vils [vals [vs]s--[vo]s)
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Pero no debemos olvidar que la relacién () dice que la expresién de u depende de los ¢;, para (i = 1,2,3,...
en consecuencia:

1—a-0

v = 1 'U1+ 0 'U2+ 0 v3++ 0 c U 5 ’Ulz(
c1 [} c3 Cn
1

- U1 = a1

>w1+0-w2+0-w3+---+0-wn
1
a+1
0
— [ls=] O
0
0—a-1
vo=_0 v+ 1 w4+ 0 v34+---4+ 0 -0, = v=(——|wr+1-w2+0-w3+---4+0-w,

a+1

== U2=—(#)wl—i—l-wg—i—o-u@—i—---—i—o-wn

0—a-1
7a1)w1+0-w2+1-w3+---+0-wn

vy = O 'U1+\O/_/'U2+ 1 v3++ O ce e Up — ’USZ( ot

== U3=—(#)wl—i—l-wg—i—o-u@—i—---—i—o-wn

0O—a-1

Uy = O .vl+ O .'02+ O .v3+...+ 1 c U —_— ’Un_<7
— — - a+1

)w1+0~w2+0~w3+-~-+1~wn

- vn——< a >w1+0-w2+0-w3—|—---+1-wn
a+1
a1

0

= [ong = 0

1
Asi que
-+ 1 __1 1
a+1 a+1 a+1 a+1
0 1 0 0
e = 0 0 1 0
0 0 0 1

Una solucién alternativa



Sabemos que

w; = avy] + v
wy = avi + vy
w3 = av]+ vs
w, = av1+ v,

Luego de (2) sigue que:

v
V2
U3
Un,

Y de (3) sigue que

Asi que
14
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w1+ v = v = — | =% | wy + 1lwsy

w1 +v3 = v3=—|—— | wy + lwsg

g g
w V)
i
S S
N NN
- 3
= =
~ N——

Wy + Vy = Uy = —

/

#) w1 + 1w,

= (L)wl—i—Owg—i—---—i—Own
= — (759 )wi + 1wz + 0wz + -+ - + Ow,
—7 ) wi + 0ws + 1wz + -+ - + 0wy,

ﬁ)’LU1+O’LU2+O’LU3+"'+1wn

B

a+1

0

[l = 0

0

1

a+1

1

[1’2]5 = 0

0

1

a+1

0

[U3]ﬁ = 1

0

1

a+1

0

[Un]ﬁ = 0

1
-1 1 _ 1 1
a+1 a+1 a+1 a+1
0 1 0 0
_ 0 0 1 0

ja]
o “ ..
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