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(1) Si α = {(1, 1, 1, 1), (1, 1,−1, 0), (1, 1, 0, 0), (1, λ,−1, 1)} entonces determine el conjunto

β = {λ ∈ R | α es una base R
4}

Una solución. Debemos determinar el conjunto β entonces de acuerdo a nuestras prácticas y costumbres:

λ ∈ β ⇐⇒ λ ∈ R ∧ α es una base R
4

⇐⇒ λ ∈ R ∧ α Linealmente independiente y un sistema de generadores para R
4

Como la cardinalidad de α es 4 y dimR(R
4) = 4 entonces conforme a nuestro “corolario del teorema mágico”para

que α sea una base, basta que sea linealmente independiente o un sistema de generadores.

Aśı que basta mostrar que α es Linealmente independiente y entonces de nuevo conforme a nuestras prácticas,
tenemos que

a1(1, 1, 1, 1) + a2(1, 1,−1, 0) + a3(1, 1, 0, 0) + a4(1, λ,−1, 1) = (0, 0, 0, 0) =⇒

a1 + a2 + a3 + a4 = 0
a1 + a2 + a3 + λa4 = 0
a1 − a2 − a4 = 0
a1 + a4 = 0

=⇒
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Ahora (∗) tiene solución única si y sólo si |A| 6= 0 entonces
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Luego, (∗) tiene solución única si y sólo si |A| = λ− 1 6= 0. Y en tal caso la solución es
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Aśı que, α linealmente independiente si y sólo si λ− 1 6= 0, e.e. λ 6= 1. Por tanto λ ∈ β ⇐⇒ λ ∈ R ∧ λ 6= 1.

Y,

β = R− {1}

(2) Sea α = {v1, v2, . . . , vn} una base del R espacio vectorial V. Sea β = {w1, w2, . . . , wn} tal que wi = av1 + vi, para
(i = 1, 2, . . . n) y a 6= −1 es un escalar fijo.

• Demuestre, si es posible, que β es una base, caso contrario justifique.

Una solución.

1Cada problema vale 3.0 puntos

Tiempo 80’

1



2 Profesor Ricardo Santander Baeza

Ya que la cardinalidad de β es n y dimR(V) = n, aśı que en virtud de nuestro Teorema mágico, basta mostrar
que β es linealmente independiente o un sistema de generadores, en el caso intentaremos mostrar que β es un
sistema de generadores, dado el tenor de la pregunta siguiente.

En consecuencia, si u ∈ V entonces como α es una base entonces es un sistema de generadores y para cada u

existen únicos escalares c1, c2, . . . , cn tales que u se escribe únicamente de la forma

u =

n∑

i=1

civi (∗)

Ahora, intentemos resolver la ecuación

u =
n∑

i=1

xiwi (∗∗)

Como, wi = wi = av1 + vi, para i = 1, 2, . . . , n entonces sustituyendo en (∗∗) tenemos que

u =

n∑

i=1

xi(av1 + vi)

= x1(av1 + v1) + x2(av1 + v2) + x3(av1 + v3) + · · ·+ xn(av1 + vn)

= x1(a+ 1)v1 + x2(av1 + v2) + x3(av1 + v3) + · · ·+ xn(av1 + vn)

= x1(a+ 1)v1 + x2av1 + x2v2 + x3av1 + x3v3 + · · ·+ xnav1 + xnvn

= (x1(a+ 1) + x2a+ x3a+ · · ·+ xna)v1 + x2v2 + x3v3 + · · ·+ xnvn (∗ ∗ ∗)

De (∗) y (∗ ∗ ∗) sigue que

x1(a+ 1) + x2a+ x3a+ · · ·+ xna = c1
x2 = c2
x3 = c3
...

...
...

xn = cn

⇐⇒

x1(a+ 1) + c2a+ c3a+ · · ·+ cna = c1
x2 = c2
x3 = c3
...

...
...

xn = cn

x1(a+ 1) + a(c2 + c3 + · · ·+ cn) = c1
x2 = c2
x3 = c3
...

...
...

xn = cn

⇐⇒

x1 = c1−a(c2+c3+···+cn)
a+1

x2 = c2
x3 = c3
...

...
...

xn = cn

Como los ci existen y son únicos (ver(∗)) y a 6= 1 entonces β es un sistema de generadores y por ende una base
y tenemos la representación única:

u =

(
c1 − a(c2 + c3 + · · ·+ cn)

a+ 1

)

w1 + c2w2 + c3w3 + · · ·+ cnwn (1)

• Si sus respuesta es afirmativa, es decir β es una base entonces determine la matriz [I]βα

Una solución: Por definición tenemos que

[I]βα = ([v1]β [v2]β [v3]β · · · [vv]β)
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Pero no debemos olvidar que la relación (∗) dice que la expresión de u depende de los ci, para (i = 1, 2, 3, . . . , n)
en consecuencia:

v1 = 1
︸︷︷︸

c1

·v1 + 0
︸︷︷︸

c2

·v2 + 0
︸︷︷︸

c3

·v3 + · · ·+ 0
︸︷︷︸

cn

· · · vn =⇒ v1 =

(
1− a · 0

a+ 1

)

w1 + 0 · w2 + 0 · w3 + · · ·+ 0 · wn

=⇒ v1 =

(
1

a+ 1

)

w1 + 0 · w2 + 0 · w3 + · · ·+ 0 · wn

=⇒ [v1]β =










1
a+1

0
0
...
0










v2 = 0
︸︷︷︸

c1

·v1 + 1
︸︷︷︸

c2

·v2 + 0
︸︷︷︸

c3

·v3 + · · ·+ 0
︸︷︷︸

cn

· · · vn =⇒ v2 =

(
0− a · 1

a+ 1

)

w1 + 1 · w2 + 0 · w3 + · · ·+ 0 · wn

=⇒ v2 = −

(
a

a+ 1

)

w1 + 1 · w2 + 0 · w3 + · · ·+ 0 · wn

=⇒ [v2]β =










− a
a+1

1
0
...
0










v3 = 0
︸︷︷︸

c1

·v1 + 0
︸︷︷︸

c2

·v2 + 1
︸︷︷︸

c3

·v3 + · · ·+ 0
︸︷︷︸

cn

· · · vn =⇒ v3 =

(
0− a · 1

a+ 1

)

w1 + 0 · w2 + 1 · w3 + · · ·+ 0 · wn

=⇒ v3 = −

(
a

a+ 1

)

w1 + 1 · w2 + 0 · w3 + · · ·+ 0 · wn

=⇒ [v3]β =










− a
a+1

0
1
...
0










...

vn = 0
︸︷︷︸

c1

·v1 + 0
︸︷︷︸

c2

·v2 + 0
︸︷︷︸

c3

·v3 + · · ·+ 1
︸︷︷︸

cn

· · · vn =⇒ vn =

(
0− a · 1

a+ 1

)

w1 + 0 · w2 + 0 · w3 + · · ·+ 1 · wn

=⇒ vn = −

(
a

a+ 1

)

w1 + 0 · w2 + 0 · w3 + · · ·+ 1 · wn

=⇒ [vn]β =










− a
a+1

0
0
...
1










Aśı que

[I]βα =










− 1
a+1 − 1

a+1 − 1
a+1 · · · − 1

a+1

0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
... · · ·

...
0 0 0 · · · 1










Una solución alternativa
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Sabemos que

w1 = av1 + v1 =⇒ v1 =
(

1
a+1

)

w1

w2 = av1 + v2 =⇒ w2 = a
(

1
a+1

)

w1 + v2 =⇒ v2 = −
(

a
a+1

)

w1 + 1w2

w3 = av1 + v3 =⇒ w3 = a
(

1
a+1

)

w1 + v3 =⇒ v3 = −
(

a
a+1

)

w1 + 1w3

...
...

...

wn = av1 + vn =⇒ wn = a
(

1
a+1

)

w1 + vn =⇒ vn = −
(

a
a+1

)

w1 + 1wn

(2)

Luego de (2) sigue que:

v1 =
(

1
a+1

)

w1 + 0w2 + · · ·+ 0wn

v2 = −
(

a
a+1

)

w1 + 1w2 + 0w3 + · · ·+ 0wn

v3 = −
(

a
a+1

)

w1 + 0w2 + 1w3 + · · ·+ 0wn

...
...

vn = −
(

a
a+1

)

w1 + 0w2 + 0w3 + · · ·+ 1wn

(3)

Y de (3) sigue que

[v1]β =










1
a+1

0
0
...
0










[v2]β =










1
a+1

1
0
...
0










[v3]β =










1
a+1

0
1
...
0










...

[vn]β =










1
a+1

0
0
...
1










Aśı que

[I]βα =










− 1
a+1 − 1

a+1 − 1
a+1 · · · − 1

a+1

0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
... · · ·

...
0 0 0 · · · 1











