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CAPITULO 1

Espacios Vectoriales

Este capitulo esta destinado a buscar una representacion natural y eficiente de la informacién, a través
de ”relaciones tedricas, lease combinaciones lineales” e ”implementaciones practicas, lease representacién
matricial y resolucién de ecuaciones.” Para ello serd necesario: Construir un ambiente suficientemente
amplio, donde se puedan modelar situaciones practicas, desarrollar técnicas que permitan controlar rapida
y eficientemente una gran cantidad de informaciéon y mostrar la equivalencia entre el ambiente tedrico y
préactico.

1. Definicién de Espacios Vectorial

Demos una mirada a nuestra evolucién al momento de manipular la informacion.

[1] Ya observamos que para cada (n € N), existen tinicos nimeros naturales ag, aj,as, ..., as tales que
n=as10° + as_ 11051 + .- +a;10" +ap10%; (0<j<s); (0<a; <9)
Y estos nimeros son los que identifican univocamente al niimero n.
[2] Basdndonos en esta idea definimos informalmente a los polinomios, es decir
p(z) €R[z] <= p(x)=ag+ a1z + aoz® + - + azz’
Y en este caso son los coeficientes los que diferencian a un polinomio de otro.

[3] Si consideramos u = (z,y) € R? entonces sabemos que (R?,+) es un grupo abeliano y que

[a] (z,9) = (2,0) +(0,y)

[b] Y si ademds permitimos una ponderacién externa que generalice el hecho

(z,y) + (z,y) 2(z,y)

= 2(z,y) = (22, 2y)

>l

(z,9) + (z,y) (27, 2y)

entonces obtenemos que

(z,y) = x(1,0) +y(0,1)
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Eje y
Plano R2

(z,y) = x(1,0) +y(0,1)

(0,0) Eje =

Figura 1: Plano Cartesiano

[4] Otro caso que podemos representar con las licencias que da la heuristica es el siguiente:

aip a2 . 1 0 01 00 00
<a21 a22) = a11<0 0)+a12<0 0>+a21(1 0>+a22(0 1>

[5] Intentando generalizar atin mas el formato de nuestros nimeros. Supongamos que necesitamos conectar
dos lugares inaccesibles, como lo muestra la funcién.

-1 :si — <2<

fz) =

1 :si O<ax<m

Cuyo grafico es de la forma:

-1

Figura 2 y = f(x)

La idea es usar como soporte, ideas trigonométricas. para conectar esos lugares inaccesibles:

[a] Partamos graficando la funcién y = — sen x para (—7 < & < 7)
T
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sen 3x

4
[b] Graficamos la funcién y = — [ sen = + ] para (—m < x < )
T

4 3 )
[c] Graficamos la funcién y = — | sen = + sen3 Ty sen5 z para (—m <z < )
7r
1
0.5
3 2 1 i 2 3
-0.
1
4 3 ) 7
[d] Graficamos la funcién y = — | sen = + sen3 T4 sen5 T4 sen7 ° para (—m <z <)
T
1
0.5
3 2 1 1 2 3
-0.
vl
., 4 sen 3r sen 5x  sen Tx sen 99x
[e] En fin, graficamos, la funcién y = — | sen z + + + -+ 4+ ——| para
m 3 ) 7 99
(—m<z<m)
l‘rv
0.5
3 2 1 i 2 3
-0.5

S

4 sen (2 — 1)z

f] Sill =— _—

[f] Sillamamos g ; 5 — 1

[i] A medida que s crece en N, el gréfico de g5, mds se parece (copia), a la funcién f

[ii] Sin embargo, debemos tener cuidado con la comparacién de las expresiones analiticas de las
funciones involucradas; porque por ejemplo,

, para (s € N) entonces podemos observar lo siguiente:
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f(0) Ry gs(0) =0
™ T 4
™1 <_) _ 2
«f (2) Y9 2 s
Sin embrago, observen lo siguiente:

71'

T sen2z—1§
gs(§> - _Z %2 -1

i z+1
- _Z 2@—1
=1
VU U SIS U S SO
oo 35 7 9 11 2s — 1
Asi por ejemplo,
4
o (f) — 21913
2 i
(”) R ST N
g2 2 I 3)
T 4 1 1
™Y = Z(1-242)=1.013
93(2) 7T< 3+5)
(”) T
91\3) T 7 375 7))
(5) = e N R
B\y) T 7 375 779)"
. 4 1 1 1 1 1
Z — (14 _ZpZ_ )= 4
96(2) 77( 375779 11) 0947
Luego,
] T ] 4 S (_1)i+1
3152095(§> - 315&%; 51 |
1=

[iii] Sera necesario entonces ser cuidadoso al referirnos al término aproximacién de dos funciones,
ya sea en su grafico o en sus valores, con estos cuidados podemos escribir,

S o0

. 1 , 1
flz) = Sll)rglo > 51 sen(2i — 1)z = Z; 57
1= 1=

N sen(2i — )z (—m<z<m)

Bien, las ideas expuestas encima nos inducen a definir un objeto abstracto que le de sentido a casi todos
los ejemplos revisados y otros que analizaremos més adelante.

Definicion 1.1. Un conjunto V serd llamado un K - Espacio Vectorial si

1] V#¢

114

[2] V admite una operacion interna, “ + ”; definida por
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+ VXV +— 'V
(u,v) +— u+w

tal que (V,+) es un grupo abeliano, es decir satisface las propiedades:
cu+(vtw)=(ut+v)+w NVu;ueV); (Yoo eV);(Vw;w e V)
o FEziste Oy € V tal que u+0y =0y +u=u (Vu;u €V)
e Para cada u, u+ (—u) = —u+u = Oy

ceutv=v+u NVu;ueV);Vo;oeV

3] V admite una operacién externa, “”; definida por
KxV — V
(Nv) — Ao

con K=R ¢ K = C y satisface las propiedades:

e N-(ut+v)=A-u+Xr-v (Y\AeK);(VuueV);(VoueV)
e AN+p) u=X u+p-u (V\AeK); (V80 €K); (Vu;u eV)
e (A B)ru=X-(B-u) (VMAeK);(VG; 8 € K); (Vusu € V)

e N u=0y=A=0xVu=0y (Y\AeK);(Vu;ueV)

Los elementos de V se denominardn vectores, los elementos de K se llamardn escalares, y para designar a
un espacio vectorial lo notaremos como, (V,4+,-,K), donde K=R 0o K=C

Ejemplo 1.1.1. El espacio vectorial de las n - uplas (K™, 4, -, K) para cada n € N, donde,
K" ={(z1,22,...,20) |2, € R;1 < i < n}
Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

[1] ($1,$2,$3,---,$n)+(yla92a93,---ayn) — (551+?/1,$2+92a$3+y3,---a$n+?/n)

2] X (z1,22,...,2n) = (Ax1, AT2, ..., ATy) (A € K)

Ejemplo 1.1.2. El espacio vectorial de las Matrices (Mg (n x m),+,-,K); n € N; m € N donde,

Mg(n xm) ={A = (a;) |a;; EKA(1<i<n)(1<j<m)}
Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

[1] ((aiz) + (bi)) = (aij + bij)

2] Aaij) = (Aaij)
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Ejemplo 1.1.3. El espacio vectorial de los polinomios (K[x],+,-,K) con coeficientes en el cuerpo K donde,

=0

K[z] = {p(x) :Zaixi |a; € K,s € N, (0 Sign)}

Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

s

[1] Z aixi + Z bz‘xi = Z(az + bi)xi
=0 =0

=0
2] A Z az’ = Z Aa;z’
=0 =0

Ejemplo 1.1.4. El espacio vectorial de los Polinomios de grado menor o igual que n con coeficientes en K,
(K, [z],+, -, K) es decir;

Knlz] = {p(z) € K[z] | p(p(2)) < n}

Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

n

[1] Z aixi + Z bz‘xi = Z(az + bi)xi
=0 =0

i=0
2] A Z a;xt = Z Aa; !
=0 i=0

Ejemplo 1.1.5. El espacio vectorial de las funciones Reales definidas enU C R, paraU # 0; (Fr(U,R), +,-,R),
donde

R(U,R) = {f:Uvr—R| f esuna funcion}

Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

1] (f +9)(@) = f(z) + g(x)
2] (Af)(@) = Af(x)

Ejemplo 1.1.6. El espacio vectorial de las funciones Reales continuas definidas en U C R, para U # (;
(Cr(U,R),+,,K), donde

Cr(U,R) = {f e Fr(U,R) | f es una funcion continua}

Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

[ (f +9)(z) = f(z) + g(x)
2] (Af)(@) = Af(x)

Ejemplo 1.1.7. El espacio vectorial de las funciones reales derivables definidas en U C R, para U # (;
(Dr(U,R,+,-,R)), donde
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Dr(U,R) = {f e Fr(U,R);| f es una funcion derivable en U}

Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,
1] (f +9)(x) = fz) +g(z)
2] (Af)(x) = Af(x)

2. Subespacios

Si consideramos un K espacio vectorial V entonces por definicién V # (). Asi que

ueV= ueV, paracada A € K==V = {0y} V V tiene infinitos elementos

Esta observacién hace dificil pensar en una forma de caracterizar a un espacio vectorial no nulo. No obstante
remirando nuestros ejemplos podemos encontrar espacios vectoriales incluidos en otros espacios vectoriales.

En efecto
[] Kufz] € K[z] (Vn;n € N). Pues
e I(p(z) + q(z)) < maz{d(p(z)),d(q(z))} ¥
o O(\p(x)) = d(p(x)) para cada A € R
2] D(U,R) C Cx(U,R) C Fg(U,R). Pues;

e La adicién de funciones continuas es una funcién continua,y el producto de un escalar por una
funcién continua es funcién continua

e Andlogamente, acontece con las funciones derivables.

Dado que necesitamos representar datos, parece razonable considerar la observacién anterior para hacer la
siguiente definicién.

Definicion 2.1. Sea W C V. W serd llamado un Subespacio vectorial de V' si
o W £

o W es un K-espacio vectorial con las mismas operaciones que V

Usaremos la notacion: U <V
Ejemplo 2.1.1. {Oy} <V y V <V son conocidos como subespacios triviales.
Ejemplo 2.1.2. K, [z] < K[z] (Vn;n € N)
Ejemplo 2.1.3. Cr(U,R) < F(U,R)
Ejemplo 2.1.4. Dr(U,R) < Cr(U,R) A Dr(U,R) < Fr(U,R)

Sin embargo, el avance en términos de la representacién de datos ”eficiente” es nula, no obstante, podemos
observar lo siguiente:
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Observacion 2.1.5. Si W < V entonces por definicion (W,+,-,K) es un K-espacio vectorial. Asi que
verifica naturalmente las propiedades:

MNueWAveW = (ut+v)eW

R ueWAAe K= AueW

Luego, podemos resumir lo anterior en la siguiente

ueWAvEW = (utv)eW
W<V — A (1)
ueWAAeK = ueW

Reciprocamente, supongamos que W satisface las condiciones:
NueWAveW = (ut+v) e W
2] ue WAX€E K= Auec W entonces
[a] W # 0 es supuesto inicial
[b] De las propiedades asumidas, sigue que existen operaciones + y - en W, y ademds como V' es un

espacio vectorial entonces a fortiori (W, +, -, K) es un K-espacio vectorial, y por ende un subespacio
del espacio V.

De la observacién concluimos una caracterizacién que nos permite verificar en forma mas eficiente, si un
subconjunto de un espacio vectorial es o0 no es un subespacio vectorial, por su importancia le daremos el
rango de teorema.

Teorema 2.2. Caracterizacion estructural de subespacio vectorial

Consideremos un espacio vectorial (V,+,- K) y W C 'V

(i) W#0
WLV = (@{i) veWAveW= (u+v)eW
(1)) ueWAINe K= ueW

Ejemplo 2.2.1. Usemos el Teorema 2.2 para mostrar que W = {(z,y,2) € R3 |z +y — 2 =0} <R3
En efecto, siguiendo la guia de nuestro teorema podemos generar la siguiente estrategia:
Etapa 1. Debemos verificar que W # ()

(0,0,0) €R? y0+0—0=0. Asi que (0,0,0) € W
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Etapa 2. Mostremos que siu € W yv € W entonces (u+v) € W:

ueEW <= u=(up,ug,u3) ER3Auy +ug —uz =0 (%)
vEW <= v=(v1,v2,v3) ER*Av; +v3 —v3=0 (k)

Entonces
ut+v = (uy,us,us)~+ (v, ve,0v3) [ ver (x) y (5*)]
= (u1 +vi,ug +v2,u3 +v3) ( Suma en R?)
Luego,
u+veR (2)

De (2),concluimos que (u+ v) es un buen candidato para pertenecer a W, pero falta verificar si satisface la
condicion que caracteriza W.

Para ver esto, debemos operar como sigue:
(u1 +v1) + (ug +v2) — (us +v3) = ur + v +ug+ vy —us—vs
= (w1 +u2 —uz) + (v1 + vz —v3)
= 0+0 ((ver (%) y (%))
=0
Conclusidn, (u+v) € W

Etapa 3. Debemos verificar que si A € R yu € W entonces Au € W:

A= Auy,ug, uz) = (Aug, Aug, Aug) € R3
Por otra parte,
Aup 4+ Aug —Aug = Aug +ug —ug) =A0=0
Conclusion, \u € W, y W < R3
Ejemplo 2.2.2. Usemos el Teorema 2.2 para mostrar que
W= {AecMg(2) | A+ A" = (0)} < Mg(2)
En efecto, siguiendo la guia de nuestro teorema podemos generar la siguiente estrategia:

Etapa 1. Debemos verificar que W # ()

(0 0)eme n (50)+(0 0

Etapa 2. Debemos mostrar que:

o o
oo
N———
+
7N
o o
o o

ueWAveEW = (u+v) e W

SiueW yveW entonces
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ueW <= ueMg(2)Au+u' = (0)
t
w— v w2z o Mg (2) A uin uiz (Ui Ui _ (00
U2l U2 Ul U2 U2l U2 0 0
w— v w2z o Mig(2) A uin uiz (Ui u2n) 0 0
Ul U2 U2l U2 Uz U2 0 0
Ul U2 2u11 u12 + U2y 00
= u= € Mg(2) A = *
(U21 U22> =(2) (u21+u12 2ug) > (0 0> ()
Andlogamente,
veW << veMg(2)Av+v" =(0)
¢
o [ Vovi2 ) o Mg(2) A v viz ) (Ui vi2 _ (00
V21 V22 V21 V22 Vo1 V22 00
A Mg(2) A v viz ) (o v 00
V21 V22 V21 V22 V12 V22 00
V11 V12 2v11 v12 + v21 0 0
<— v= € Mgr(2) A = *ok
<v21 v22> r(2) <v21+v12 2v29 ) (0 0) (%)
entonces por una parte,
wt v = U1l U2 i v V12 | _ [ Ui +v11 w12 + 12 € Mg(2)
U21 U2 V21 V22 U21 + V21 U2 + V23
Y por otra,
t
+v11 w12 + 12 u11 + U1 U2 + V12
uw+v+ (u+v ¢ n +
( ) < U2l + V21 U2 1 V22 ) < U2l + V21 U2 1 V22 )
u11 + U111 U2 + V12 n u11 + U1 u21 + v21
U21 + V21 U2 + V23 u12 + V12 U2 + V23
u11 + v11) (u12 + v12) + (u21 + v21)
(u21 + v21) + (w12 + v12) 2(ugg + v22)
2u11 + 2013 (u12 + u91) + (vi2 + v21)
(u21 + u21) + (vi2 + v12) 2u92 + 2v92
2u11 (u12 + u91) " 2v11 (v12 + v21)
(u21 + u91) 2u99 (v12 + v12) 2099
0 0
( o)+ (0 0) @y
0 0
0 0

Ast que, (u+v) € W
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Etapa 3. Si A € R entonces

o — )\< Uil U2 > _ ( Aurr Augg > € Ma(2)

Ul U2 Augi  Aug

Por otra parte,

AU A\ A\u A\ t
t 11 12 11 12
)\’U,—i- ()\u) - ( )\U21 )\’U,QQ > T ( )\’U,Ql )\’U,QQ )
Auip Augg n Auir Augp
Augi  Aug Auta  Aug
. 2)\U11 )\U12 + )\Ugl
- )\U21 + )\U12 2)\U22
A

2Au1q AMuig + u91)
(u21 + u12) 2 ug2

2u11 (u12 + u91)
(u21 + u12) 2u9

Asi que \u € W, y W < Mg(2)

Ejemplo 2.2.3. Si W = {p(m) = Zaixi € R[] | Ziai = 0} entonces W < R, [x]
=0

i=0
En efecto
n
Etapa 1. p(x) =0 € W, pues Zz -0=0
i=0

FEtapa 2. Sip(z) € W q(x) € W entonces

p(z) eW «— px)= Zaixi A Ziai =0
i=0 i=0

q(z) e W = px)= Zbixi /\Zibi =0
i=0 =0

Ahora, por una parte;

n

p(x) + q(x) = (a; + b;)2’ € Ryla]
=0

Y por otra parte;

n n n n

i=0 =0 =0 =0
Conclusion (p(z) + q(x)) € W

~

13
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Etapa 3. Si A € R entonces por una parte;

Y por otra parte;

i)\iai = )\iiai =X0=0
1=0 1=0

Ast que, Ap(x) € W y W < R, [z]

Ejemplo 2.2.4. SiV es un K- espacio vectorial entonces Oy € W.

En efecto
W<V = XAueW (WAEAeK)A(Vu;u e W)
= 0-ueW (Pues, 0 € K)
= OyeW

Ejemplo 2.2.5. Si W = {(z,y,2) € R® | x + 4y — 22 = \} entonces determinemos el conjunto.
S={AeR|W <R3}

Solucion

Debemos determinar los elementos del conjunto S, y entonces es necesario entrar al conjunto.
FEtapa 1. N\€ S<= A RAW <R3

Etapa 2. W <R3 = (0,0,0) € W, esto sigue del ejemplo anterior.

Etapa 3. (0,0,0) € W <= (0,0,0) € R3A0+4-0-2=\<= (0,0,0) e R3AX=0

Luego, 0 € S y {0} C S

FEtapa 4. Si[u e WAveW = (u+v) € W| entonces en particular debe ocurrir lo siguiente:

ueEW <= u=(2,y,2) ER3ANz+4y —22= )\

2ucW = 2u=(22,2y,22) ER*A 22+ 8y — 42 =\

= 2A=A

= A=0

Etapa 5. Como X € R entonces para u = (x,y,z) € W, Az + 4 \y — 2Xz = \. Pero,
M 4+4dy —22z=) = N =)A= A=0Vvi=1

Asi que, S= {0} y W = {(z,y,2) € R® | 2 + 4y — 2z = 0}

Conclusién 2.2.6. El origen o elemento neutro del espacio pertenece a cada subespacio vectorial. Es decir
una condicion necesaria para ser subespacio es que el origen pertenezca a él.
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Un espacio vectorial V es nulo o tiene infinitos elementos.

Ejemplo 2.2.7. Si AX = B es un sistema lineal de orden (n x m) y S = {U € Mg(n x 1) | AU = B},
(K=RVK =C) entonces

SSMK(HXU <~ B:(O)

En efecto

S<Mg(nx1) = (0)€S
— A-(0)=B
— (0)=1B

Luego, hemos mostrado que: S < Mpg(n x 1) = B = (0)

Reciprocamente, si B = (0) entonces

1. A(0) = (0), luego S # 0

2. SiUy € SAU; €8 entonces A(Uy + Us) = A(Up) + A(Uz) = (0) + (0) = (0). Asi que (Uy +Us) €S
3. SiAe Ky U, €8 entonces ANU; = NAU; = \(0) = (0). Asi que AUy € S

Luego, hemos mostrado que: B = (0) = S < Mg(n x 1). Asi que

SSMK(HXU <~ B:(O)

Conclusién 2.2.8. Las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de orden (nx m), cons-
tituyen un subespacio vectorial. Por ende un Sistema lineal homogéneo o tiene unicamente la solucion nula
o tiene infinitas soluciones

Observacién 2.2.9. Desde un punto de vista estructural el teorema 2.2, es una herramienta poderosa para
decidir si un conjunto es o no, un subespacio en un espacio vectorial dado, no obstante el tiene un problema

que lamentablemente para nosotros es crucial; pues, “no nos dice quienes son los miembros del subespacio
W.”

2.3. Ejercicios Propuestos de Subespacios.

[1] Demuestre que los siguientes conjuntos son subespacios de R"™, para n € N descrito.
[p] W ={(z,y) €R* |2+ 3y =0}
[b] W = {(z,y) € R? | 10z — 5y = 0}
[c] W={(z,y,2) ER? |z +y+2z=0}
[d] W= {(z,y,2) €R?|5x+y—2z=0}

le] W= {(z,y,2,0) €R* |z +y+22—w =0}
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Y+ 2z —w
)

[2] Determine si los siguientes subconjuntos de Mg (n x m) son subespacios para n y m adecuados.

[f] W= {(x,y,z,w) €ERY| 3z =

[a] W ={A e Mg(2)| A= —A'}, donde A’ significa la matriz traspuesta de la matriz A

[b] W = {(ai;j) € Mgr(n) | tr(a;;) = 0}. Donde tr(a;;) = Zaii’ y se llama la traza de la matriz (a;;)
i=1
[c] W ={A€Mg(n)| det(A) # 0}

1 :Sij=n+1-—14
0 :en otro caso

[d] W= {A = (aij) € Mr(n) | aij = {

0 : en otro caso

le] W= {A = (a;;) € Mg(n) | a;; = {aij D Sig < }

[f] W= {A = (ai;) € Mg(n) | a;j = {aij D Sij > }

0 : en otro caso

[3] Demuestre que los siguientes subconjuntos de R, [x] son subespacios para n adecuado.
[a] W = {p(z) = ao + a1z + agaz® | p(—3) = 0}

[b] W = {p(x) = ap + a1z + azx?® + azz® | p(v/2) = 0}
[c] W= {p(ﬂf) =Y ai' | ) jai=0;j € R {0}]}
=0 1=0
d] W= {p(m) = Zaixi | Ziai = O}
=0 1=0

3. La Idea de Generador

En concordancia con la observacién anterior no estamos cumpliendo nuestro objetivo: Que es determinar
rapida y eficientemente los elementos del espacio vectorial, asi que si queremos cumplir nuestro objetivo
debemos cambiar el punto de vista. Como orientaciéon debemos recordar que un espacio vectorial o tiene
un elemento o tiene infinitos elementos. Por tanto, el punto es, generar un proceso que transforme en una
”idea finita”, lo que en realidad es en concreto no finito. Con esto en mente,

1] Miremos en primer lugar, desde un punto de vista diferente al subespacio de R3. (Mirar desde otro
p g p p
punto de vista significa, interpretar de un nueva forma las operaciones permitidas en el espacio).

Wy = {(z,y,2) €eR® |z +4y — 22 =0} (3)
Ingresemos directamente al conjunto, es decir:
uweEW, <— u=(z,,2) ER* A 244y —22=0
— u=(r,9,2) ER®* Nz =224y
— u=(2z—-4y,y,2); ze€R, yeR
— u=(2202) +(-4y,y,0); zeR, yeR
— u=2(201)+y(-4,1,0); zeR, yeR
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Asi que,

W, = {)\1(2,0, 1) + )\2(—4, 1,0) | ()\1 € R) VAN ()\2 S R)}

La conclusién es la siguiente:

incognita incognita

u€W; <= Tiene solucién en K la ecuaciéon v = a1 (2,0,1) + “ag " (—4,1,0)

[2] Intentemos la misma estrategia con el subespacio

Wy = {(2,y,2) €ER? |z =y Az=0}

De nuevo, entremos al conjunto.
ueEWy <= u=(r,9,2) R Az=yAz=0

<~ u=(r,z,0) Az €R
— u=z(1,1,00 Az eR

Asi que,

W, = {\1,1,0) |\ e R}

La conclusién es la siguiente:

incognita

u€ Wy <= Tiene solucién en K la ecuaciéon v = “a; " (2,0,1)

[3] Ahora tratemos de aplicar lo aprendido en el conjunto,

W1+W2:{w1 +w2|w1 EWl/\U)QEWQ}
[a] Wi+ Wy #£ 0

En efecto

Ogs = (0,0,0) = 0(2,0,1) + 0(—4,1,0) + 0(1,1,0) = Ogs € Wy + Wy

17

Miés aun, Ogs € Wy, pues (0,0,0) = 0(2,0,1) + 0(—4,1,0) y Ogs € Wy, pues (0,0,0) = 0(1,1,0).

Asi
que Oz € W1 NW,
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[b] Por otra parte,
ueWINWy, <— uvueWiAueWy

— u=(z,9,2) ER3’ANz4+4y—22=0Ax=yAz=0
— u=(2,2,0) eER3ANz+42 =0

— u=(z,2,0) R Az =0

— wu=1(0,0,0)

Por tanto,
WiNW; = {(0,0,0)} = {0gs}
[c] Ahora para u € R? arbitrario tratemos de resolver la ecuacién
u = 21(2,0,1) + z2(—4,1,0) + x3(1,1,0)

Si conseguimos ese resultado entonces se verificara que
[i] R3 = Wi + Wy

[ii] Tendremos una férmula para expresar los elementos de R? en términos de los vectores de Wy
y Wg.

Vamos entonces a resolver el problema para u = (x,y, z) arbitrario

(x,y,2) = 21(2,0,1) + 22(—4,1,0) + 23(1,1,0) <= (z,y,2) = (221 — 4x9 + 23,22 + T3, 1)

201 —4dro+2x3 = =T
<~ T9+ I3 = vy (*)
I = Zz
Ahora resolvemos (%), usando nuestras técnicas
2 41 | =z 0 -4 1 | z—2z
0 11 [y (lh = 11 —13) 0 11 |y (I — 1y + 41y)
1 00 | =z 1 00 | =
0 05 | z+4y—2z2 00 1 | x+4g 22
011 ]y (lh = £h) 011 ] g (s = Iy — 1)
100 | 2 10 0 | z
00 1 | T+4y—2z
010 | @
1 00 | z
Por tanto,
z
1 y—x+2z _ 9 Ay — 9
T2 | = 5 = (z,y,2) = 2(2,0,1) + w(_47 1,0) + M(L 1,0)
5

[d] Finalmente, si adoptamos las siguientes notaciones:

a = {(2,0,1),(~4,1,0),5(1,1,0)}
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z
y—r+2z2 —r+2z x+4y — 22
[(z,y,2]a = R 45 5 — (z,y,2) = 2(2,0,1) + yi(—él, 1,0) + ¢(1, 1,0)
T+ 4y — 22
5 €Wy eWy

Hemos conseguido mostrar que

R® = W;+W,

Y ademas podemos ahora ejercitar el nuevo simbolo:

[i] Para u=(2,0,1) tenemos

1
0—2+2 1
[25 0) 1]01 - = 0
2+8—2 0
)
Pues,
(2,0,1) = (2,0,1) +0(—4,1,0) +0(1,1,0)
[ii] para u = (—4,1,0) tenemos
0
[(_4’ L, 0)]a = 1
0
Pues,
(=4,1,0) = 0(2,0,1) +1(—4,1,0) +0(1,1,0)
[iii] Para u=(1,1,0) tenemos
0
[(1,1,0)]o = 0
1
Pues,
(1,1,0) = 0(2,0,1) 4+ 0(—4,1,0) + 1(1,1,0)
[iv] Para v = (1,1,1) tenemos
1
2
[1’ 1, 1]& = §
5
Pues,
2 3
(1,1,1) = (2,0,1) + g(—4, 1,0) + 5(1, 1,0)

[4] Para el caso a = {(2,0,1),(—4,1,0),5(1,1,0)} hemos encontrado que R? se descompone en la suma del
Plano W, y la recta W,. Similar a lo que sucede con el plano R? que se descompone como la suma del

eje x y del eje y.
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Definicion 3.1. Sea V un K espacio vectorial y considere los subconjuntos Wi y Wy tal que W1 <V y
Wo <V. Diremos que V es suma directa de los subespacios W1 y Wo en simbolos V=W & Wy. 5%

[1] V=W; +W,

[2] Wi NWy = {Ov}

Ejemplo 3.1.1. Si W, = {(z,y,2) € R} |z +4y—22 =0} y Wo = {(z,y,2) € R} | 2 = y Az = 0} entonces
R® = W;®W,
= {(2,0,1),(=4,1,0)}) & ({(1,1,0)})

Teorema 3.2. Sea V un K espacio vectorial y {v1,va,...,v,} CV entonces

n

W:({vl,vg,...,vn}>:{Zri-vﬂriEK(lgign)}SV

=1
En efecto

1] Oy eV yOy=0-v1+0-va+---4+0-v,. Asi que Oy € W, y W £ ()

[2] Sean ue W, w e W entonces

n

ueW < u:Zai-vi|ai€K(1§i§n)

n

i == utw = Z(ai+bi)'vi ewW
weW <= w=Y» bi-v|beK(l<i<n) =1
i=1

[3] Sean ue W y X € K entonces

n

Au = )\-Zn:ai-vi:Z()\-ai)-viEW
=1

i=1
Ast que W <V

Definicion 3.2.1. 5iV es un K espacio vectorial entonces el conjunto

n

1] W = {v1,v2,...,0,}) = {Z ri-v | e K(1<i< n)} Se llamard subespacio generado por o =

i=1
{v1,v2,... 05} y cada v; para i =1,2,... ,n se llamard un generador.
2] uw € V, se llamard una combinacion lineal de o« = {v1,va,...,v,} si u € W, es decir existen n -
escalares, digamos {a1,as,...,a,} tal que

n
u = E a; - Uy
=1

Es decir, los elementos de W se llaman combinaciones lineales de o = {v1,va,...,v,}
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3.3. Ejercicios Propuestos de Generadores.
[1] Sea W = ({(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} C R?

[a] Demuestre que (2,2,2) € W. Es decir, resuelva la ecuacién vectorial

(25 2, 2) = al(l’ 0, 0) + CL2(1, L, 0) + a’3(1a 1, 1)
[b] Demuestre que (r,y,2) € W, para cada (z,y,z) € R?

[c] Concluya que R® = ({(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)})

[2] Sea V un K espacio vectorial y a = {v1,v2}. Demuestre que

({v1,v2}) = ({v1,v1 +v2})

[3] Sea V un K espacio vectorial y a = {v1,v2}. Demuestre que

({v1,02}) = ({v1 — vz, 01 + v2})
k
[4] Sea V un K espacio vectorial y a = {v1,...,v,} C V. Si 8 = {wy,...,w,} CV tal que wy, = Zvi

i=1
para cada k = 1,2,...,n entonces demuestre que

({v1,v2,...,0}) = {wr,wa, ..., wy})

k
[5] Sea V un K espacio vectorial y o = {v1,...,v,} C V. Si 8 = {wy,...,w,} CV tal que wy, = Zjvi
i=1
para cada k = 1,2,...,n entonces demuestre que

Hor,va, .. 00 }) = wr,wa, ... w,})
[6] Demuestre que
o W, ={(z,9,2) eR® |z —y—2=0} <R3
® Wz:{(xayaz) €R3|$_UZOAQ—Z:0}SR3

W1+W2:{w1+w2|w1€W1/\w2€W2}§R3

R3:W1+W2

Wi NWy = {OR3}

En general, si V es un K espacio vectorial, Wi <V y W5 <V entonces V se dice “Suma directa de los
subespacios Wy y Wo ”si

o V=W; +Wy
° WlﬂWQZ{Ov}

En tal caso, notamos V = W; @5 Wy
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[7] Demuestre que
R* = {eje x} @ {ejey}
[8] Demuestre que
Mg(n) = { matrices simétricas} @ { matrices antisimétricas }
[9] Demuestre que

R, [z] = Ro[x] & ({x,xQ, NS

4. Sistemas de Generadores

Si V es un K espacio vectorial entonces V < V. Asi que tiene sentido preguntar, jsi existen o no generadores
para el propio V7. En general podemos hacer la siguiente

Definicién 4.1. Sea V un K espacio vectorial y o = {v1,va,...,v,} C 'V, «a serd llamado un sistema de
generadores para V si

V = <a> = <{Ul,’l)2,... ,Un}>

Equivalentemente: a es un sistema de generadores si para cada v € V existen n - escalares, digamos
ai,as,...,a, tales que

v =a1v1 + agv2 + - + anvy

O en lenguaje mds pragmdtico:

a es un sistema de generadores si para cada v € V' la ecuacion vectorial

v =a1v + agvy + -+ + ayv, (5)

tiene solucion.

Ejemplo 4.1.1. ¢(n) = {e1,ea,...,e,}, donde

€1 = (1,0,0,...,0)
€y = (0,1,0,...,0)
e, = (0,0,0,...,1)

es un sistema de generadores para R™, ya que

(21,22, .., Tp) = T1€61 + T2€2 + -+ + Tpep (6)

2

Por la forma de (6), se acostumbra a llamar a “c(n) con el nombre de generadores candnicos.

Ejemplo 4.1.2. m(n x s) ={E;; | (1 <i<n)AN(1<j<s)}, donde

5. 1: en la posicion ij
Y 10: en otra parte

Es un sistema de generadores, también conocido como sistema de generadores candnico de Mg (n x s)
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Ast por ejemplo, paran =s =2

b
(Z d> = akFqy + bE1o + cEy; + dEs»

(o) = o(0) e (V8) - (0 Y)

Luego,
10 01 00 0 0
= ({00 0) (00 ) (10)(55)})
Ejemplo 4.1.3. p(n) = {1,z,22,...,2"} son los generadores candnicos de Ry, [x],
pues,
gx)=ap-14+ay - x4+ +apz"
Es decir,

Rolz] = ({1,2,2%,...,2"})

4.2. Construccion de sistemas de generadores. Estudiemos algunas situaciones que nos permiten con-
struir sistemas de generadores.

[1] Sea V un K espacio vectorial y a = {v1,v2} entonces
V= {v,02}) =V = {v1, 01 + v2})

En efecto

[a] En este caso tenemos que demostrar que V = ({vi,v; + v2}), es decir debemos mostrar que la
ecuacion vectorial,

v = ajvy + az(vy + v2) (7)

Tiene solucién para cada v € V.
[b] Analizamos los datos.

Como V = ({v1,v2}) y v € V entonces tiene solucién la ecuacién vectorial
v = biv1 + bavg (8)

Es decir, existen b; € Ky by € K tal que (8) es una identidad.
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[c] Supongamos por un instante que la ecuacién vectorial (7), tiene solucién entonces

v = a1v; + az(vy + vo)
= a1V1 + agv1 + a2v2
= (a1 + ag)’U1 + a9v9

Luego, basta que tomemos:

a + ax = b
a2:b2

De donde sigue que, a; = by — by A as = by y entonces hemos mostrado que
v=>bv1 + by — v = (bl — bg)’l)l + bg(?)l + ’Ug)
Y la conclusién es que V = ({v1,v1 + v2})
Una solucién Alternativa para mostrar que ({vy,v2}) = ({v1,v1 + v2})
Observemos que

(i) v =1-v1 + 0 (v1 + v2), luego vy € ({v1,v1 + v2})
(i) vg = (=1) vy +1- (v1 + v2), luego vy € ({v1,v1 + v2})
(iii) Asi que,

({v1,v2}) € ({vr, 01 +v2}) (9)
Anélogamente,

(i) v1 =1-v1 4+ 0- vy, luego v1 € ({v1,v2})
(il) v1 +va =1-v1 + 1- vy, luegovy + vy € ({v1,v2})

(iii) Asi que,

{v1, 01 +02}) € ({vr,v2}) (10)
Luego, de (9) y (10), sigue que

(o1, v1 +v2}) = ({v1,02})

[2] En general si V un K espacio vectorial y o = {vy,v2,v3,...,v,} C V. entonces
k
V= <{Ulav2a s ’UTL}> =V = <{U}1,’w2,. .. )wn}> donde Wy = Zvla y (1 < k < n)
i=1
En efecto
¢ En primer lugar, para cada k = 1,2,...,n tenemos que:
k
wk:Zvi: lL-vy+1-vo4---+1-v, = wi € ({v1,v2,...,0,}) (11)

=1
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¢ En segundo lugar, por definicién:

u € ({wr,we,...,wy}) <= u=a1w; + agws + - -+ + aywy, (12)
4 Aplicando (11) en (12) tenemos que

u € ({wy,wy,...,wy}) <= u=ajw;+ agwy + -+ apwy)

1 2 n
— u:alzvi—i—angi—i—---—i—anZvi
i=1 i=1 i=1
n n n
= B e (S

i=n—1 Cn
—— N—— N——
Cc1 Cc2 Cn—1
= U=CV] +CU2+ -+ Cr_1Un_1 + Cr¥Up
= u€ ({v1,v2,...,0,})
4 Conclusién:
Hwi, w2, ..., wn}) C ({v1,v,. .., 00 ) (13)
¢ Reciprocamente, v1 = w1 y para k =2,3...,n vy = wg — wg_1. Asi que
n
u € ({v1,ve,...,0,}) <= u= Zaivi
=1
n
= u=aw+ Zai(wi —wi_1)
i=2
n
—— u = Z(CLZ — ai+1)wz~
i=1
= u€ ({wi,wa,...,wy})
4 Conclusién:
({v1,v2,...,0,}) C {wr,wa, ..., wy}) (14)

4 Finalmente, de (13) y (14). Sigue que

({v1,v9,...,0n}) = ({wy,wa, ..., wy})

[3] Si consideramos los conjuntos de polinomios

U = {p(x) = ap + a1 + azx? + a3x® € R3[x] | ap —a; =0Aaz — a3 =0} y
W = {q(x) = by + b1 + bax® + b3x® € Ra[z] | bp + by = 0 A by + bg = 0} entonces

[a] U< Rs[z] y W < Rsx]
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En efecto

Usaremos la técnica de los generadores para mostrar que tanto U como W son subespacios

p(x) €U <= p(x)=ao+aiz+ar® + azr® € R3fz] A ap—a1 =0Aaz —az =0
— pr)=as+az+ asx® + azz® € Rs[z] A ap = a1 Aag = ag
— p(x):ao+a0x+a2x2+a2x3/\aoeR/\ageR
— p@)=ao(l+x)+ag(z®+2%) A ag€R A ag €R
— p(z) e {1 +z,2%+ %))
Es decir,
U = ({1+4z2*+2%}) <R3]
Anélogamente,
p(z) €W — p(z) =ap+ a1z + az® + azz® € R3[z] A ag+a1 =0Aay+az=0
<~ px)=ay+ax+ asx? + asz® € Rs[z] A —ag = a1 A —az = ag
— p(x):ao—a0x+a2x2—a2x3/\aoeR/\ageR
— plx)=ag(l —x)+az(z®> —2°) A ag €R A ag €R
— pz)e ({1 —z,2% 2%}
Es decir,

W = ({1-z,2%-2%}) <Rsfz|

b] Ryla] =W e U
En efecto
Ahora para mostrar que Rz[z] = U ® W, debemos resolver en primer lugar la ecuacién
p(z) = w+u (weW A uel)

= a(l-2)+e(@® —2°) +e3(l+a) +ea(a® +2°), (Para p(z) € Ry[z))

Entonces
2 3 _ 2 _ 3 2, .3
ap + a1x + agr® +azx® = (1 —x) +ca(z” —2°) + e3(1 4+ x) + ca(x® + 2°)

c1—cx+ C2x2 — 62903 +c3+c3r + 04352 + 04903

3

c1+c3+c3x —c1x+ 043:2 + 623:2 — 02563 + cyx
c1+e3+(es—cr)r+ (ca+ 04)m2 + (eq — 02)m3
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Asi que,
apg — aq
c1 =
c+e3 = a c3 = GO%CH
—c1te3 = ay — @gag
co+cy = ao Co =
—C2+c4 = a3 agzag
Cq4 =
2
Luego,
ap + a17 + aza® + azz® = %(1 —z)+ = _ag(x2 — o)+ 10 +al(l—i—ac) + M(962 + %)
ew cU
Por tanto,
Rslz] = W+U
En segundo lugar, debemos mostrar que WNU = {0g, M}' Para ver esto hacemos
p(x) e WNU <« p(z) e WAp(z) e U
— p(x) =b(1—xz)+by(x? — 23 Ap(x) = bs(1 + z) + by(a? + 23)
<— b —br+ 621'2 — bg.%'g = bg + bz + b4.%'2 + 641‘3
< (bl = bg) AN (—b1 = bg) AN (bg = b4) AN (—bz = b4)
< by=b3=0Aby=0bs4=0
<~ p(CC) = ORs[z]
De donde sigue lo pedido, WN U = {O,,}
[c] A partir de Uy W, obtenemos un sistema de generadores para Rs[x], pues
2 3 ag — aq as — asg 2 3 a0+a/1 a/2+a/3 2 3
ag + a1z + agx® + agz® = 5 (1—2x)+ (z —$)+T(1+$)+7($ + z?)
cw cU
Y,
Rfﬂ[x] = <{1—x,x2—x3,1+x,x2+x3}>

En particular, en este sistema tenemos que.
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ag — aj
2

az —as
2 3 2
[%+am+aﬂ-+%xhz
ap + a1

2

az + ag
2
5. Dependencia e Independencia Lineal

Siempre con la idea de fondo de construir un procedimiento finito que determine rapida y eficientemente
los elementos de un espacio vectorial, y considerando que ya tenemos una representacion via el concepto de
Sistema de generadores, ahora queremos garantizar que esta representacién ”es segura.”

Para ello iniciamos nuestro andlisis considerando un sistema de generadores o = {vy,v9,...,v,} de un
espacio vectorial de V, es decir,

V= {v1,v2,...,0,})

Equivalentemente, para cada u € V existen ¢y, co,...,c, en K tal que

n
v = E CiVj = C1U1 + CoU2 + - -+ + CpUy
i=1

O en lenguaje mas pragmaético: Para cada v € V' la ecuacién vectorial

V=2101 + T2V2 + -+ TpUn

tiene al menos una solucién en K"

Motivados por lo anterior construyamos ”una relacion entre la teoria y la practica.”

Definicién 5.1. Sea a = {vy,va,...,v,} C V un sistema de generadores para V entonces definimos la
relacion [ |o : V— Mg (n x 1) como sigue:

C1
C n
Va=1] . EMK(nxl)@v:chvkeV
: k=1
Cn

Ejemplo 5.1.1. Si a = {(1,1),(1,—1))} entonces a es un sistema de generadores para R?, pues

r+y xr—y
2 2
Asi que,
r+y
[(1‘, y)]a - € g Y

2
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Ejemplo 5.1.2. Si o = {vy,v2,...,0,} C V un sistema de generadores para V entonces para, w € V,
B ={v1,va,...,0n,w}, también genera V, y
1
(6] n
[w]g = : = w= Z cxvg + 0w ( Pues, a genera V)
cn k=1
0

Por otra parte, tenemos "una fuga de sequridad” ya que existe una representacion diferente para w, pues

0
0 n
wlg=1 : @wzzo-vk—i—l-w
0 k=1
1
Observacion 5.1.3. Para caracterizar esta "fuga de sequridad”, supongamos que o = {v1,va,...,v,} es un

sistema de generadores para V y que u € V tiene dos representaciones diferentes en este sistema entonces
debemos tener

n n
1] u= Zakvk yu= Zbkvk
k=1 k=1

[2] Si estas representaciones son distintas entonces existe (i;1 < i < n) tal que a; # b;

[3] Luego, tenemos que

n n n
Y apvp = oy = Y (ar —b)vg = Oy
k=1 k=1 k=1

= (a1 —b1)vy + (ag — ba)vg + -+ -+ (a; — b;) v; + - -+ + (ap, — by)v, = Oy
£0

Asi que, el Oy se escribe, al menos de dos formas diferentes
Oy = O0vy+0vg+---+0v,

= (a1 —bi)vi + (a2 = ba)va + - + (a; — b)) v + - + (an — by)vy
#0

Conclusién 5.1.4. Si un vector u € V se representa en mds de una forma, como combinacion lineal de los
elementos de o entonces el vector nulo Oy se representa en mds de una forma, como combinacion lineal de
los elementos de c.

Luego, en virtud de nuestra ldgica, podemos decir que: Oy, se escribe de una unica forma como combinacion
lineal de los elementos de o entonces todo vector del espacio posee la misma propiedad.

Definicién 5.2. Sea V un K espacio vectorial, y o = {v1,ve,...,v,} C V. Diremos que « es un conjunto lin-
ealmente independiente en V si Oy, se escribe de una unica forma como combinacion lineal de los elementos
de a, en simbolos Li. Caso contrario diremos que o es un conjunto linealmente dependiente, en simbolos Ld.
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Es decir, a es Li en'V Si
a;v1 + agvg +agvg + -+ apv, =0y = a1 =as=---=a, =0

Ejemplo 5.2.1. Sia = {1,1+z,1+z + 22} C Ka[z] entonces a es Li en Ky[x].
En efecto

De acuerdo a la definicion. Si suponemos que aj -1+ ag(1+ ) + az(1l +z + 22) = O, ] entonces debemos
mostrar que a; = a2 = az = 0. Por tanto,

a1-1+a2(1+x)+a3(1+:6+x2):OKQM — a1+ as + asx + as + asx + asz® = 0 + Ox + 02>
— (a1 +ap + a3) + (ag + a3)z + azz?® = 0+ 0z 4 022

ai+az+az = 0
— as+a3 = 0|=—a3=ay=a1 =0
as = 0

Luego, a es Li en Ka[z]

Ejemplo 5.2.2. Si 3= {1,1+ 2,1+ 2+ 22,1 —x — 222} C Ky[x] entonces s B es Li 6 Ld en Ka[z]?.
FEstudiemos el problema

Supongamos que ai -1+ az(1+ ) + az(1 + 2 + 22) + as(1 — z — 22?) = Ok, [, entonces

a1+a2+a2x+a3+a3x+a3x2+a4—a4x—2a4x2:0+Ox+0x2<:>
(a1 + as + a3 + aq) + (ag + a3 — ag)x + (a3 — 2a4)z* = 0 + 0z 4 022 <=
ay+azt+agt+ag = 0
as+az—ag = 0 (%)
az —2a4 = 0

Luego, B es Ld en Kalz|, pues, si A es la matriz de coeficientes del sistema (x) entonces p(A), puede ser
como mdzimo 3, y el numero de incognitas es 4 de donde siguen que el sistema tiene infinitas soluciones.

Podemos determinar esas soluciones:

111 1 10 0 2 1 00 -2
011 -1 (ll — ll — lz) 011 -1 (lz — l2 — lg) 01 0 1
001 -2 0 01 -2 0 01 -2
Las infinitas soluciones son de la forma: a1 = —2a4; as = —ay; a3 = 2a4 Yy su expresion es de la forma:
0+0z 4022 = —2a4 —ag(1+ )+ 2a4(1 + 2+ 22) + ag(1 — x — 22%) (a4 € K)

6. Base y Dimensién

Ahora tenemos construidas y listas para usar, las piezas precisas para garantizar la existencia y unicidad
de una representacién como combinacién lineal, para cada vector de un espacio vectorial. Partimos con la
siguiente:

Definicién 6.1. Sea V un K espacio vectorial, y o = {v1,va,...,v,} C V. Diremos que o es una base para
el espacio vectorial V si
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[1] « es un sistema de generadores para V
[2] a es un congunto linealmente independiente en V

Es decir, para cada u € V existen unicos escalares ai,as, ..., a, tal que
n
u = E aV; = a1v1 + agve + - - + apty
i=1

Equivalentemente, la funcion

ai
[Joa ¢ V +— Mgr(nx1 | @2 _n
w — [ula ; donde [ulq = : = u= ;akvk
an B
Es una biyeccion
Ejemplo 6.1.1. 5iV = K" entonces
c(n) ={ez,e2,...,en}
La llamaremos la base canonica de K™, pues;
T1
T2
($1,$2’ cee axn) =x1€1 + T2e2 + -+ + Tpep < [(ml,x% cee axn)]c(n) =
Tn

Ejemplo 6.1.2. Si V= Mg(n x s) entonces
mnxs)={Ej; | (1<i<n);(1<j<s)}

La llamaremos la base candnica de (M) (n X s), pues por ejemplo para n = s = 2

(xn 1‘12) = x11F11 + x19F12 + 91 o1 + x99 FE99
€T21  X22
11 (0 0) + 212 <0 0> + xo1 (1 0) + X22 (0 1)

Ejemplo 6.1.3. Si V = K[z] entonces
p(co) = {1,z,2%,...}

La llamaremos la base candénica de los polinomios con coeficientes en el cuerpo K, pues genéricamente un
polinomio se escribe como,

p(x) —ap-1+a-z+ay 2%+ -+ azt; (t eN)
En particular,
p(n) ={1,z,2% ...,2"}; (neN)

La llamaremos la base candnica de K, [x], el espacio vectorial de polinomios hasta de grado n.

Ejemplo 6.1.4. En K", sea o = {v1,v9,...,v,} una base entonces
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o ca={c-vi,c-va,...,c vy}, es una nueva base de K", para cada ¢ € K — {0}
n

o ot ={v,v1 +vo,..., E v;}, es una nueva base de K"
i=1

J
o [Iin general B = {wi,wa, ..., wy}, donde wj = Zawi, para (a1,asg,...ay) € K" fijo, es una base de K"
i=1

Ejemplo 6.1.5. Sea V = {f : [-m, 7] — R| tal que f continua }. Si definimos el subespacio de V

W = ({1,sen z, cos z, sen 2x, cos 2z, . . . , Sen Nx, COSNT })
entonces o = {1,sen z, cos x,sen 2x, cos 2z, . .. ,sennx,cosnx}, es una base de W, para cada n € N
Teorema 6.2. Sea V un K espacio vectorial y o = {v1,va,...,v,} una base de V entonces cualquier sub-

conjunto de V' que posea mds de n-elementos es linealmente dependiente

En efecto
[1] Sea oo = {v1,v9,...,v,} una base de V, y = {w1,wa,...,ws} CV, donden < s
[2] Supongamos que ciwy + cowy + cz3ws + « -+ + csws = Oy
[3] Como « es una base entonces en primer lugar, cada elemento de V tiene representacion como com-

binacion lineal de sus elementos (Es un sistema de generadores). Asi que en particular para cada
w; (1 <i<s) tenemos que

wy = anvy +apv + -+ aipv, awp = 010+ -+ Gt
wy = a V1 + av2 + -+ a2, CoWy = Calp1¥1 + -+ C282n¥n
= (+)
w; = v+ aigv2 + -+ Gintn CGiWwi = G V1 + e CilinUn
Ws = As1V1 + As2V2 + -+ + AspUp CsWs = Cgs1V1 + -+ * + CslgnUp

S S
oy = § ciap o1+ + E Ciin | Vn
=1 i=1
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En segundo lugar, « es linealmente independiente en V, asi que, forzosamente debemos tener que

S
Z cigin = 0 ajicr +agzicg+ - +asics = 0
=l ajac1 + agcy + - +aspecs = 0

s :

E iy, = 0 a1pC1 + GopCo + -t asncs = 0
i=1

Como n < s entonces el sistema homogéneo (xx) tiene infinitas soluciones, es decir, el conjunto § es
linealmente dependiente.

Corolario 6.2.1. Todas las bases de un espacio vectorial tienen la misma cardinalidad, es decir el mismo
numero de vectores.

En efecto

Supongamos que o = {v1,va,..., v} y B = {wi,wa,...,vn} son dos bases del espacio vectorial V. Apli-
cando el contenido del teorema 6.2 tenemos dos casos simultineos que analizar,

1] Sia={v1,va,...,v,} es una base entonces n es el nimero mdximo de vectores linealmente independi-
entes, asi que si 3 es otra base entonces su numero de vectores linealmente independientes m debe ser
menor o igual que n

[2] Si 8 = {wy,wa,...,wy} es una base entonces m es el nimero mdzrimo de vectores linealmente inde-
pendientes, asi que si a es otra base entonces su numero de vectores linealmente independientes n debe
ser menor o igual que m.

[3] Asi que n = m, pues ambos son nimeros naturales.

Definicion 6.3. Si V es un K espacio vectorial. Llamaremos dimension de V sobre el cuerpo de escalares
K a la cardinalidad de una base de V, y la notaremos por dimg (V)

Ejemplo 6.3.1. Usando la informacion acrisolada en los ejemplos, y observaciones anteriores tenemos que:
[1] dimg(R™) = n; pues card(c(n)) =n
[2] dimc(C™) = n; pues card(c(n)) =n
[3] dimgr(C) = 2;
[4] dimg (K, [z]) =n + 1; pues card(p(n)) =n+1
[5] dimg(K[z]) = oo; pues card(p(oo)) = 0o

[6] dimg(Mg(n x s)) =n-s; pues card(m(n x s)) =n-s

Teorema 6.4. Sea V un K espacio vectorial tal que dimg (V) =n, y a = {v1,va,...,v,} CV entonces

a linealmente independiente <= « sistema de generadores

En efecto
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FEtapa 1. (=>). Por demostrar que o Li entonces o genera V.

Del contenido del teorema 6.2 sugue que el conjunto = {vy,va,...,v,,u} es linealmente dependiente
(Vu;u € V).
Luego, existen escalares ai,as,...,an11, no todos nulos tales que ajvi + asve + - -+ + apvy + apy1u = Oy.

o Siant1 # 0 entonces

a1vy + agua + - - 4+ apvy + app1u = Oy

Asi que a en este caso genera V

o Siant1 =0 entonces

= a1v1 tagvs + -+ apty = Ap1U

An+1

v+ -+ Up = U

an+1 An+1

ajvy + agvg + -+ apvy + appiu =0y = a1v1 +agv + -+ av, = Oy

= ap=az=---=a,=0 (aesLi

Pero entonces contrariamos el hecho de que existen escalares no todos nulos, asi que este caso no es

posible, para esta dimension.

FEtapa 2. (<=). Por demostrar que o genera V] entonces o Li.

En cualquier caso sélo existen dos posibilidades, que o sea Linealmente independiente o linealmente depen-

diente.

Pero, si a linealmente dependiente entonces dimg (V) < n, lo cual contradice nuestra hipétesis. Asi que este

caso no es posible.

Teorema 6.5. Sea o = {uy,us,...,u,} C K", tal que u; =

independiente si y solo st

ail
az;
asi

det | "

an1

a2
a2
a32
Q42

an?2

A1n
a2n
a3n
Q4n

Gnn

(@i1,ai2, - .., ain) entonces o es linealmente

0
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En efecto

Supongamos que ciul + coUg + - -+ + cp U, = Oy entonces

cruy + caug + - -+ + iy = Ogn == ci(a11,a12,...,a1,) + c2(az1, a2, ..., a2,) + -+ +
Cn(anla An2,y - - - ,ann) = Ogn
ajjcr +agico+ -+ apie, = 0
aiac1 + agce + - +apee, = 0
—_— .

A1nC1 + a2pC2 + -+ appc, = 0
ailp a1 ... [07%% ] C1 0
alg a2 ... an9 C9 0
Ain Q2n .. Qpn Cn 0

El sistema (%) tiene solucion unica, ¢y = cg = -+ = ¢, = 0 si y sélo si la matriz de coeficientes del sistema

homogéneo es invertible. Es decir

ail a2 . A1n ail ai19 . A1n
a ago . aon asy a9 . aon

det | . . . =det | .© . . # 0
an1 Aap2 ... Apn an1 Qpy ... Apn

Conclusién 6.6. Frente a nuestro objetivo consistente en 7 determinar rdpida y efectivamente a los ele-
mentos de un espacio vectorial”, podemos decir lo siguiente:

[1] Un espacio vectorial hay que entenderlo respecto de una base (o = {v1,ve,...,v,}), 0 "sistema de ref-
erencia” o “reglas del juego”.

[2] como [ ] es un biyeccion entonces llamamos coordenadas de uw € V a [u]o € Mg(n x 1), y a este dltimo
lo llamamos espacio coordenado.

[3] Asi que un espacio vectorial puede ser de ahora en adelante, identificado como una estructura hibrida,
formada por dos partes equivalentes, pero con funciones diferentes y muy precisas.

En efecto
(V, ) Teoria:Combinaciones lineales
V& e {
Mgk (n x 1) Prdctica: Coordenadas

[4] El problema que aparece, y por tanto hay que abordar mds adelante es: ;Cdémo se relacionan dos triadas
diferentes?. Es decir



36 1. ESPACIOS VECTORIALES

(V, a) (V’ B)
L(la | s
MK(TL X 1) MK(TL X 1)

6.7. Ejercicios Propuestos de Base.
[1] Determine el conjunto

S = {(a,b) € R* | (=2,b,1) € ({(a,0,2), (4,a,—2),(—2a,—2,a)})}

[2] Determine si los siguientes conjuntos son subespacios en el espacio vectorial correspondiente. En caso
afirmativo, determine una base para el subespacio.

[a] W= {(a,b,c,d) € R*|a®+b%—c?—d?>=0}

[b] W:{<Z )EMR(2)|[a:d/\b:0/\c:2d]}

[C]W:{BEMR(2)|B-<; }):(é 1‘>.B}

[3] Sea a = {w1,v9,...,v,} una base del K espacio vectorial V. Demuestre que

Q, o

B ={wi,wa,...,w,} tal que w; = avy +v; (i=1,2,...n),(a € K) es una base de V

. 3 21 6 5 5 4 . .
[4] Sla—{(2 >,( 1 0),(4 2),(4 a)}CMR(Q) entonces determine el conjunto

B ={a € R|a No es una base de M(2)}
. 0 0 0 11 1 0
s {(5 1) (01) (o0 ) (1 o) emen
[a] Demuestre que a es una base de Mg (2)

[b] Determine [( Z Z )L

[6] Dado el sistema lineal

=N

—_ =

—2x; + x2 + x3 = a
r1 — 239 + x3 = b (%)
Ty + x9 — 2x3 = ¢

[a] Demuestre que W = {(a,b,c) € R? | (¥) Tiene solucién } < R3

[b] A partir de una base del subespacio W obtenga una base de R3

7. Coordenadas y Matrices

El problema que abordaremos es exactamente, ;Cémo se relacionan dos triadas diferentes?. Es decir ;Qué
relacién existe entre los sistemas de gestion de la informacién determinados por las bases o y 57

En simbolos tenemos
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(V. a) (V. 8)
?
e — s
MK(TL X 1) MK(TL X 1)
Equivalentemente, si a = {v1,va,...,0,} v 8 = {wy,wa,...,w,}, para cada u € V tendremos que
u:ZaivieV — u:ZbiwiEV
i=1 =1
A \:
@ by (15)
a9 bQ
[u], = ) € Mg(nx1) +— [u],= ) € Mg(n x 1)
(079 bn

Luego (15), nos sugiere que debemos generar un proceso que transforme coordenadas en la base a en coor-
denadas en la base 3.

7.1. Propuesta de Estrategia. Para analizar esta situacion, verificaremos directamente el comportamiento

de la funcién [],, (donde 7 es una base cualquiera del espacio), con respecto a las reglas bésicas con que se
generan los vectores. Es decir:

[1] Mostraremos que la funcién | ] » para cualquier base v = {z1,29,...,2,} de V, respeta las operaciones
del espacio V. Es decir que (Vu;u € V), (Vo;v € V) y (VA; X € K), se verifican:

[a) [u+ 0], = [ul, +[v],
b] [, = Alul,
En efecto

n

n n
Siu= Zcizi y U= Zdizi entonces u + v = Z(CZ +d;)z;. Asi que

=1 =1 i=1
c1+dp c1 dy
co + do Co do
[u+vl], = ) = : + : = [ul, +[v],

n

Anélogamente, si A € K entonces A\u = Z()\Ci)zi. Por tanto

=1
)\Cl C1
)\62 C2
Dal,=| "7 | = = A[u]

pYoN Cn,
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[2] Siguiendo la idea propuesta por el diagrama (15). Apliquemos la funcién [ | 5+ & los elementos de la base
a. Es decir

als
n azs
Vs = A1sW1 + A2sW3 + A35W3 + -+ + ApsWy = E AjsW; <= [Us]ﬁ = (1 <s< TL)
i=1
Uns
n
[3] Ahora usemos la informacién acopiada, en el caso general, es decir siu € Vy u = E CsVs entonces
s=1
als ail ag a1n
n r i a2 any as aop
[u]ﬁ = § CsUs| = Cs [US]B - Cs = + e . toten
s=1 B s=1 s=1 .
Ans anl an2 Ann
n n n ail a2 a1n
cia Ccaa -+ cpa c
1011 2012 nQln as1 sy aon 1
€1a21 + C2a22 + -+ + CrQon C2
’ anl Qp2 ++  Apn ’
C1an1 + C2Gp2 + - - + Cpann ~— =~ ~~ Cp,
[l [v2]p [vnls /) N —
[u]a

[4] Ya henos encontrado la relacién, como era de esperar una matriz, que traslada la informacién de una
base a otra, asi sélo resta que la denotemos formalmente, porque incluso ya sabemos como determinarla.

Definicién 7.2. La matriz de orden n, [I]g = ([v1]g [v2]g - - - [vn]p), se llamard la matriz cambio de base de
« para 3
Fquivalentemente,
ap; a2 a1n
ag| a2 a2n
72 = ;
apl Aap2 ... QApp

Adem3&s hemos mostrado el siguiente importante resultado

Teorema 7.3. Si V es un K espacio vectorial de dimension n, a = {v1,va,...,0,} ¥y
B =A{wi,ws,...,w,} son dos bases entonces

15 [uly =[]y  (Yuju€ V) (16)
Corolario 7.3.1. SiV es un K espacio vectorial de dimension n, a = {vy,va,..., 05} ¥y

o

B ={wi,wa,...,w,} son dos bases entonces [I]g € UMxk(n)) e ([I]B>71 = [I]3

En efecto

En primer lugar, (Vu;u € V) tenemos que:

(1021005 [l = 1103 (1115 [ul) = (15 [, = [
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Y en segundo lugar,

Asi que, [I]g € UMk(n)) e ([I]6>_1 = 13

«

Conclusién 7.3.2. Lo anterior puede ser sistematizado a través del siguiente diagrama.

b (V,8) 3u=)  diw;

i=1

u= chi € (V,a)
i=1

C1 dl
Co dz
[ul, = € Mg(n x 1) Mr(nx1) > | . | =,
e :
Cn dn

7.4. Ejercicios Propuestos de Coordenadas.
[1] Sia={z,3+2%2+22%} CRefx] y 8= {x+3,2—2,2% +1} C Ry[x] entonces

[a] Demuestre que o y 3 son dos bases de R?
[b] Determine
[i] [6 — 42 + 822]4 A [6— 4z + 8273
[i] 9—z+72%]5 A [9—a+T2?,
R N
[iii] o y [1]3
[c] Muestre que
[i] [1]a]6 — 4z + 822 = [6 — 4o + 822

[ii] (71309 -2+ 72 g =[9 —x+T72® o

1 -1 2
[2] Sea 8 = {(1,1,1),(1,0,1),(0,1,1)} unabasede R®, y A= [ 3 0 1 | € Mg(3). Determine, si es
2 -2 4

posible, una base a del tal forma que A = [I ]Q Si es posible exhiba una tal base «, si no justifique con
precision meridiana su respuesta.
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8. Situaciones de Desempeno: Espacios Vectoriales

8.1. El objetivo de esta seccién es presentar al Estudiante ”Situaciones Problematicas” que
le permitan:

(&) Estimular la comprension de lectura en problemas mateméticos.
(%) Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

(%) Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucién de problemas que envuelven conceptos
matematicos.

() Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojala eficiente), para responder al problema planteado.
(%) Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades

basicas que debe conocer, y "en lo posible haber aprehendido” de los topicos analizados.

8.2. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

(%) Lea cuidadosamente el problema.

(%) Reconozca lo que es informacién (dato), de lo que es ”incognita”, o lo que a usted se le consulta.

(%) Trate de entender en la forma més clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede usar
”sinénimos matematicos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto nunca esta
de mas.

(%) Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento de lo que

debe probar.

8.3. Situaciones de Desempeno Propuestas:
[1] Demuestre que W = {p(m) = Zn:aixi € R,[z] | Zn:iai = 0} <R, [z]
=0 =0
[2] Sea W = {p(z) = ap + a1z + a22? | p(1) = 0}. Demuestre que W < Ry[z]
[3] Sean Wy = {(z,y,2) /2 —y—2=0} CR3y Wy = {(z,y,2) /2 +2y+ 32 =0} CR?
[a] Demuestre que W; < R3 para (i = 1,2)
[b] Demuestre que Wy N Wy < R3

[c] ¢ Es Wy UWy < R3?

. [ a1 aq2 .
[4] Sea W = {A = ( G21 G2 > S MR(Q) ’an + ago = 0} C MR(Q)

[a] Demuestre que Wy < M(2)

[b] Determine Wy < Mg(2) tal que Mg(2) = W, @ W,
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5] Sea W = {(z,,2,1) € R* | 2+ 2y — 32 = 0},
[a] Demuestre que W < R*

[b] Determine una base de W

k
[6] Sea V un K espacio vectorial y o = {vy,...,v,} C V. Si g = {wy,...,w,} CV tal que wy, = Zivi
i=1
para cada k = 1,2,...,n entonces demuestre que

({v1,v2,...,0}) = {wr,wa, ..., wy})

[7] Sea C[—m, 7| ={f :[-m, 7] —> R | f Derivable en el intervalo [—m,7|}. Demuestre que o = {1,senz,cosz}
es un conjunto linealmente independiente en C[—, 7]
Recuerde que C[—m, 7] es un espacio vectorial con las operaciones:
o (f+9)() = f(x) + g(x), para x € C[—m,7],
o (A\f)(z) =Af(z), para A e Ry x € C[—m,7]

[8] Sean V un K espacio vectorial tal que dimg (V) =ny a = {v1,v2,...,v,} una base de V. Demuestre
que

S
B ={u1,ua,...,u,} tal que ug = Zv,« (para 1 < s < n) es un sistema de generadores de V
r=1

[9] Sea o = {v1,v2,...,v,} un conjunto Li en el R espacio vectorial V. ;Es § = {wy,ws,...,w,} un
conjunto LI en V?. Si w; = avy + v;, para (i = 1,2,...n) y a # —1 es un escalar fijo.

[10] Sea V un K espacio vectorial y oo = {vq,v2, -+ ,v,} C V. Demuestre que
i
abasede V. = [ ={wy,ws, - ,wy} es una base de V, donde w; = Zvj (1<i<n)
j=1
[11] Sea o = {w1,v9,...,v,} una base del espacio vectorial real V. Define el conjunto 8 = {wy,ws,...,w,}

J
tal que w; = Z 2v;, para 1 < j < n. Demuestre que  es también una base de V.
i=1

1 -1 2
[12] Sea 8 ={1,1—x,1—2?} unabasede Ryz],y A= 3 0 1 | € Mg(3). Determine, si es posible,
2 -2 4

una base a de Ra[z] del tal forma que A = [I ]E, (Si es posible exhiba una tal base «, si no justifique

con precisiéon meridiana su respuesta)

[13] Sea V un K espacio vectorial tal que dimg(V) = n. Considere a = {vj,v9,...,v,} C Vy g =
S
{u1,ug,...,up} CV tal que us = szﬂ,i, paras=1,2,...n.
i=1
[a] Demuestre que o base de V.= base de V
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[b] Determine [/]4

B
110
14] Sea o = {v1,v2,v3} una base de R3. Si [I]|%,, = 1 3 4 | entonces determine la base a
c(3)
0 41
[15] En Rg[z], considere las bases a = {x,2% + 3,222 + 2} y B = {z + 3,7 — 2,22 + 1}.

la] Determine ]2 y [1]%
[b] Determine [1 +x + 22|, y [1 +z + 225

[16] Considere las bases a = {(1,—2,0),(0,1,0),(1,0,1)} y 8 = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} de R3. Deter-

mine [1]5 e [1]3

[17] Si P(2) ={l,z,2?} ya={1+2+22 —2—x +2% —1+ 2+ 2%} dos bases de Ry[z] entonces determine
e [I]%(Q)

[18] Siay 8= {(1,0,1),(—1,1,0),(0,0,1)} son dos bases ordenadas de R? tal que

1 -1 1
m = (o -2 1
1 11

Es la matriz de cambio de la basea para la base § entonces determine la base a.

[19] Sia={(2,1,2),(4,—1,0),(1,2,2)} es una base de R?, y u = (1,2,3) entonces determine [u],
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9. Solucién de Situaciones de Desempeno: Espacios Vectoriales

[1] Demuestre que W = {p(x)

Solucion

n n
= Zaixi € Ryz] | Ziai = 0} <R, [x].
=0 =0

p(z) €W = plo Zazx € Ry /\Zzaz—o

<= Zalx € R, Zzaz—o

(agx® + azz® + - + apx™) — (2002 + 3azx + - - - + na,)

ag(x? — 2x) + az(x® — 3z) + ag(z? — 4z) + - + an (2™ — nx)

Retornamos a (*) a la luz de lo obtenido en (**) y nos resulta que

p(z) €W = p(x) =ap+ ax(z? — 2z) + az(2® — 3z) + as(2z? — 4z) + - + an(z

— p(z) €

Luego,

{1, (z* = 22), (2 — 32), (z* — 42),..., (2" — nx))

W = ({1,(2?® - 22),(2® - 32), (z* — 42),..., (2" — nz)) = W < R, [z]

[2] Sea W = {p(z) = ap + a1z + a22? | p(1) = 0}. Demuestre que W < Ry[z]

Solucion

Etapa 1. p(z) =0+ 0z + 022 € Ry[z] y p(1) =0+0-1+0-12 = 0.

Luego (0) € Wy W # (.

Etapa 2. Sean p(z) € W y q(z) = by + biw + byz? € W entonces

—
—

—
—

p(x) = ap + a17 + azx® € Ryfz] Ap(1) =0
p(SC) =ao+ a1 +CL2-’E2 S RQ[CE]/\ < ap+ay+a=0

q(x) = bo + by + byx® € Rofz] Aq(1) =0
q(x) = bo+blx+ng2 S RQ[-%'] ANbg+by+by=0

" — nx)

(%)

43
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entonces

p(z) +q(x) = (ag+bo)+ (a1 + b))z + (ag + bo)x? € Rofz] y

p(1) +q(1) = (ao+bo)+ (a1 +b1) -1+ (ag + by) - 17
(ap 4+ bo) + (a1 + b1) + (ag + be)

(ao + a1 + ag) + (bo + b1 + b2)

040

= 0

Luego, p(z) + q(z) € W.

Etapa 3. Sean p(z) € Wy A € R entonces
Ap(z) = Aag+ Aajx + Aasz? € Ry [z] ¥

Ap(1) = Xag+ Aap -1+ dag-12
Aag + Aag + Aag

Aap + a1 + a2)

A0

=0

Luego, Ap(z) € W, y W < Ry[z]
[3] Sean Wy = {(z,y,2) /201 —y—2=0} CR3y Wy = {(z,y,2) / * + 2y + 32 = 0} C R3.
[a] Demuestre que W; < R3 para (i = 1,2)
Solucién

Etapa 1. Wy # (), pues (0,0,0) € R3y 2-0—0—0=0. Asi que (0,0,0) € W,

Etapa 2. Sea u € Wy y v € W; entonces

u €W, <— u:(:cl,yl,zl)€R3A2x1—y1—2120
veW, «— v:(xg,yg,zg)GRg/\Qazg—yg—zg:O

entonces
u+v = (r1+x2,y1 + Y2,21 + 22) eR® vy
21 +m2) — (Y1 +y2) —(;1+22) = 221+272—y1 — Y2 — 21 — 22
= (2x1 —y1 — 21) + (229 — y2 — 22)
= 040
=0

Luego, u 4+ v € W,

Etapa 3. Sea u € Wy y A € R entonces

Ay = ()\xl,)\yl,)\zl)eRg y
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(2Az1 = Ay1 = Az1) = A2z -y —21)

A-0
=0

Luego, \u € Wy y W; <R3
Andlogamente, para Wy tenemos que
Etapa 1. Wy # (), pues (0,0,0) €R3y 2-0+2-0+3-0=0. Asi que (0,0,0) € Wy

Etapa 2. Sea u € Wy y v € Wy entonces

ue Wy <— u:(xl,yl,zl)ERg/\x1+2y1+321:0

veEWy <— v=(x2,y2,22) eR3Azo+2ys +320 =0
entonces

utv = ($1+$2,y1+?/2,21+22)€R3 y

(T +22) +2(y1 +y2) +3(21 + 22) = 1+ 22+ 21 +2y2 + 321 + 322
= (@1 +2y1 +321) + (22 + 2y2 + 322)
= 040
= 0

Luego, u 4+ v € Wy

Etapa 3. Sea u € Wy y A € R entonces

M = Az, Ay, Az) €R? oy

(Ax1 4+ 2My1 +3X21) = M@y + 2y1 + 321)
= X0
=0

Luego, A\u € Wy y Wy <R3
[b] Demuestre que Wy N Wy < R3

Solucion

Etapa 1. Wy N'Wsy # (), pues del ejercicio anterior, (0,0,0) € Wy y (0,0,0) € Wy
Etapa 2. Sea u € Wy NWy v v € Wi N W5 entonces
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ueW;NWy <— u:(azl,yl,zl)€R3AUEW1/\UEW2
<— u:(xl,yl,zl)€R3A2x1—y1—z1:0/\:cl+2y1+32120
veEWNW, <«— ’U:(SCQ,yQ,ZQ)€R3/\U€W1/\U€W2
— u:(xg,yg,zg)€R3/\2x2—y2—zQ:0/\m2+2y2+322:0
entonces
ut+v = (T1+T2,y1 +Yy2, 21 +22) ERY y

Como W; <R3 y Wy < R? entonces u+v € Wi y u+v € Wy. Asi que u+v € Wy N'W,y
Etapa 3. De la misma forma si A € Ry u € W; N W5 entonces Au € Wi N Wy, y Wy "Wy < R3

[c] & Es W; UWy < R3?
Solucién

Observen que u = (1,2,0) e Wy y v = (—=1,-1,1) € Wy, perou+v = (0,1,1) € W; UWy. Asi que
Wi U Wy f R3

. [ ann a2 .
[4] Sea Wy = {A = < 421 G ) S MR(Q) |CL11 + agg = 0} C MR(Q).

[a] Demuestre que W; < M(2)

Solucion

AceW, < A= < @ ) € Mg(2) Aaj; +azx =0
as; a2

— A= ain a2 € MR(Q) N a99 = —aqq
az1 a2

e A:a11<

— O
N—_
+
IS
=
)
7N
o O
O =
N—_
+
IS
=
)
7N
— o
o O
N—_

1
0 —
1 0 0 1 0 0
e, = ({(§ 1) (50 ) (1 0) )=
[b] Determine Wy < Mg(2) tal que Mg(2) = W; @ W,
Solucién
Etapa 1. Sea Wy el subespacio de Mg (2) pedido.
Etapa 2. MR(Q) =W, oWy — dlmR(MR(2)) = dlmR(Wl) + dlmR(Wg)

Luego, 4 = 3 4 dimg(W3), y dimg(Ws) =1

)

O =

Etapa 3. Basta escoger Wy = <{ (
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w= {05 00 0) (0w e e

[5] Sea W = {(z,y,2,t) € R* | x + 2y — 3z = 0}.
[a] Demuestre que W < R4

Solucion

ueEW <— u= x,y,z,t)€R4/\sc+2y—3z:0
— z,y,2,t) ER* Az =—2y+32=0
— —2y+3z,y,2,t) A (y,2,t) € R3
<~ u=y(-2,1,0,0) + 2(3,01,0) 4+ ¢(0,0,0,1)

u=(
u=(

Luego W = ({(~2,1,0,0), (3,0,1,0),(0,0,0,1)}) <R*
[b] Determine una base de W
Solucién

Sia={(-2,1,0,0),(3,0,1,0),(0,0,0,1)} entonces « genera W y para ver que es Li hacemos lo
siguiente,

a1(—2,1,0,0) + a2(3,01,0) + a3(0,0,0,1) = (0,0,0,0)
I3
(=2a1 + 3az,a1,az2,a3) = (0,0,0,0)
U
ay = ay = a3:0

Asi que « es una base W

k
[6] Sea V un K espacio vectorial y a = {v1,...,v,} C V. Si g ={wy,...,w,} CV tal que wy = Zivi
i=1
para cada k = 1,2,...,n entonces demuestre que

({v1,v2,...,0}) = {wr,wa, ..., wy})

Solucion

Etapal. Debemos demostrar que ({vi,ve,...,v,}) = ({wy,ws,...,w,}). Es decir debemos mostrar
que ({v1,v2,...,0,}) C {wi,wa,...,wy}) y {w1,we,...,wy}) C {v1,v2,...,0,})

Etapa 2. Gestion de la informacion
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[a] En primer lugar, sabemos que
n
u € ({vi,ve,...,0,}) <= u:Zaivi (a;ieK:1<i<mn)
i=1
n
v e {wr,we,. .. ,w,}) <~ U:Zbiwi (bieK:1<i<n)
i=1

[b] En segundo lugar,

wy = v
k wy = v+ 209
wk:Zivz‘; (k=1,2,...,n) = w3 = v1+2v2+30v3
i=1 :

w, = v1+2v2+3v3+--+nv,
Luego,
({wi,wa,...,wp}) C {v1,v2,...,0,})

[c] En tercer y ultimo lugar,

vT = wi
w = M W2 — Wy
vy = ——
wy = V1 + 209 2
w3 — W2
wsy = v+ 22 + 3vus — V3 = T
W, = v1+2v+43v3+---+nv, . Wy, — Wp—1
Un =
Luego
({vi,v2,...,00}) C Hwr, w2, ..., wy})
[7] Sea C[—m, 7| ={f :[-m,7m] —> R | f Derivable en el intervalo [—m,7|}. Demuestre que o = {1,sen x, cos x}

es un conjunto linealmente independiente en C[—, 7]
Recuerde que C[—m, 7] es un espacio vectorial con las operaciones:

o (f+9)(x) = f(z) +g(x), para x € C[—m, 7],
e (A\f)(x) =Af(z), para A e Ry x € Cl—m, .
Solucién

Supongamos que tenemos la combinacién lineal nula. aj -1+ assen x + ag cos z = 0 entonces derivando
respecto de x obtenemos el sistema lineal en las variables 1,sen z,cos x.

ai -1+ assen x + azcosx 0 ai as a
0-14agcosx—agsenx = 0| 0 —ag a
0-1—agsen x —agcosx = 0 0 —as —a

w N W
o @
]
g5~
SRS
Il
o O O

A
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entonces escalonando tenemos que:

aq a as aj 0 0 aq 0 0
0 —as as ] 0 —as as ~ 0 az asg
0 —a —as 0 —a —as 0 —a3 az
al 0 0 al 0 0
0 asas3 a% ~ 0 asas a% = a1 =az=a3 =0
0 —azay a3 0 0 a3+ a3

Caso contrario el sistema homogéneo tiene rango maximo y entonces solucién tnica, es decir 1 = 0,
senx =0y cosz =0 (Vz), lo cual es imposible. Por tanto « es Linealmente independiente.

Sean V un K espacio vectorial tal que dimg(V) =n y o = {v1,v9,...,v,} una base de V. Demuestre
que
S
B =A{u1,us,...,u,} tal que ug = Zvr (para 1 < s < n) es un sistema de generadores de V.
r=1
Solucion
Sea w € V entonces como « es una base de V existen unicos escalares aq, as, ..., a, tales que
w = av +agva + -+ apvp (%)
Pero,

Uy =01 < V1 =U1
U2 = V1 +V2 <= Uy =1Ug — Ul
U3 = V1 +V2 + U3 <— U3 = U3 — U2

Sustituyendo en (*) tenemos que

w = arug + az(ug —ur) + az(uz —u2) + - - + an(tp — Un—1)
= (a1 —ag)us + (ag — az)ug + - - - + apuy,

Luego 8 genera V.

Sea o = {wy,v9,...,v,} un conjunto Li en el R espacio vectorial V. ;Es f = {wi,ws,...,w,} un
conjunto LI en V?. Si w; = avy + v;, para (i = 1,2,...1n) y a # —1 es un escalar fijo.

Solucion

Sabemos que, a = {v1, v, ..., v, } es un conjunto Li en el K espacio vectorial V, lo que operacionalmente
se traduce en que

a1v1 +acvo+ -+ apv, =0y = a1 =a=---=a,=0

En este orden de razonamiento, para verificar la calidad de dependencia o independencia lineal de
debemos mostrar que

cqwit+cwr+ - +cuw, =0y = cp=cp=---=¢,=0
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En efecto, como w; = avy + v;, para (i = 1,2,...n) y a es un escalar fijo entonces

cwy + cows + -+ + cuwy, = 0y = c1(avy +v1) + co(avy + v2) + cz(avy +v3) + -+ + cp(avy +vy,) = Oy
= Ja(cr + 2+ +en) Falvr +cava+ -+ v = Oy

a(C1+02+"'+Cn)+C1 = 0
Cy = 0
— cg = 0
¢, = 0
= aci+c1=0 A cg=---=¢,=0
= (a+1)eg=0 A cg=--=¢,=0
= (a+1)=0Ve=0 A cp=--=¢,=0
— c=c=-=¢=0 (a#-1)

Asi 5 es Linealmente independiente en V

[10] Sea V un K espacio vectorial y o = {vy,v9, -+ ,v,} C V. Demuestre que
i
abasede V. = [ ={wy,ws, -+ ,wy} es una base de V, donde w; = Zvj (1<i<n)
j=1
Solucién
e Sea u € V entonces como « es una base de V existen unicos escalares, aq,aso,...,a, tales que
U = aivi + agvy + -+ apvy, (17)
e Ahora por la forma de los elementos de § tenemos que v; = wy y para ¢ = 2,3,...,n tenemos que
i—1 7
wi_1:Zvj/\wz~:Zvj = W; — W;—1 = V; (18)
j=1 j=1

e Sustituyendo (18) en (17) tenemos que

u = ajw + az(wy —wy) + az(wz —wa) + - + ap(wy, — wyp_1)
= (a1 — ag)wl + (a2 — ag)wg + (ag — a4)w3 + -+ (an—l — an)’wn—l + apwy

Luego, [ genera V



9. SOLUCION DE SITUACIONES DE DESEMPENO: ESPACIOS VECTORIALES

n
e Supongamos que E cjw; = Oy entonces
j=1

n n S
chwS:OV = ch Zvj = Oy
s=1 j=1

s=1

1 2 i
= a|d vt vt D v | =0
j=1 j=1 i=1
_— (Cl+C2+...Cn)vl+(C2+...Cn)/v2+.--+(cn71+C’n)vn71+cnvnzov
co+et+-rep = 0
C2+...Cn = 0
aggﬂ _ :>cz~:0 (1:1727 7n)
ch—1tc, = 0
c, = 0

Asi que S es linealmente independiente y por tanto es una base.

[11] Sea a = {wvy,v2,...,v,} una base del espacio vectorial real V. Define el conjunto 5 = {wy,ws,..

J
tal que w; = Z 2v;, para 1 < j < n. Demuestre que § es también una base de V.
i=1
Solucién

ajwy + -+ agw, =0y = 2(a1+ -+ ap)v1 +2(ag + - + ap)ve + -+ + apv, = Oy

aj+ag+--+a, = 0
aa+---4+a, = 0

. Do ( Pues « es Li)
an-1+a, = 0
a, = 0

= ap=an_1=---=a1 =0 y entonces [ es Li

Para mostrar que es un sistema de generadores, hacemos lo siguiente:

Siu € V entonces como « es base existen Uinicos escalares ay,ao, - - ,a, tal que

n
5 a;V;
i=1

n
Ahora (3 genera el espacio V si tiene solucién la ecuacion: u = g b;w;. Pero,
i=1

51

~awn}
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J
u= Zn:bjwj = u= Zn:bj <Z2w>
j=1 =1 \i=1
n n n n
— u= Zb] v1 + ij vg + -+ Z bj Un—1 + ij Un,
Jj=1 Jj=2 j=n

j=n—1

Como la representacién (19) es tnica para u entonces debe suceder que:

bi+byo+-+b, = o b1 = a1 —az
bo+---+b, = a by = az—as
: y luego, :
bp—1+b, = an—1 bp—1 = ap—1—an
b, = ap by, = a,

Asi que

u=(a; —az)w; + (ag —ag) wa + -+ + (an—1 — ap) Wp—1 + an wy
——— ——— —_— ~—~
by bo bn—1 bn,

Por tanto genera V, y entonces es una base.

1 -1 2
[12] Sea B ={1,1 —2,1 —2?} unabasede Ry[z],y A= 3 0 1 | € Mg(3). Determine, si es posible,
2 -2 4

una base a de Ro[z] del tal forma que A = [I ]Q Si es posible exhiba una tal base «, si no justifique
con precisién meridiana su respuesta.
Solucion

Supongamos que « = {p;1(x), p2(z),3 (x)} es una base de Ro[z], que satisface las condiciones propuestas
en el problema encima entonces por definicién

1 -1 2
15 = (@) [p2(2))s [ps@)]g)=| 3 0 1
2 -2 4
Por tanto,
1
@)= 3 | = pm@)=1+301—-2)+2(1 —2?) =6~ 3z — 227
2
—1
[p2()] = 0 — po(z) = —140(1 —2) — 2(1 — 2°) = =3+ 22
—2
2
[ps(x)lg= | 1 — py(z) =2+ 1(1—2) +4(1 —2°) =7 —x — 4a?
4
Entonces
a = {6—3z—22% -3+22°7 -z — 42?}
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Pero se debe observar que « no es base, pues es linealmente dependiente por un calculo directo, o porque

1 -1 2 1 -1 2
det| 3 0 1 |J=det|{ 3 0 1 | =0
2 -2 4 0 00

. Luego, A no puede ser una matriz cambio de base

[13] Sea V un K espacio vectorial tal que dimg (V) = n, Considere los conjuntos o = {v1,v2,...,v,} CVy
S

B ={uj,ug,...,up}t CV tal que us = szﬂ,i, para s =1,2,...n.
i=1
[a] Demuestre que o base de V.= base de V
Solucién

En primer lugar observamos que los elementos de la base 8 son de la forma:

1

uy = E V41— = U1 — U1 = W
=1
2

U = E Vot1—i = U2+ = V2 = Uz —Up
=1
3

us = E U34+1—i = U3+ v+ U1 <~ V3 = U3 — U2
—
' . . . (20)
J

u; = E Vjt1—5 = Vj+v-1+---+v1 <= v = Uj—Uj-1
=1
n

Uy = E Uptl—i = Up+Up_1+--+01 < Uy = Up— Up—1
=1

En segundo lugar, mostramos que 3 linealmente independiente.

n
Zajuj:O <~ auy +agug + -+ apu, =0
j=1
— av; +ax(va 1)+ Fan(vn U1+ +v1) =0
— (a1 +ax+- - +ap)vr+ (a2 +az3+ -+ ay)va+ -+ (ap—1 + ap)vp—1 + apv, =0
atax+---+a, = 0
a+:--4+a, = 0

an-1+a, = 0
a, = 0

Asi que S es linealmente independiente.
En tercer lugar, mostramos que 3 es un sistema de generadores.

Si u € V entonces como « es una base entonces existen tnicos escalares ci,co, - ,c, tales que
U = ajv1 + asve + - -+ + anv,, pero de acuerdo con (20) tenemos que
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u=a1vy +agve + -+ apv, = u=ayu;+az(ug —uy)+ -+ ap(ty — Up—1)
= wu= (a1 —a2)us + (ag — ag)ug + -+ + (an—1 + an)an—1 + anuy,

Luego 8 genera V, y por ende es una base de .

[b] Determine []3

Solucion

15 = ([wila[uzla [uz]a -+ [unla)
11 1 -1
o1 1 ... 1
_ oo 1 1
00 O 1
1 10
[14] Sea o = {v1,v2,v3} una base de R3. Si [I]?(g) =| 1 3 4 | entonces determine la base «
0 41
Solucién
1 10
[I]?(B) = ([(17 070)]04 [(07 L, 0)]0 [(07 0, 1)]04) = 1 3 4
0 41
Asi que
1
[(1,0,0)]o = | 1 <~ (1,0,0) = v; +vo
0
1
[(0,1,0)a=[ 3 | < (0,1,0) =v; + 3vy + 4vs
4
0
[0,0,D)]a=( 4 | < (0,0,1) = 4dvs + v3
1

Por tanto, tenemos un sistema que resuelve el problema.
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v1 + U2 = (1,

1,0,0)
) 2 + 4 = —1, 1, 0
V1 —I— 3’02 + 4’1}3 = (O; 1’0) — 422 + U/Ug — EO O 1) )
4,02 _|_ ’U3 = (O, 0’ 1) 2 3 9 Yy
dvg +8vs = (-2,2,0)
— 4,02 + v3 — (0, O, 1)

(221N, (11 4
BEUrr 7)) T\ 1w
(131 4
T\ 14

[15] En Ra[z], considere las bases a = {w, 22 + 3,222 + 2} y B={z + 3,2 — 2,22 + 1}.
[a] Determine [I]5 (113
Solucién
B

Etapa 1. Por definicién la matriz [I], se construye como: [I ]E, = ([z] [2? + 3]p [22% + 2]p)

Etapa 2. Luego, una buena estrategia es calcular en general: [ag + a1z + az2?] 3. Asi que

bo
[ap + a1z + azz?]p = | b = ag+ax + agr? = bo(x +3) +by(x —2) + bo(x? +1)
bo
<~ ap+a1xr+ a2x2 = (3[)0 — 2b1 + bz) + (bo + bl)x + 521‘2
3bg —2b1 +b2 = ag
s bo + b1 = a1
bg = ag
3b0 — 2[)1 = ap— ag
— bo + b1 = a
bg = a9
2a1 — 3a; —
e by p o ft2ua B aota
5 5
Luego,
ap + 2a1 — as
2 3 0
l[ag + a1z + asz®lp = a1 —ag + az (%)
5
a

Etapa 3. Sustituyendo en la férmula (x), tenemos que:

2 2
5 5

ma=(3 _21
5 5 b
0 1 2

Andlogamente para [I ]g, tenemos el mismo proceso. (o bien recordar que esta es la inversa de [/ ]ﬁ)
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Etapa 1.
Por definicién la matriz [I]§ se construye como: [I|§ = ([ + 3o [z — 2o [2% + 1]a)

Etapa 2.
Luego, una buena estrategia es calcular en general: [ag + a1z + azx?]. Asi que

bo
[ag + a12 + axx?]o = | by — ag+ a1x + asx® = box + by (2 + 3) + by (22 + x)
ba
<~ a9+ a1x+ CLQ%Q = 3b1 + (bo + bz)x + (bl + 2[)2):62
3b1 = Qo
<— by + by = a
b1 +2by = ap
6&1 - 3&2 — Qg ap 3a2 — Qg
— bpygy=—""—"—; by=—7; bg=—"T—
0 6 ) 1 3 ) 2 6
luego,
6a; — 3as + ag
6
a
[ao + a1z + aza®]a = 30 ()
3a2 — ap
6

Etapa 3. Sustituyendo en la férmula (xx), tenemos que:

3 2 1
2 3 3
2 1
[1]5 3 3
1 1 1
2 3 3
b] Determine [1 + z + 23], v [1 + = + 2?]5 Solucién
[ y 8

Etapa 1. Determinamos [1 + z + 22|, usando la férmula ()

l+z+2%, =

Wl Wl Wl

Etapa 2. Determinamos [1 + z + 22], usando la férmula (x).
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1+z+a?s =

(SN ot N

[16] Considere las bases a = {(1,-2,0),(0,1,0),(1,0,1)} y 8 = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} de R3. Deter-

mine [I]2 e [1]%

Solucion

e = ((1,-2,0]s [(0,1,0)5 [(1,0,1)]s) € Mr(3)  (+)

Luego, debemos resolver la ecuacién, (z,y, z) = a1(1,1,1)+az(0,1,1)+a3(0,0, 1) para (z,y, z) € R3. e.e.

(x,y,2) = a1(1,1,1) +a2(0,1,1) + a3(0,0,1)
)
aq = T
(z,y,2) = (a1,01 +ag, a1 +az+a3) <= a1 +az = yY|l=—mau=rNax=y—rNaz=z—-y
ay+ag+az = =z
\
T
[(:Cayaz)]ﬁ = y—x (**)
=Y
Aplicando (%) en (*) tenemos que
1 0 1
m? = | -3 1 -1 (21)
2 —1 1

Anélogamente, para

Iz = (1L 1L [(0,1, )] [(0,0,1)]a) € Mr(3) (%)
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Debemos resolver la ecuacion, (z,y,2) = a1(1, —2,0)+az2(0,1,0)+a3(1,0,1) para (z,y, 2) € R3. Es decir

(r,y,2) = a1(1,-2,0) + a2(0,1,0) + a3(1,0,1)
()
a1 + as =
(x,y,2) = (a1+as,—2a1 +ag,a3) < —2a1+a = y|—=a=x—zANag=y+2xr—-22Nag=z2
as = Z
NS
T —z
[(xvyvz)]a - y+2$ -2z (**)
z
Aplicando (xx) en (*) tenemos que
0o -1 -1
mg = (1 -1 -2 (22)
1 1 1

Finalmente podemos comprobar la calidad de nuestro trabajo!!!

1 0 1 0 -1 -1
15[ng = -3 1 -1 1 -1 -2
2 -1 1 1 1 1
1 00
= 010
0 01
[17] Si P(2) = {l,z,2?} ya={1+x+2? —2—x+2% —1+ 2+ 22} dos bases de Ry[z] entonces determine
12 e 113
Solucién

Etapa 1. Debemos determinar las matrices [I ]5(2) e[l ]%(2)

Etapa 2. Por definicién la matriz cambio de base es dada por
NE® = (+2+2%pe [-2— 2+ 2% pe) [-1+ 2+ 2% p)

Por definicién la funcién coordenada [ |p(9) se construye como sigue:

1
l+z+a’=1-141-241-2° <= [Q4+a2+2°]pg=| 1
1
—2
2—g+2t=(-1)-1+(-1)-z24+1-2° — [—2—x—|—x2]p(2): -1
1
~1
—l4z+a®=(-1)-1+1-2+1-2> < [-1+a+2°]pp) = 1
1

Etapa 3. Finalmente sustituyendo los datos encontrados tenemos que
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1 -2 -1
me@ = |1 -1 1
1 1 1

Anélogamente, para[I]%(z) tenemos que

Por definicién la matriz cambio de base es dada por

[I]%(z) = (ma [7]a [xQ]a)

Por definicién la funcién coordenada [ ]p(2) se construye como sigue:

140z +02% = a1(14+2+2%) +ag(—2 -z +2?) + a3(—1 + z + 2?)
= (a1 —2a2 — a3) + (a1 — az + az)z + (a1 + az + az)x?

Asi que debemos resolver el sistema de ecuaciones

a1—2a2—a3 = 1 1 1
ap—azx+az = 0 :>a2:O/\a1:§/\a3:—§
ar+az+az = 0
Es decir
1 2 2 1 2
1 = 5(1+:c+3:)+O(—2—x+x)—§(—1+x+x)
Para las otras coordenadas tenemos célculos similares:
0+1-24+02 = ay(1+x+2%) +ax(-2—z+2%) +az(~1+z+2?)

= (a1 —2a2 —a3) + (a1 — az + ag)z + (a1 + az + ag)z”

Asi que debemos resolver primeramente el sistema de ecuaciones

a1—2a2—a3 =0
1 1 3
al—as+az = 1 = ay=-—gAa=—7Aag=7
ar+ay+az = 0
Es decir
1 2 2 2
xr = —Z(l—f—x—i—x)——(—Q—x—i—x)+—(—1+:c+3:)
Y en segundo lugar,
a1_2a2+_a3 _ 8:> L 3 A L
a1 —as +a = == == S
1 2 3 az B ai 1 as 1

ay+az+az = 1
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[18]

[19]
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Es decir

3 1 1
xt = Z(1+x+x2)—l—§(—2—x+x2)—Z(—1+x+x2)

Etapa 3. Finalmente sustituyendo los datos encontrados tenemos que

| QO | s [ =
N SN GY

Siayp={(1,0,1),(-1,1,0),(0,0,1)} son dos bases ordenadas de R? tal que

1 -1 1
m? = (o -2 1
1 11
Es la matriz de cambio de la basea para la base § entonces determine la base a.

Solucion

Etapa 1. Supongamos que o = {ug, us,u3} C R? es la base pedida

1 -1 1
Etapa 2. Com la matriz de cambio de base es [/ ]E, =| 0 —2 1 | entonces por construccién se debe
1 11
verificar que
1 -1 1
Ha={ 0 -2 1) = ([uls [uzlp [us]p)
1 11
Asi que
1
[wlg=1| 0 <~ wu; =1(1,0,1) +0(-1,1,0) + 1(1,1,1) = (2,1,2)
1
-1
[uglg = | —2 — wuy=-1(1,0,1) — 2(—-1,1,0) + 1(1,1,1) = (4,-1,0)
1
1
[usls = | 1 <~ wu3z=1(1,0,1) + 1(—-1,1,0) + 1(1,1,1) = (1,2,2)

—_

Por tanto la base buscada es o = {(2,1,2), (4,—1,0),(1,2,2)}
Sia={(21,2),(4,-1,0),(1,2,2)} es una base de R, y u = (1,2, 3) entonces determine [u],

Solucion
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<~ (1,2,3) = a(2,1,2) + b(4,—1,0) + ¢(1, 2, 2) entonces

a
Recordemos que por definicién [u], = | b
c
2a +4b+c
(U] a—b+2c
2a + 2c

N w

N | —







CAPITULO 2

Producto Interno

1. Preliminares

Consideremos un K espacio vectorial de dimensién n y o = {v1,v2,...,v,} una base de V entonces au-
tomaticamente pensamos en el meollo del Algebra Lineal, es decir que, para cada v € V existen tnicos
escalares que representan al vector v, en forma tedrica o préactica respecto de esa base. En simbolos

aj
n as
vo= Zaivi = [v], =
i=1
an

Maés atn,

[Jla : V +— Mg(nx1)
v [V]a

Es una biyeccion de espacios vectoriales, y ademas podemos observar los siguientes puntos centrales:

[1] Dada la base y el vector v, la determinacién de los escalares a;, para (i = 1,2,...,n) se realiza a través
de un sistema de ecuaciones.

[2] Lamentablemente la resolucién del sistema de ecuaciones implica que la biisqueda es secuencial, esto
es, para conocer a;, por ejemplo debo conocer a; 1. ;Y qué tiene de malo una busqueda secuencial?.
Una respuesta es depende de ;quién? y jqué se ejecuta?.

Por ejemplo

(i) De grano en grano un zorzal se comi6 una vina, en este caso para el zorzal no hay problema, prob-
ablemente se encuentre ” feliz ”.

(ii) Suponga que desea pedir un préstamo en el Banco U, en esta empresa usted es lo siguiente para su
Ejecutivo de Cuentas:

" fulano de tal 7
5204401-4
casado

empleado
Usted =

pocos miles
morro 2
latino

Cuadl cree Ud. qué es la casilla favorita del ejecutivo?.
Acert6 en pleno, imagina que el tuviese que leer todas las casillas (posiciones) anteriores a los pocos
miles para pensar en su préstamo, si asi fuese, lo méas probable es que se quedara sin comprar su

63
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netbook favorito.
(iii) ;Cdémo cree que el ejecutivo accedié a la casilla correcta.?
Probablemente el procedié de la siguiente forma:

e Generd una matriz adecuada, con ceros en la posicién que no le interesa, es decir construyé

FEjecutivo =

)

e Procedié a multiplicar por cero, como antanio, para eliminar lo indeseable, es decir

" fulano de tal T
5204401-4
casado

empleado >

OO OO

(Ejecutivo,Usted) = < )

pocos miles
morro 2
0 i latino

[ fulano de tal ]
5204401-4
casado
empleado

OO OO

pocos miles
morro 2
0 i latino

= pocos miles

e Conclusién: No califica

[3] No obstante el resultado de la gestién, hemos obtenido la siguiente moraleja o ensenanza, la cual mod-
elaremos técnicamente como sigue.

Como a = {v1,v9,...,v,} es una base de V entonces dados los vectores u y v de V existen dnicos
escalares tales que:
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ai
n
a2
v = Z av; = v, = :
i=1 :
an
y
T
n b
2
u = Z bivi <~ [u]a = .
i=1 :
bn,
entonces definimos, siguiendo al ejecutivo
b1 al bl t al bl ! C_11
b2 as by as by as "
(w,v)a = < S A - : : - : : - Z bia;
: : : : : : P

[4] Tenemos por ejemplo:

[a] SiV =R?y a=c(2) ={(1,0),(0,1)} entonces (%, Yle2) = ( 5 > Luego,

T
((x1,91), (w2,92)) = (21 y1)< yz ) = T1T2 + Y192
Tty
[b] SiV=R?ya={(1,1),(1,—-1)} entonces [(z,y)]a = | 2 y | Pues;
2
r+y r—y
(z,y) = a1(1,1) + az(1, -1) <= a1 = — N =—
Asi que,
i+ \t /s z2t+ye
2 2
1
= 5(951952 + y132)

[5] Antes de concluir esta motivacién, observamos que a causa de las propiedades del producto de matrices,
el producto debe tener las siguientes propiedades:

[a] (u,u) =0

En efecto

() = ([ula [ula) = [ulg - [ul, = Zuﬁ = Z juil* > 0
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[b] (u+ v,w) = (u,w) + (v, w)

En efecto
(wtv,w) = ([u+la, [wa)=[u+ol, - [wl, =D (u+v;)w
=1
= ) (wii + o) = > wa; + Y v = (u,w) + (v, w)
=1 =1 =1

[c] De la misma forma que encima verificamos que (u,v + w) = (u,v) + {(u, w)

En efecto

N-u,w) = [N-ul[w], = At - [w], = Z)\ ;= )\Zuiwi = Mu, w)

[e] Andlogamente verificamos que (u, \w) = A(u, w)

[f] (u, w) = (w, u)

En efecto

(ww) = [ulhs [wly = [ull - [w]y = D wy = Y wity = (w,u)
i=1 i=1

Todo lo anterior nos motiva a hacer la siguiente definicion.

Definicion 1.1. Sea V un K - espacio vectorial. V se dice un espacio con ”Producto Interno” ¢ un espacio
” Prehilbertiano” si y sdlo si existe una funcion.

() : VxViesK
(u,v) — (u,v)

tal que satisface las condiciones:
1] (0,0) >0 (Yo,0€V)A(W,0) =0<=>v=0
2] (u+v,w) = (u,w) + (v, w)
3] (u, v +w) = (u,v) + (u, w)
4] (M, v) = Au, v)

5] (u, \v) = A(u,v)

[6] (u,v) = (v, u)
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Ejemplo 1.1.1. En K" definimos:
n
<(:C1’:C2a"'amn)a(ylaernayn» = Z:C]gj (23)
j=1

El producto definido en (23) se llama producto interno candnico de K", debe observarse que si K = R
entonces (23) se transforma en:

n
<($17$27---7$n)7(917y27---7yn)> = ijy] (24)
j=1

Ejemplo 1.1.2. En Mg(n) define
(A,B) = tr(B'-A) (25)

El producto definido en (25) se llama producto interno candnico de Mg(n)

Ejemplo 1.1.3. En C([a,b]) ={f : [a,b] —> R | f continua} define

b
(f.g) = / F(t)gt) dt (26)

El producto definido en (26) se llama producto interno canonico de C([a,b])

Ejemplo 1.1.4. En el espacio vectorial Rylx| define para cada p(z) € Ra[x] y q(z) € Ra[x] el producto
(p(x), q(2)) = p(0) - ¢(0) + p(1) - ¢(1) +p(2) - 4(2) (27)

entonces el producto definido en (48) es un producto interno

2. Bases Ortogonales y Ortonormales
Aunque nuestro astuto ejecutivo, encontré la forma de determinar la coordenada que a él le interesaba, no

obstante hay todavia un pequeno problema.

Para determinar una coordenada hay que ser capaz de tener las coordenadas del vector, es
decir primero debe tener un cliente, y mas aiin debe conocerlo perfectamente !!!

Esto quiere decir que el concepto de base sigue siendo imprescindible, y lo que pretendemos ahora es sélo
perfeccionarlo.

Si V un K - espacio vectorial y a = {v1,v2,...,v,}, una K - base de V' entonces para cada v € V existen
Unicos escalares aq,as,...,a, en K tales que

n
v o= Zajvj (28)
j=1

Equivalentemente

a

], = a2 € Mg(n x 1) (29)

Qn
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Asi, lo expresado en (28) 6 (29) es simplemente el ” Objetivo fundamental ” del algebra Lineal, es decir
”Para conocer completamente un vector de V' basta conocer sus ” Coordenadas respecto del Sistema de
Informacién a.”

Entonces parece natural que debamos analizar el efecto del producto interno (si es que lo hay) en el proceso
de busqueda de coordenadas. Es inmediato de observar que la ventaja del producto es que, permite imple-

mentar la preconcebida maxima ” multiplicate por cero ” la cual sin duda para bien 6 para mal reduce en
cualquier caso el problema.

Anélisis 2.1. Sea a = {v1,v2} una R - base de R? tal que (v1,v2) = 0 entonces como a es base, para v € R?
existen unicos a1,as en K tales que

v = a1v] + agvy (30)

Como (v1,v9) = 0 entonces podemos multiplicar (30) por vy para obtener;

(v,v1) = ({a1v1 + aguz,v1) = a1(v1,v1) + az(vz,v1) = a1{vy,v1)
. ~ (v,v1)
De donde sigue que, a1 = ( X observe que (vy,v1) > 0, pues es un vector no nulo.
U1, V1
De una forma absolutamente andloga a la anterior obtenemos que as = <<U’v2>>
V2, V2

Asi que, si o = {v1,v2} una K - base de R? tal que{vi,vs) = 0 entonces

(v,v1) - (v,v9) y

T (o) (v2,v2)

Analisis 2.1.1. Intentamos generalizar el andlisis anterior. Supongamos que en un V espacio vectorial
con producto interno (,) existe una base o = {v1,va,...,v,} tal que (v;,vj) = 0 si i # j entonces como
consecuencia del hecho que a es base sigue que,

n
u€V=>u:Zaivi
i=1

Ahora, como consecuencia de que (vi,v;) =0 sii # j sigue que

n n
u= E aiv; = (u,v) < E alvz,vj> E a;(vi, vj)
i=1 =1
= (w,vj) = a;(vj,v;)

(u, vj> .
ooy

== a; = =1,2,...n)

Esto es extraordinario, pues en esta condiciones tenemos ”casi el mdximo de eficiencia,” ya que,
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(u,v1)

(v, v1)
(u,va)

u= Z <<u, UiA>> v = [|u]o = <U27.02

~

(u, vn)
(Vn, vn)

Motivados por lo anterior, hacemos la definiciéon formal de este objeto.

Definicién 2.2. Sea V' un K-espacio con producto interno (,) y considera a = {v1,va,...,v,} CV entonces
a serd llamada una ”Base Ortogonal” si

[1] « es una base de V

[2] Sij # k entonces (vj,vg) =0

U, v
[3] La coordenada respecto de la base ortogonal o a; = << Z> se llamard el ”i—ésimo coeficiente de Fourier
Vi, Uj

del vector u.”

Ejemplo 2.2.1. ¢(n) la base candnica de K™ con el producto interno candnico (,) es una base ortogonal, pues

<ei’ej>:{1: i=j

0: i#j

Ejemplo 2.2.2. Sea V = ({1,sen z, cos z,sen 2x, cos 2z, . .. ,sennzx,cosnz}) y define en V el producto in-
terno:

™

(f,9)= [ [fg(t)dt (31)

-7
entonces o = {1,sen x, cos x,sen 2x, cos 2z, ... ,sennx,cosnx} es una base ortogonal de V', respecto de (31)
En efecto

s
(sen kt,cos st) = / senktcosstdt k # s

—T

= % /7r [sen(k + s)t + sen(k — s)t] dt

1/ 1 _ 1 _
= 3 <k+scos(k+s)t\ﬂ+k_scos(k—s)t]ﬂ>

Usando técnicas de transformacion de dngulos andloga a la desarrollada encima obtenemos.

(senkt,senst) =0 A (coskt,cosst) =0 (parak # s)
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Observacion 2.2.3. Observamos que la fortaleza de las bases ortogonales, a la hora de determinar las
coordenadas de un vector, radica en el hecho que los productos entre elementos distintos es cero entonces
cobra relevancia preguntar.

[1] &Qué significa geométricamente el hecho (v;,vi) = 0%, para i # k. Para responder a esto, consideremos
la figura 3, y a partir de ese modelo, usemos el producto interno usual en R?,

Vg = (132»?/2)

U1 = ($1>y1)

01

Figura 8

Entonces sucede que

T172 +Yy1y2 =0

l(v1) cos O1l(va) cos O + l(v1) senbyl(ve) sen by = 0
[(v1)l(vg) cos(fy — 01) =0

l(v1)l(va) cos @ =0

f =

<’U1, ’U2> =0

[

T
2

Asi que la conclusion es que en el plano R? la condicion (vi,ve) = 0, significa que las rectas generadas
por los vectores v1 y vy son perpendiculares.

[2] Las bases ortonormales (ortogonales), se muestran como insuperables en su trabajo, es decir en la mision
de determinar las coordenadas (coeficientes de Fourier) de los elementos del espacio vectorial, salvo por
un detalle, sexisten en abundancia?, y si lo son sson fdciles de ubicar?.

Para responder las preguntas planteadas encima, el andlisis anterior nos permite imaginar un modelo
genérico para el caso en que una base de V no cumpla esta propiedad. Es decir si o = {v1,v2} es una
base de R? y (vi,v9) # 0.

O sea que podemos considerar la siguiente situacion geométrica.

Si (v1,v2) # 0 entonces de acuerdo a la figura 3, sabemos que v no es perpendicular a ve, asi que
podemos suponer sin pérdida de generalidad que los vectores son como en las Figuras de (32).
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Etapa 1. Modelo en bruto Etapa 2. Modelo en contexto

'[}2 R RS ( ’[)2

S
=z
= (32)
09
)
: Proyeccion .
vl W= ({u})
(0,0) ortogonal g,
Figura 4 Figura 5
Entonces,
Vg = vé + avy (33)
Lamentablemente, (33) es una ecuacién que liga tres datos y sélo conocemos uno !!!; pero, no todo estd
perdido, pues, observen que en virtud de las propiedades del producto interno tenemos.
vo = vy +avy = (vg,v1) = (Vh,v1) + (avy,vr)
= (v9,v1) = a(vy,v1)
Vo,V
I 1Y)
(v1, 1)
Y sustituyendo en la ecuacién (33) obtenemos
/ <U2) U1>
Vo = Vg — U1 34
2 <’U1, ’U1> ( )

Luego, tenemos lo siguiente:

a = {v1,v2} base de V.= o/ = {v1,v}} es una base ortogonal de V

Lo puede ser generalizada en el siguiente.

Teorema 2.3. (Ortogonalizacion de Gram-Schmidt) Sea V' un K-espacio vectorial con producto interno
(,) y a = {v1,v2,...,0,} una base V entonces o/ = {v],vh,... v} es una base ortogonal, donde los v,
satisfacen la siguiente ecuacion vectorial.

' {v1,v1)

r_ <UJ"U§’—1> ’ <Uj’vi>
i e L
J=1 -1

En efecto
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De (34) sigue que el resultado vale para n=2

Supongamos que v'; es construido para (2 < j < n — 1) satisfaciendo (35).

J
Es decir, {v},vh,...,v],_1} es un conjunto ortogonal.
! /
: {on,v51) (on, 01)
Sea vy, = vy — 75— Vj_1 — -+ — U] entonces
<Uj,1, Uj,1> <vl’ vl>

<U ’U/»_1> v ’U/
<’U7,17'U§’> = <'Un - <,'n’7j,v;-_1 — = { 7/" ,1>v’,v;-

1
Ujflvvj—1> <Ulvv1>
n—1
(Un,v7_5) /
= (onv) = D o)
" ’ =1 < 7/1_1’/07/1—Z> e !
<’UTL’U/'>
_ ! J 1
<’Un,?)]> <U},’U;>< jvv]>

Lo que demuestra el teorema.

Ejemplo 2.3.1. Consideremos el subespacio W = {(x,y,2,t) € R* |z +y + 2+t = 0} entonces usando el
producto interno usual de R*, determinemos una base ortogonal para W.

FEtapa 1. Determinamos una base de W

ueW — u=(z,y,2,t) ER* Az +y+24+t=0
— u=(z,y,2,t) ERNt=—2—Yy—2
— u=(z,y,2,—x —y—2); (x,y,2) €R?
— wu=x(1,0,0,—-1) +y(0,1,0,-1) + 2(0,0,1,-1); (2,y,2) € R?

Luego,
W= ({(1,0,0,-1),(0,1,0,-1),(0,0,1,-1)})
Y, si notamos o = {(1,0,0,—1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)} entonces o es una base de W, pues son claramente

linealmente independientes.

FEtapa 2. Ahora, ortogonalizamos, usando el proceso de G. Schmidt descrito en el teorema (2.3).
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v = (1,0,0,-1)

1,0,—1),(1 1
4 = (0,1,0,-1)— W0:1.0.7,(1.0.0,71)

((1,0,0,—1),(1,0,0, 1))

(1,0,0,—-1)

1
= (0,1,0,—-1) — 5(1,0,0,—1)

1 1 !
= (-3 1,0, -3 tomaremos vy = (—1,2,0,—1)

((0,0,1,-1),(—1,2,0,—1))
((=1,2,0,—1),(—1,2,0,—1))

vy = (0,0,1,-1) — (—1,2,0,—1)—

{(0,0,1,~1), (1,0,0, —1))
{(1,0,0,-1),(1,0,0, 1))

(1,0,0,—-1)

1 1
= (0,0,1,-1) — 6(_1’2’0’ -1) — 5(1,0,0, —1)

1 1 1
= T 9 9 15 5
3" 3 3
Luego,
o = {(1,0,0,-1),(-1,2,0,—1),(=1,-1,3,—1)} es una base ortogonal de W
Observacion 2.4. Sea o = {v1,v9,...,v,} una base ortogonal entonces
[1] Para cada u € V, la representacion inica en términos de la base c.
n
<u’ vi>
u = —;
2 T

Pero, dando una nueva mirada, (interesante preguntarse spor qué no lo hicimos antes?), podemos
observar en primer lugar el siguiente fendmeno.

<u’ vi>
u *U;
2 Tug, )
n
1
= — - (u,v) v
2 Tor, v
n
> i) - —
= U, v;)
- (05, 07)
. (% . . .
St llamamos B = {v}, v, ..., v}, donde v = entonces tenemos el siguiente “mejoramiento
(vi, i)
técnico en la representacion de los vectores.”
. / / / / /UZ .
Teorema 2.5. Si llamamos B = {v],vy,...,v),}, donde v} = ﬁ, para cada t = 1,2,...,n entonces
Vi, Vi

] (v}, 0}) =0 sii #

n

b] u= (u,0:) v}

i=1

En efecto
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Para dilucidar el primer punto, hacemos lo siguiente.

(Y ’Uj

(vivj) = <(vi,vi>’<vjavj>>

1
= m (vi,vj) =0 Sii# j pues a es base ortogonal
iy Ui/~ \Uiy, Ug

Del punto anterior sigue que 3 es una base ortogonal y entonces cada u € V se escribe de forma unica
como
n
/
U = E <u) Ui> "
i=1

[2] Nos queda pendiente dilucidar cuanto vale (v}, v}). En esta direccion si calculamos obtenemos lo sigui-

17 71
ente

(vi, v) = << & ) - >: ! (vi, vi)

Vi, ;) (v, 0;5) (vi, i) - (vi, ;)
- m (vi,v;)  (Pues (v;,v;) € R)

Motivados por lo anterior, y aprovechando las propiedades del producto interno hacemos la siguiente
definicion

Definicion 2.6. Llamaremos normativa o norma inducida por el producto interno imperante en el espacio
vectorial V a la funcion

I : Ve RTU{0} tal que ||u] = v/(u,u)
n
Ejemplo 2.6.1. En K" tenemos que ||(z1,22,...,x,)| = Z lz;|2. Bn particular para K=R yn =2 la
i=1
norma ||(z1,x2)|| = /2?2 + 23 corresponde al mddulo del nimero complejo asociado, o la distancia desde el

|
origen al punto (x1,x2).

T2 2 = (21,22
W/
%
O
7
X
L
i T
(0,0) 1
Figura 6

Lema 2.6.2. Para cada u € V y v € V se satisface la relacion (conocida como desigualdad de Cauchy-
Schwarz)

{w, v) < ul] - o] (36)
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En efecto

En primer lugar escribiendo al complejo (u,v) en su forma polar tenemos que,
(u,v) = |(u,v)|(cos a +isena) = |{u,v)|e"™ (37)
(v,u) = [(u,v)|(cos @ —isena) = |(u,v)|e”" (38)
A sequir, para cada \ € C
Au+ e, u+ev) >0 = (Au, \u) + (\u, e v) + (v, Au) + (e"“v, e"*v) > 0
= Mlull® + X (u, v) + €N, u) + o] > 0

Ahora, sustituyendo lo obtenido en (37) y (38) y considerando X € R en la desigualdad de encima obtenemos:

NJlull® + 22 (u, v)| + o] > 0 = 4l{u,v)* — 4]jul*[|lv]* <0

~
ecuacion cuadrdtica en \ discriminante de la ecuacion

= {u,v) < lull -]

Teorema 2.6.3. SiV es un K espacio vectorial con producto interno (,) entonces la normativa definida en
2.6 satisface las siguientes propiedades

[A] fJull =0 (Vu;u e V) y full =0 < u=0y
2] Xull = [Al[lull - (Vusu € V) y (VA X € K)

B] [l +vll < flufl + [|v]]

En efecto
[1] Por definicion ||jul| = \/(u,u) € RT U{0}, y |ju]| =0 /{u,u) =0 (u,u) =0 u =0y
2 [Aull = v/, M) == VAP (u, u) = [Aly/(u, u) = [All]u]

3] u+ol? = (utv,u+v) = (u,u) + (u,0) + (,u) + (v,0) = [ul] + (u,0) + (u,0) + [|v]*. Ademas
(u,v) + (u,v) = 2Re((u,v)) < 2||lul|||v|| ( Desigualdad de Cauchy Schwarz)

Asi que
lu+ol* < {full® + 2{|ull[[oll + [[v]* = (]l + [[o[)?

Definicién 2.7. Sea V' un K-espacio con producto interno (,) y considera f = {wi,wa,...,wy,} CV en-
tonces B serd llamada una ”Base Ortonormal” si

[1] B es una base ortogonal de V
2] lvill =1, es decir (vi,v;) =1 parai=1,2,...n

FEquivalentemente

1 1s11=
B es una base ortonormal <= (v;,vj) = S“ J
0 :sii#j
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Ejemplo 2.7.1. 3= {(1,1),(1,—1)} es una base ortogonal respecto del producto interno usual de R?, pues
(1,1),(1,-1)) =1—1=0.

Pero como,
H(la 1”) = <(1’ 1)’ (1’ 1)> = \/5
10,1y = ((1,-1),(1,-1)) = V2

entonces no es una base ortonormal.

(1,1) (1,1)
V2 V2

Unas consecuencias fabulosas de las bases ortonormales son las siguientes:

Sin embargo, v = { } es una base ortonormal.

Teorema 2.8. SiV es un R espacio vectorial con producto interno (,) y a y B son dos bases ortonormales
entonces

En efecto

Por una parte, si a = {v1,ve,...,0,} y B = {wi,wa,...,w,} son dos bases ortonormales entonces por
definicion tenemos que

[I]g _ ([’Ul]ﬁ [’U2]ﬁ . [vn]ﬁ) _ ’U17:'U)2 7)27:?112 Una‘QUZ
(vi,wn)  (V2,wp) o+ (Un,wp)

Por otra parte, y también por definicion tenemos que

[I]% = ([wi]a [wo]a---[wn]a)
<w1,’U1> <’lU2,’U1> <wn,'l)1>
B <’lU1,’U2> <’lU2,’U2> <w’nav2>
<wlavn> <w2avn> <wnavn>
(v1,wy) (1, wa) (v1, wn)
| ) (onwn) o (v
<Unaw1> <Un’w2> <Un’wn>
= ()
Luego,
(1) = Mg = (D)~
Teorema 2.9. Si a = {v1,v2,...,v,} es una base ortonormal de V entonces el producto interno se ”
canoniza 7, en el siguiente sentido:

wouy = [l - [uly =D (v, 05)(u,vy)
j=1

En efecto



Seanv €V yu €V entonces

n n

3. PROYECCION ORTOGONAL Y DISTANCIA A UN SUBESPACIO

= ZZ(U,Uj><U7Uk><Uj7vk>

j=1 k=1
n

= Z<U7'Uj><u7'l)j>

j=1

3. Proyeccion Ortogonal y Distancia a un Subespacio

7

Si remiramos el cuadro 32 entonces observamos que hemos resuelto uno de los tres problemas planteados en
él, en efecto sélo construimos el proceso de ortogonalizacién de Gram Schmidt, que esencialmente ” consiste
en controlar la sombra que un vector proyecta en un subespacio del espacio, es decir un vector anula a otro

si su proyeccién en el es nula.”

Etapa 2. Modelo en contexto de ortogonalizacién

Etapa 3. Modelo recontextualizado para
proyeccion ortogonal

(39)
A%
Oy
: Proyeccién _
ortogonal W= ({u})

Figura 7 Figura8
Definicién 3.1. Sean V un K-espacio vectorial con producto interno, W <V y o = {wy,wa,...,Ss}, una
base ortogonal de W entonces llamaremos Proyeccion ortogonal a la funcion Py definida como sigue:

Py :V— W tal que Py(v) = Z (v, wi) w; (40)

2 w2

Ejemplo 3.1.1. $i W = {(z,y,t,2) € R* | 2 +y — 32z = 0} entonces usando el producto interno usual

determinemos Py
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[1] En primer lugar, determinamos una base de W.

ueW <= u=(zyt,2)eR* AN z+y—32=0
— u=(r,y,t,2) ER* AN y=32—=x

— u=(z,3z —x,t,2)

= u=ux(1,-1,0,0) + 2(0,3,0,1) + (0,0, 1,0)

Luego, W = ({(1,-1,0,0),(0,3,0,1),(0,0,1,0)}). Asi que dimg(W') < 3, por tanto debemos verificar
que o = {(1,-1,0,0),(0,3,0,1),(0,0,1,0)} es una base de W, y para ello sdlo falta ver que es lineal-
mente independiente. Es decir, debemos mostrar que

a1(1,-1,0,0) + a2(0,3,0,1) 4+ a3(0,0,1,0) = (0,0,0) = a1 = ag = a3 = 0 entonces

al(l,—l,0,0) + a2(0,3,0, 1) +a3(0,0,1,0) = (0,0,0) - (a1,3a2 — al,ag,ag) = (0,0,0)
= a1 =ax=a3=~0

Por tanto o es una base de W.

[2] A seguir verificamos si « es un base ortogonal, respecto del producto interno usual.

((1,-1,0,0),(0,0,1,0)) = 0
((1,-1,0,0),(0,3,0,1)) = -3
((0,3,0,1),(0,0,1,0)) = 0

Luego, o no es una base ortogonal, asi que la ortogonalizamos via G-S.

v, = (1,-1,0,0)
vy = (0,0,1,0)
((0,3,0,1),(0,0,1,0))
((0,0,1,0), (0,0,1,0))

((0,3,0,1),(1,—1,0,0))

5 = (0,3,0,1) —
U3 (; g ) <(1,—1,0,0),(1;_150)0)>

(0,0,1,0) —

(1,—1,0,0)

3
= (0,3,0,1) + 5(1,-1,0,0)
33
= (2,2,0,1
<2’2’ b )

Asi obtenemos la base ortogonal o/ = {(1,-1,0,0),(0,0,1,0),(3,3,0,2)}.

[3] Finalmente procedemos a calcular la proyeccion ortogonal de R* sobre W. Es decir
Py : R* — W tal que (a,b,c,d) € R* — Py(a,b,c,d) € W
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((a,b,c,d),(0,0,1,0))
((0,0,1,0),(0,0,1,0))

((abcd), , 1,0,0)>(
(1,-1,0,0),(1,-1,0,0))
(abcd),(3302)>
(3.3,0,2), (3,3,0,2))

Py(a,b,c,d) = 1,—1,0,0) + (0,0,1,0) +

{
2 (3,3,0,2)

—b 3a + 3b + 2d
a > ~1,0,0) + ¢(0,0,1,0) + (%)(3,3,0,2)

\V)

9a—|—96—|—6d b—a+9a+96+6d . 3a+3b+2d)

(
( 2 7 2 22 7 11
(
(

11a —11b—|—9a+9b+6d 116 — 11a + 9a + 9b + 6d 3a—|—3b+2d>

’ 22 T
B 20a—2b+6d 200 20+ 6d  3a+3b+2d
B ’ 22 “ 11 >
10a—b—|—3d 10b—a+3d 3a-+3b+2d
- ( 1 11 9T 1 >

Observacién 3.2. Una técnica que nos ha dado buenos dividendos es que cada proceso que hacemos, dentro
de lo posible, lo comprobamos a fin de asegurar la calidad y eficiencia del mismo, en este caso aun no tenemos
mecanismos de control, pero procedamos a formalizarlos.

Teorema 3.3. Sean V un K-espacio vectorial con producto interno, W <V y a = {wy,we,...,Ss}, una
base ortogonal de W entonces

Py(w)=w<+= weW

En efecto
[1] En primer lugar, w = Py(w) = w € W. Pues, Img(W) C W

[2] En segundo lugar, w € W entonces como o = {wq,ws,...,ws}, una base ortogonal de W sigue que
(w, w;)
Z [wi2 = Pw(w)
i—1 1

En particular, Py es una funcién sobreyectiva.

Corolario 3.3.1. Sean V un K-espacio vectorial con producto interno, W <V y a = {wy,ws,...,Ss}, una
base ortogonal de W entonces Py o Py = Pyy.
En efecto

(Pw o Pw)(v) = Pw(Pw(v)) = Pw(v). Pues Pwy(v) e W (Yu;v € V).
Por tanto, Py o Py = Py.

Ahora tenemos mecanismos de control para nuestro trabajo, y lo podemos probar en el Ejemplo 3.1.1. La
proyeccién ortogonal que obtuvimos fue la siguiente:

10a —b+3d 10b—a+3d 3a+3b+2d
PW(G,, b,C, d) = < 11 ) 11 e 11 )

Si evaluamos entonces Py en elementos de W, este debe comportarse como la funcién identidad, es decir
debe devolver el mismo elemento.
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11 —11 0
[ERE VIS
0 0 0
[ERETRREE!

33 33 22
PW(3737072) - (ﬁ7ﬁ7 7ﬁ

Finalmente, Si volvemos a remirar el cuadro (32) entonces observamos que hemos resuelto dos de los tres
problemas planteados en él, en efecto, construimos el proceso de ortogonalizacién de Gram Schmidt, que
esencialmente ”consiste en controlar la sombra que un vector proyecta en un subespacio del espacio, es decir
un vector anula a otro si su proyeccion en el es nula,” y ahora el de la proyeccion del espacio en uno de
sus subespacios, pero aun falta desarrollar la idea de distancia de un vector a un subespacio,en realidad
debemos generalizar la idea de distancia entre vectores.

Para ello, reformulemos el cuadro (39)

Pw(1,-1,0,0) = < > =(1,-1,0,0)  v( OK)

Py(0,0,1,0) = < ) =(0,0,1,0)  v( OK)

> =(3,3,0,2) v(OK)

Etapa 3. Modelo recontextualizado para Etapa 3. Modelo recontextualizado para
proyeccién ortogonal proyeccion ortogonal y distancia

1S
7z (41)
W W i
&
OV U)
Figura9 FiguralO

Entonces usando toda la informacién tenemos las etapas:

Etapa 1. Del proceso de Gram Schmidt sigue que

v=v+Pyv) A (@, Py)=0 (42)
Etapa 2. Aplicamos el concepto de norma a la ecuacién definida en (42), para iniciar la construccién natural
de una distancia.

v =v = Py(v) =[]V = v - Pu(v)|

Esto motiva hacer la siguiente definicién

Definicién 3.4. Si 'V es un K espacio vectorial con producto interno (,), y W <V entonces ||[v — Pyw(v)||
es la distancia del vector v al subespacio W.

Usaremos la notacion: d(v, W) = ||lv — Pyw(v)||
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Ejemplo 3.4.1. $i W = {(z,y,t,2) € R* | x +y — 3z = 0} entonces usando el producto interno usual
determinemos d((x,y, z,t), W). Conocemos del Ejemplo 3.1.1 Pyw. Asi que

10z —y+3t 10y —x+3t 3z +3y+2t
H(xayazat)_PW(xvyvzvt)H = (fI,',y,Z,t)- ) y %y
11 11 11
_ 11z — 10z +y — 3t 11y—10y—|—x—3t0 11t — 3z — 3y — 2t
- 11 ’ 11 T 11
|z t+y—3t y+x—3t09t—3x—3y
N 11 ’ 11 T 11
||z ty—3t y+:c—3t0—3(x+y—3t)
N 11 ’ 11 T 11
Luego,
a(( 0.) T +y— 3t 2+ y+x— 3t 2+ —3(z+y—3t)]°
X z = -~ J 7
Y5, 11 11 11
B x+y—3t2+ y—l—:c—3t2+9 (z+y—3t)]?
- 11 11 11

2
_ 1 r+y—3t
11

Podemos como antes, en base a nuestras propiedades, comprobar nuestro resultado:

=0
11

d((1,—-1,0,0),W) = \/11 [ﬁr_

Observacion 3.5. Con las propiedades obtenidas para la proyeccion ortogonal, la distancia obtenida hereda
naturalmente las siguientes propiedades:

1] d(v,W) >0 A dv,W)=0<+= Pwy(v)=v
2] Pw(v) =v<=veW

B] d(v,W) =0<=veW

4. Complemento Ortogonal

En esta seccién estaremos interesados en emular el genial comportamiento del plano cartesiano, es decir
queremos generalizar la idea

R? = ({(1,0)}) @ ({(0,1)})
Eje x Eje y

Definicién 4.1. Sea V un K espacio con producto interno (,), y consideremos w € V. yv € V. u se dird
ortogonal a v si y sélo si (u,v) = 0.

Una notacion adecuada para este contexto es: u L v <= (u,v) =0
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Lema 4.1.1. Sea V un K espacio con producto interno (,), y W un subespacio de V entonces
Wt ={veV| (vw)=0Vwwe W)}
es un subespacio de V.

En efecto

En primer lugar (Oy,w) =0 (Yw;w € W). Asi que, 0, € W+

En segundo lugar, Si u € W A v € W entonces

ueEWr = (u,w)=0 (Vw;weW)
veEWL = (vw)=0 (Vw;weW)

Asi que u 4 v € Wt

}:> (u+ v, w) = (u,w) + (v,w) = 0(Vw;w € W)

Finalmente,para A € KAv € Wt : (v, w) = Mo,w) =A0=0 (Vw;w € W)

Luego, Av € Wt y W es un subespacio de V.
Definicién 4.2. W+ serd llamado ” Complemento Ortogonal ” de W en (V,(,)).

Ejemplo 4.2.1. Sea W = {(z,9,2) € R? | & — y + 2z = 0} y consideremos el producto interno candnico en
R3 entonces

weW = w=(r,y,2) ER3Az—y+2=0
w=(z,y,2) ER3Nz=—2—y
w=(r,y,—z—y) N[z e RAy e R]
w=2z(1,0,—-1) +y(0,1,-1) Aflz e RAy € R]
we ({(1,0,-1),(0,1,-1)})

Luego, W = ({(1,0,—1),(0,1,—1)}). Asi que en consecuencia

1

W+ = {v e R?| (v, (1,0,-1)) = 0A (v,(0,1,-1)) = 0}
Y por tanto
veWr «—= veRA(v,w)=0 (Yw;we W)
v=(x,y,2) € R3A[((z,y,2),(1,0,—1)) =0 A
((z,y,2),(0,1,-1)) = 0]
v=(2,9,2) ER3AN[z—2=0Ay —2 =0

!

<~

= v=(1,9,2) ER*ANz=y=12
— v=(x,z,x) ANz €R

— v=z(1,1,1) Az eR

= ve L1}

Ast, W+ = ({(1,1,1)})
Lema 4.3. Sea V un K espacio vectorial con producto interno y o = {v1,va, ..., v} C (V—{0y}) entonces

v; Lvj i# j= a es un conjunto linealmente independiente en V.
En efecto
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n

Supongamos que Z a;jv; =0 para a; € K; (1 < j < n) entonces como ahora podemos multiplicar por vy, y
j=1

obtenemos:

n n
0 = <Z a,jvj,vk> = Zaj<vj,vk> (1 <k <n)=ag(vg,vg), (Pues, v; Lvj 1% j)
j=1 j=1

Finalmente, como vy # 0 = (vg,vg) # 0 Asi, que a, =0 (1 < k < n). Lo que muestra que o es un
conjunto linealmente independiente en V.

Conclusién 4.4. Antes de plantear algunos ejercicios, saludables para la comprension de lo expuesto,
quistera concluir esta seccion con algunas reflexiones segin mi parecer de importancia capital.

Reflexién 1

El modelamiento en el plano cartesiano R?, es fdcil de hacer y de entender. Pues su ”arquitectura” consiste
apenas de un par de ejes perpendiculares y todas las traslaciones son inducidas justamente de esa forma.

y(O, 1) """"""" : (x,y) = 33(1’0) +y(07 1)
(0,0) 2(L,0)
Figurall

En fin, todo el mundo entiende la expresion geométrica expuesta encima y por si fuera poco también la
tedrica:

(,y) = (1,0) +y(0,1) (43)

Reflexién 2

La simpleza de R? radica en la posibilidad de construir la siguiente figura.

(Eje )+
.............. (z,y)
d(x,y)
(0,0) J;Eje o
Figura 12

Asi que quien simule esa ecuacion geométrica es un R? en potencia.
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Reflexién 3

Sea V un K espacio vectorial de dimension n. Si 'V posee un producto interno entonces V "emula” el com-
portamiento de K2

En efecto
El algoritmo de simulacion es el siguiente:

Sea W un subespacio de V y a = {wq,wa, ..., ws} una base ortogonal de W entonces calculamos WL, como
sigue:

e Completamos a hasta obtener una base de V, usando el teorema de completamiento de base o mejor,
agregando vectores linealmente independientes a los w; con i =1,...,s hasta llegar a la la dimension n
de V; digamos

B =A{wi,wa, ..., We,Vsi1,--,Un}
e Usando el proceso de Gram Schmidt ortogonalizamos B y obtenemos

o/:{wl,wg,...,ws,w;l,...,w#} (44)

De la propia construccion de o' en (44),sigue que vale la ecuacion

(w-L w;) =0 si {i:s—i—l,s—i—Q,...,n
vy T

j=1,2...5
Ast que, para cualquier w = Z Mwi tenemos que
2 TP
~ (w, w;) ~ (w, w;)
(wH,w) = (w7, L) = " wi wg) =0
j 5 2 ) = 2 Y
Luego, {wsﬁrl, oo wiry C W asi que por construccion
<{wsl+1’ s ’w#}> = Wl

Finalmente

V=wHwt

En realidad falta mostrar que W N'W+ = {0y/}.
Pero eso es claro pues:

vVEWNWE <= veWAveW
— veWA(ww) =0 NVwyweW)
— veWA(v,v) =0
<— v=~0

La vision geométrica de la emulacion es:
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WJ_

Figura 13: V=W @ W+

5. Ejercicios Propuestos Miscelaneos de Producto Interno
[1] En R? x R?, define la funcién:
f(x1,22), (y1,92)) = @1y + 1y + oy + T2y0 (45)
Demuestre que f es un producto interno.

[2] A partir de la base canénica c¢(2) = {(1,0),(0,1)} de R?, determine una base ortogonal ¢(2)’, respecto
del producto interno definido en (45)

[3] Sia={(1,2),(2,1)} C R? entonces

[a] Demuestre que « es una base de R2.

[b] A partir de la base a, determine una base ortogonal o/, respecto del producto interno usual.

[c] A partir de la base «, determine una base ortogonal o, respecto del producto interno definido en
(45)

[4] Determine una base ortogonal, respecto del producto interno usual,para el subespacio.
W= {(z,y,2) €R* |z +y+2 =0}
[5] Si W = {(z,y,2) € R® |z +y + 2z = 0} entonces usando el producto interno usual
[a] Determine W+

[b] Calcule d((1,1,1), W)
[c] Demuestre que R? = W @ W+

[6] Si W = {(2,y,2,t) € R*| 2z +y + 2z —t = 0} entonces usando el producto interno usual
[a] Determine W+

[b] Calcule d((1,1,0,0), W)
[c] Demuestre que R* = W @ W+
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(7] SiW = {(z,y,t,2) € R*| 2 —y =0A2t+ 2z =0} entonces usando el producto interno usual
[a] Determine W+
[b] Calcule d((2,2,3,—6), W)
[c] Demuestre que R* = W @ W+

[8] En el espacio de funciones C[—m,w] = {f : [-m, 7] — R | f continua}. Define el producto.

™
(f99= [ [f(z)g(x) dx (46)
-7
[a] Demuestre que (46), es un producto interno en C[—m, 7]
[b] Demuestre que f(n) = {1,senx,cos z,sen 2z, cos 2x, sen 3x, cos 3z, ..., SeN NT,COSNT} €S un con-
junto ortogonal en C[—m,7].
[c] Si W(n)= ({1,senz, cosx,sen 2z, cos 2x, sen 3z, cos 3z, . . ., sen nx, cosnx}) calcule:

] Pw(f)siflz)=zpi<az<m

i P (£) si f(o) = {_i el

[ii] d(f,W),si f(z) ==

[9] En Mg(2) define el producto.
(A,B) =tr(B"- A) (47)

[a] Demuestre que (47), es un producto interno en Mg(2).

[b] SiW = {4 € Mg(2) | A = A’} entonces determine una base ortogonal de W, respecto del producto
definido en (47)
[c] Determine Py

[d] Si A= < 1 i ) entonces calcule d(A, W)
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6. Situaciones de Desempeno: Producto Interno

El objetivo de esta seccion es presentar al Estudiante ”Situaciones Problematicas” que

le permitan:

Estimular la comprensién de lectura en problemas matematicos.
Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucion de problemas que envuelven conceptos
matematicos.

Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojala eficiente), para responder al problema planteado.

Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades
bésicas que debe conocer, y "en lo posible haber aprehendido” de los tépicos analizados.

. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

Lea cuidadosamente el problema.

Reconozca lo que es informacién (dato), de lo que es ”incognita”, o lo que a usted se le consulta.
Trate de entender en la forma mas clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede usar
”sinénimos matematicos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto nunca esta

de mas.

Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento de lo que
debe probar.

. Situaciones de Desempeno Propuestas:

SiW={(z,y,2t) € R* |z —2y+ 2z — 2t =0} <R* entonces

[a] Determine, una base ortogonal respecto del producto usual para el subespacio W
[b] Determine W+

Sea V un K espacio vectorial con producto interno (,) de dimension n.

[a] Demuestre que (u,v) =0k (Yv,v € V) = u =0y
[b] Demuestre que (u —v,w) =0y (Vw,w V)= u=v

Considere el subespacio W = {(z,y,2,t) € R* | x +y + 2+t = 0} entonces usando el producto interno
usual de R*, determine Pyy.

Sea V un K espacio vectorial con producto interno (,) de dimensién n, y W < V.
Demuestre que Py inyectiva —=V =W

Sea W = {(z,y,2) ER?® |2 —y=0A2—1=0} CR? entonces usando el producto interno usual de R?

[a] Determine W+
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[b] ; Es R3 = W@ WL?

[6] Considere en el espacio vectorial Mg(2) el producto interno. (A, B) = Tr(B'A), y el subespacio
W ={A e MR(2) | A= A'}. Determine una base ortonormal de W.

[7] Si(V,{(,)) es un R - espacio vectorial entonces demuestre que
1
(u,v) = Zllu+ vl = [lu = ||
[8] Si W = {(1,1,1,1),(1,0,0,1)} € R* entonces usando el producto interno usual.

[a] Determine W+
[b] Es posible que R* = W @ W+, Si su respuesta es afirmativa demuestre la afirmacién, si es falsa de
un contraejemplo.
[9] En el espacio vectorial Ro[z] define para cada p(z) € Ra[z] y q(z) € Ra[z] el producto interno

{p(x), q(x)) = p(0) - ¢(0) + p(1) - 4(1) + p(2) - 4(2) ()
[a] Sea a = {1,1 — z,1 — 22} base de R?[z]. Determine una base ortogonal respecto del producto
interno definido en (%)
[b] Si W = {p(x) = ag + a1z + azx? € R?[z] | a9 = 0}. Determine W+ respecto del producto interno
definido en (48)
[c] Es posible que Ro[z] = W @ W+, Si su respuesta es afirmativa demuestre la afirmacién, si es falsa
de un contraejemplo.

[10] Sea (V,(,)) un K espacio vectorial de dimensién n, y a = {vy,...,v,} C (V —{0y}). Demuestre que
« conjunto ortogonal respecto de (,) = « conjunto linealmente independiente en V
[11] En Ry[z] el espacio de polinomios hasta grado 2, considere el producto interno
1
@.a@) = [ pa) o) da (+
[a] Determine una base ortonormal respecto del producto interno definido en () a partir de la base

canénica pol(2) = {1, z, 2%}
[b] Si W = ({1}) entonces determine W+

[12] Sea V,(,) un K espacio vectorial tal que dimg(V) = n y sea a = {uy,ug,...,u,} una base de V. Si
of = {u),ul, ... ul,} es una base ortogonal respecto del producto interno (,) obtenida de la base a.
Demuestre que

a Base ortogonal <= o =d

[13] Sea V,(,) un K espacio vectorial tal que dimg(V) =n, y W < V. Demuestre que

Wt ={0y} <= W=V
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7. Solucién de Situaciones de Desempeno: Producto Interno

[1] SiW = {(z,y,2,t) € R* |z — 2y + z — 2t = 0} < R* entonces

89

[a] Determinemos en primer lugar, una base ortogonal respecto del producto usual para el subespacio

W.
ueW <= u=(zyzt)eR'ANz—2y+2-2t=0
— u=(z,y,2,t) ER' Nz =2y — 2+ 2t
— u=(2y—z+2ty,z1t)
— u=y(2,1,0,0) +2(-1,0,1,0) +£(2,0,0,1)
— we ({(2100),(-1,0,1,0),(2,0,0,1)})
Asi que

W= ({(2,1,0,0),(-1,0,1,0),(2,0,0,1)})

Por otra parte, a = {(2,1,0,0),(-1,0,1,0),(2,0,0,1)} es linealmente independiente, porque

a1(2, 1,0, 0) + ag(—l,O, 1,0) + a3(2,0, 0, 1) =0ps = (2&1 — a9 + 2as3, a1, ag,ag) = (0, 0,0, 0)

f— a1:a2:a320

Luego, a es linealmente independiente, y por ende, es una base de W.

Ahora ortogonalizamos « utilizando el proceso de Gram-Schmidt.

vi = (2,1,0,0)
~1,0,1,0),(2,1,0,0))
':—1010—«”””7 2,1,0,0
Y2 (=1.0.1.0) - 2576.0), @ 10,0y > 100
—2
= (~1.0,1,0) = ==(2,1,0,0)
2
= (—1,0,1,0)—1—3(2,1,0,0)
-1 2
= (=—,2,1,0
( 5 757 ) )
<2707071)7(__2727170)> -1 2 <(2)050)1))(2)1a0a0)>
/Ué = (2’0)051)_ -1 2 5_152 (?55)1’0)— 2100 2100
<(Ta§)150)5(T5551)0)> <(’ sy ))() y YUy )>
2
-2 12 ((2,0,0,1),(2,1,0,0))
= (2,0,0,1) — -5 (—,=,1,0) — 22222 L (21 0,0
30,00 =55 510 7 1570,0),2.1,0,0) 71"

Luego, o = {v], vh,v4}, es una base ortogonal

Determine W+

Solucion
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ueWt — u=(z,y,2t) eR'Au,w) =0 (Yw;w € W)
— u=(z,9,2,1t) e R*A((z,y,2,1),(2,0,0,1)) =0A {((x,y,2,1),(—1,0,1,0)) =0 A
((x,y,2,t),(2,1,0,0)) =0
— u=(z,y,2,t) ER*N22+t=0A z—2=0A220+y=0
= u=(rv,y,z, ) Nt=-2xNz=xANy=—2zx
— u=(r,—2x,z,—2x)
= W= ({(1-21,-2)}

[2] Sea V un K espacio vectorial con producto interno (,) de dimensién n.
[a] Demuestre que (u,v) =0k (Yv,v € V) = u =0y

Solucion

[b] Demuestre que (u —v,w) =0y (Vw,w V)= u=v
Solucién
Por el item anterior. u —v =0y = u=v

[3] Considere el subespacio W = {(z,y,2,t) € R* | 4+ y + 2+t = 0} entonces usando el producto interno
usual de R*, determine Pyy.

Solucion
Etapa 1. Determinamos una base ortogonal de W

weW < u=(zyzt)eRANz+y+2+t=0

<~

— T, Y, 2, —T — Y — 2); (x,y,z)€R3
— wu=2x(1,0,0,—-1) +5(0,1,0,—1) + 2(0,0,1, —1); (x,y,2) € R

u=(z,y,2,t) ER*Nt= -2 —y —2
u=(

Luego,

w = ({(1,0,0,-1),(0,1,0,-1),(0,0,1,—1)})

Si a = {(1,0,0,—1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)} entonces « es una base de W, pues son claramente Lin-
ealmente independientes.

Ahora, ortogonalizamos, porque « no es base ortogonal.
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/
'Ul = (1’ 07 0’ _1)

0,1,0,—1),(1,0,0, -1
vh = (0,1,0,—1)_<(”’ ), (1,0,0, —1))

((1,0,0,-1),(1,0,0, 1))

(1,0,0,—-1)

1
= (0,1,0,—-1) — 5(1,0,0, -1)

1 1 /
= (-3 1,0, -5 tomaremos v = (—1,2,0,—1)
((0,0,1,-1),(=1,2,0,-1))

'Ug () b ) <(_172’07—1)’(_172707_1)>

(-1,2,0,—1)—

((0,0,1,-1),(1,0,0,—1))
((1,0,0,-1),(1,0,0,—1))

(1,0,0,—-1)

1 1
= (0,0,1,-1) = 2(~1,2,0,-1) = 5(1,0,0,1)
1 1 1
= __a__al)__
37 3 3

o = {(1,0,0,-1),(-1,2,0,—1),(—1,-1,3,—1)} es una base ortogonal de W

Ahora definimos la proyeccién ortogonal

~ {(y,21),(1,0,0,-1))
Pw(z,y,2,t) = [(1.0,0.—1), (1,00, 1)) (1,0,0,—1) +

((z,y,2,t), (—1,-1,3,~1))

(z,y,2,t),((—-1,2,0,-1)))
1

Y5 %, 1), (
(12,01 (—Lzo -1y  b20-D+

-1,-1,3,—1
((—1,—1,3,—1),(—1,—1,3,—1)>( —1,3,-1)
—t 2 —x—t 3z—x—y—t
B T R PN C ek FNIE 1 WL OIS C it Bl PR PR I
2 6 12
Podemos comprobar directamente que
Pw(1,0,0,—1) = (1,0,0,—1)
Pw(—-1,2,0,1) = (-1,2,0,1)
Pw(-1,-1,3,1) = (=1,-1,3,1)

[4] Sea V un K espacio vectorial con producto interno (,) de dimensién n, y W < V.
Demuestre que Py inyectiva —=V =W

Solucion
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Sabemos que W < V| asi que en particular W C V.

Reciprocamente, si u € V entonces Py(u) = wg € W. Por otra parte, como wy € W entonces
Py (wg) = wg. Asi que juntando la informacién obtenemos que

ueV = Py(u) =w) € W= Py(u) = Py(wy) = u=wyeW=VCW
Por tanto V=W.

[5] Sea W = {(z,y,2) ER3 |2 —y=0Az—1=0} CR3 entonces usando el producto interno usual de R3
[a] Determine W+
Solucién

Etapa 1. Determinamos el conjunto W.
weW <= w=(a,bc)ERANa—b=0Ac—1=0
— w=(a,bc)eR*Na=bArc=1
— w=(a,a,1); a€R (%)
Ast que W = {(a,a,1) | a € R}

Etapa 2. Ahora, determinamos el subespacio W+,

ueWt — weRAww) =0 (VwweW)

= :(ac y,2) € R3A ((z,9,2),(b,b,1)) =0 (¥b;b € R) (Usando (x))
—= u=(z,9,2) ER*Abz+by+2=0

— u=(z,9,2) ER*ANz=—bz — by

— u=(z,y,—bxr —by)(Vb;b € R)

Finalmente,

((x,y,—bx —by), (a,a,1)) =0 (Va;a € R) <= ar+ay—br—by=0
— (a-b)(z+y)=0
— (r+y)=0
<~

y=—x

Por tanto
weWt — w=2(1,-1,00 z€R
Ast que W+ = ({(1,—1,0})
b] ; Es R = W@ WL?
Solucién
No es posible, pues W no es un subespacio.

[6] Considere en el espacio vectorial Mg(2) el producto interno. (A, B) = Tr(B'A), y el subespacio
W ={A € MR(2) | A= A'}. Determine una base ortonormal de W.
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Solucion

Etapa 1. Determinamos una base de W

AeW = AeMR(2) A A=A

a b a b a b t
<:>A_<c d>/\(c d>_(c d)

a b a b a c
= A_<c d>/\(c d>_(b d)
<:>A:(ab>/\b:c

c d

a b
— A:(b d);(a,b,d)eR3

a 0 0 b 0 0
= a=(50)*(s o) (oa)

1 0 0 1 0 0
<:>A_a<00>+b<10)+d<01>

o O
_ O

= ({(3 )

Ahora, si llamamos o = { <

O =

=)
O =
"
7N
o O
—_ o

> } entonces « es una base de W.

En efecto

(3 0) (24 a(32) = (38)= (3 4= (3 8) =amsmano

Asf que a, genera y es un conjunto linealmente independiente por tanto es una base.

Etapa 2. Verificamos si a es 0 no una base ortogonal

Coo) (b)) =
(

S
N
O =
o O

)

oo
_ o
~—
\/
I
S
~

P
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N~
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N

o

o O

N—————

N

— O

S~

N————

<

tonormal

si v es una base or

Etapa 3. Verificamos

o O

— O

~ o~
I

« ©
&~ N o
I I I

T
7N

— O
O
~~_
N
— O

S~

N——
~o_

Como,

a
I
N
o
— O
~
>
7 N\
— O
[enl
~
7 N\
— O
o -
~
W
Il mw
o=t
AN m
— O <
g
o - qa
~——7 H
HA

~ ~
&~ N~
I I I

T
N

O
o O
"
7N
O

[en il an)

N——
~o_

Como,

=G )

0 0
01

rtonormal es:

Finalmente, una base o
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[7] Si(V,(,)) es un R - espacio vectorial entonces demuestre que

1
(u,v) = Zllu+vl* = u— o]’

Solucion

1 9 9y 1
e+ ol =lu—ollF] = Z[{u+v,utv) = (u=-v,u-0v)

= )+ u,0) + (o) + (0,0) = (o) — (n,0) = (0,0) + (v, 2))]
1

n
= (u,v)

[8] Si W ={(1,1,1,1),(1,0,0,1)} C R* entonces usando el producto interno usual.

4(u, v)]

[a] Determine W+

Solucién
weWt «— weR*A[(u,(1,1,1,1)) = 0A (u,(1,0,0,1)) = 0]
= u=(x,y,21) e R*N[((x,y,21),(1,1,1,1)) =0 A {(z,y,21),(1,0,0,1)) = 0]
— u:(x,y,z,t)€R4 ANz+y+z+t=0Ax+t=0]
= u:(:v,y,z,t)E]R4 Nz=—-yANt=—x]
— u:(xaya_y)_ ) (:C )ERQ
— u=2x(1,0,0,—-1) +5(0,1,-1,0) A (z,7) € R?
<— € ({(1,0,0,-1),(0,1 ,—1,0)}>
Luego,

Wt = ({(1,0,0,—1),(0,1,=1,0)})

Como siempre, es necesario aplicar el proceso de control, que aqui significa comprobar nuestro

resultado:
((1,1,1,1),(1,0,0,—1)) = 0
((1,1,1,1),(0,1,-1,0)) = 0
((1,0,0,1),(1,0,0,—1)) = 0
((1,0,0,1),(0,1,—1,0)) = 0
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[b] Es posible que R* = W @ W, Si su respuesta es afirmativa demuestre la afirmacién, si es falsa de
un contraejemplo.

Solucién
No es posible pues W no es un subespacio, ya que es finito y no nulo.

[9] En el espacio vectorial Ry[x] define para cada p(z) € Ra[z] y q(x) € Ralz] el producto interno

(p(z),q(x)) = p(0) - ¢(0) + p(1) - ¢(1) + p(2) - ¢(2) (*)

[a] Sea a = {1,1 — z,1 — 22} base de R?[z]. Determine una base ortogonal respecto del producto
interno definido en (48)

Solucién
En primer lugar verificamos la ortogonalidad de o = {1,1 — z,1 — 22}.

11—z = 1-1-0)+1-1-1)41-1-2)=140-1=0
1,1—2%) = 1-1-0H+1-1-1>)+1-1-2)=140-3=—2
l-z,1-2%) = 1-0-1-0H+0-1)-0-1))+(1-2)-(1-2%) =4

Como « no es una base ortogonal entonces aplicamos Gram Schmidt para obtener o’ una base
ortogonal de R[x].
Sea entonces

v = 1
vh = 1—x
o (0w ()
e (e s S TS T
2y _ 4 () 2
= ) g aeyy Y T !
4 2
= (1—x)—§-(1—x)+§-1

2
= 1—x2—2+2x+§

= —-+2r—v
3

Asi que una base o/ ortogonal es

! 1 2
o = 1,1—x,—§+2x—x
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Para concluir, debemos aplicar el mecanismo de control

(1,1-2) = 0
<1 1+2 2> 1(1+0 02)+1<1+2 12>+1<1+4 22)
"3 3 3 3
B 1+1 1 1
3 3 3
= 0
(1—x) —1+25E—$2 = 1 ! +0-|—1
"3 3 3
= 0

[b] Si W = {p(z) = ag + a1z + asx® € R?[z] | ap = 0}. Determine W+ respecto del producto interno
definido en (48)

Solucién
p(z) €W — p(z)=ag+ a1z + az® € Ryfz] Aag =0
— p(x) = a1x + azx® A (a1, a9) € R
Luego,
W = (z,2%)
Ahora,
g(x) e WH = q(z) € Rofz] A [(a(@), 2) = 0 A (g(),2%) = 0]
_ 2 q(0)-0+¢(1)-1+4¢(2)-2 = 0
< q(x) =by+ bix + bex” € Ry[x] A g(0)- 02+ g(1) - 12 +¢(2)- 22 = 0
_ 2 q(1) +2¢(2) = 0
- q(fb)—b0+b1$+b2$ ERQ[SE]/\ q<1)+4Q(2) — 0
—  q(x) = by + brz + byx® € Rofz] A 2q(2) =0
—  q(x) = by + bz + bax? € Ro[z] Aq(2) = ¢(1) =0
& q(ac) bo—i—blx—i-ng ERQ[%‘]/\b0+bl+bg—0/\bo+2bl+4b2—0
— q(fE) bo + b1z + bQSC S RQ[SE] A bg = 2by A by = —3by
= q(z) = 2by — 3box + box? Aby € R
Luego,

Wt = ({2-3z+2%)
Debemos comprobar:
2-3z+2%z) = 04+4(2-3+1)-14+(2-6+4)-2=0
2-3z+2%2% = 04+4(2-34+1)-124+(2-64+4)-4=0

[c] Es posible que Ro[z] = W @ W+, Si su respuesta es afirmativa demuestre la afirmacién, si es falsa
de un contraejemplo.
Solucién

como a = {x, 22,2 — 3z + 22} es una base de Ry[z] entonces cualquier polinomio h(x) € Ra[z] se escribe
Unicamente como

h(z) = apx+ ajx®+ax(2 — 3z + %)

[S2%% cW-L
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[10] Sea V un K e. v. de dimensién n con producto interno (,), y sea a = {vy,v2,...,v,} C (V= {0y}).
Demuestre que

« conjunto ortogonal respecto de (,) = « conjunto linealmente independiente en V
Solucion: Por demostrar que
n
Zajvj:():aj:() (1<j<n)
j=1

En efecto

n

Supongamos que Zajvj =0 a; € K;(1 <37 < n) entonces como ahora podemos multiplicar, lo
j=1

hacemos e.e.

0 = (Zajvj,vk> (1<k<n)
j=1

n

= Zaj<vj,vk> (1<k<n)

j=1
= ap(vk, vg) (recordar que v; L v; i # j)

Finalmente,

vg # 0= (v, v) #0

Asi, que ap =0 (1 <k <n). Lo que muestra que « es un conjunto linealmente independiente en V.

[11] En Rg[z] el espacio de polinomios hasta grado 2, considere el producto interno

(@) q() = / p(a) - g(z) de ()

-1

[a] Determine una base ortonormal respecto del producto interno definido en () a partir de la base
canénica pol(2) = {1, z, 2%}

Solucién
En primer lugar, verificamos la ortogonalidad de pol(2) respecto del producto definido en (%)

1 72
(Lx) = / rdr="|1,=0
. 2

1 3 2
1.22) = 2p =Tt ==

1 LA
(z,2%) = /:cgd:c:ZPl:O

-1

Luego, pol(2) no es una base ortogonal, asi que aplicamos G-S. Sea
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u1 —
uy = x
2

u’3 — 2 <902790>x_ <90271> ] =g2_ 3. 1::62_1

(x,x) (1,1) 2 3

Luego,
! 2 1
pol(2)" = {1,3:,3: —g}

Es una base ortogonal de Ra|[x] pues,

/\
vﬁ%
=
[\
|
W =
\/
[l
(i
)
w
QL
S
|
|
—
— =
]
Q.
S
[l
o

Finalmente, basta dividir por la norma para , obtener una base ortonormal de Ro[z]

[b] Si W = ({1}) entonces determine W+

Solucién
p(r) € WH = p(x) € Ryfz] A (p(x),1) =0
— p(x) = ag + a1z + asx® A {ag + a1z + aza®, 1) = 0
1
— p(x) =ap+ a1z + ax® A / (ap + a1z + agz®) dz = 0
-1
1 1 1
— p(z) = ag + a1x + asx® A (ao/ dm—i—al/ xdx:O—i-ag/ z? dac) =0
-1 -1 -1
2 2
— p() =ao+ a1z + agx® A 20,0—1—50,2 =0
— pr)=as+az+ asx® A as = —3ay
— p(x) = ap + a1z — 3apx® A (ap,a;) € R?
— p(x) =ap(l —32°%) +arx
Luego,
WJ_ = <{(1—31‘2),$}>
[12] Sea V,(,) un K espacio vectorial tal que dimg(V) = n y sea a = {uq,ug,...,u,} una base de V. Si
o = {uf,ul,...,ul} es una base ortogonal respecto del producto interno (,) obtenida de la base a.

Demuestre que

a Base ortogonal <= o =d/
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Solucion

Si a es una base ortogonal entonces sabemos que:

a Base ortogonal <= (v;,vj) =0sii#jA(1<i<n)(1<j<n)

Ademds si v] = v; entonces

N

/
r <U’U1>/_ r
Vg = Uy — v] =v2—0-v; = v

0 = g vy _ (U3 01)

=02 —0-v9—0-v] =
(vg,09) 2 (og,up) LT BT DI RTOTLTS

o <’Unavn—1> L <’Un,?}1>
{vr,v1)

1= "Un

Asi que a = o/

Reciprocamente, si « = o’ y como °alpha’ es base ortogonal entonces a es base ortogonal

[13] Sea V,(,) un K espacio vectorial tal que dimg (V) =n, y W < V. Demuestre que

Wt = {0y} < W=V

Solucion

Sabemos que si W < V entonces V =W & W+. Asf que si W+ = {0y} entonces

V=WaoW=Wa{y}=W

Reciprocamente, si W =V entonces

V=WoWt=VaVt—=wt={0y}=W
Pues, (w,v) =0 (Vv eV) = (w,w) =0= w =0y
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8. Aplicacién 1: Método de Aproximacion de los Minimos Cuadrados

8.1. Planteamiento del Problema. Siy = f(z) es una funcién continua en R, y conocemos sélo n valores
deella , f(x;) = y; € R para 1 <i < n, entonces

., Cémo conseguir, si es posible, una curva que pase por los puntos P; = (z;,y;) parai=1,2,...,n 7 y que
cumpla con las particularidades de la funcién f, salvo probablemente cometiendo errores controlados.

8.2. Herramientas Basicas 1: Sistemas de Ecuaciones. Si consideramos un sistema lineal de orden
(n x m)

a1r1 + apry + ... 4+ amxT,m = b
as1xr1 + axry + ... 4+ agpT, = b

. (48)
an1x1 + apry + ... + apmTm = bp

entonces sabemos que

1. El sistema (48) tiene una notacién equivalente usando matrices en la forma AX = B, donde

71 b1
A:(aij)eMR(nxm), X = yBZ

Tm by

2. (48) tiene solucién si el rango de la matriz de coeficientes A es el mismo de la matriz ampliada (A|B),
es decir p(A) = p(A|B)

Ejemplo 8.2.1. Dado el sistema lineal

2xv1 4+ a9 — x3 = 1
ry — x2 + x3 = 2

Conforme a lo que hemos expuesto encima:

1. En notacion matricial tenemos que

201 + a9 — x3 = 1
r1T — X2 + X3 2

2 1 -1 Ty
— 1 -1 1 2=
3

2. Calculando el rango de la matriz ampliada (A|B)

2 1 -1 | 1
(1 -1 1| 2> (h e l2)

(lg — lg — 211)

|
—_ =
|
—_ =

(lg — %12)

O = OF= O N
|
— =
|
— =

)
|

)

"

(ll — ll + lg)

TN T N N N
|
W =
|
L =
|
~— TN W
N~

Verificamos que hay solucion pues, p(A) = p(A|B) = 2
3. Como p(A) = p(A|B) = 2 < 3 entonces tenemos infinitas soluciones para el sistema del tipo

il 1 1 0
X = ) = —14 23 = —1 + 3 1
I3 T3 0 1
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Ejemplo 8.2.2. Dado el sistema lineal

201 + x2 — x3 = 1
T, — T2 + x3 = 2 (49)
41 + 229 — 23 = 3

Procedemos como en el ejemplo (8.2.1) vy,
1. En notacion matricial tenemos que

261 + x99 — x3 = 1 2 1 -1 € 1
r — X3 + x3 = 2| 1 -1 1 ) = 2
4ry + 229 — 223 = 3 4 2 =2 xrs3 3
2. Calculando el rango de la matriz ampliada (A|B)
2 1 -1 | 1 1 -1 1 | 2
1 -1 1 | 2 (lh + 12) 2 1 -1 | 1
4 2 -2 | 3 4 2 =2 | 3
(lg ng—?ll) -1 1 ‘ 2
(l3 <~ l3 — 411) 0 3 -3 ‘ =3
0 6 —6 | =5
1 — 1] 2
(I — %1y) 0 1 -1 | -1
0 6 —6 | =5
1 0 0 1
(ll — ll =+ lg) |
(I3 = I3 — 6l2) O
o0 o] 1
10 0 0
(ll — ll — l3) ’
(I — Lo + 3) 01 -1 1] 0
3 00 0] 1

Verificamos que no hay solucion pues, p(A) =2 y p(A|B) =3

3. Como p(A) # p(A|B) entonces no hay solucion.

8.3. Herramientas Basicas 2: Espacios Vectoriales. Hasta ahora el criterio a usar, para que un
sistema tenga o no tenga solucién es comparar mecanicamente dos nimeros, mas especificamente el rango
de la matriz de coeficientes y el rango de la matriz ampliada, ambas asociada al sistema lineal dado. Como
puede ser rapidamente deducido esta técnica no permite una mayor elucubracién tedrica, asi que debemos
intentar traducir este comportamiento a través de las ricas y fructificas propiedades que poseen los espacios
vectoriales.

Para ello, observamos que las columnas de una matriz A = (a;;) € Mg(n x m) son elementos del espacio
vectorial Mg(n x 1), y en este nuevo contexto el siguiente teorema es una caracterizacién (una nueva
formulacién) del Teorema del Rango.

Teorema 8.3.1. (Caracterizacion del Teorema del Rango) El sistema (48) tiene solucion si y solo si B
pertenece al espacio generado por las columnas de A.

En efecto, como

a1 + ... + aimTm = by an A1m b1
anx1 + ... + awmTm,m = by asy a2m by

11 + ...+ AT = by an1 Qpm by,
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entonces es claro que,

ail a12 A1m
. ., a21 a2 a2m

(48) tiene solucion <= B e Q(A) = } , } e .
anl an2 Apm,

Ejemplo 8.3.2. El sistema del ejemplo (8.2.1) tiene solucion, como visto encima, y por ejemplo

(2)=r (1) () ()

O mejor, para cada x3 € R:

()= (2) oo ( D) om ()

Ejemplo 8.3.3. El sistema (8.2.2) no tiene solucion, como visto encima, y podemos directamente ver que,

1
2 = X1 -
3

1 ~1
+ao- | =1 | +a3- 1 | =1=
2 —2

(=)

=N
Do o

Si consideramos un sistema lineal como el sistema (48) entonces Del teorema (8.3.1), sigue que el sistema
(48) no tiene solucién si y sélo si B ¢ (A). Por tanto se torna clave el subespacio Q(A) de Mg(n x 1), y
entonces direccionemos nuestras ideas hacia este conjunto:

1. En primer lugar, usaremos en el espacio vectorial Mg (n x 1) su producto interno canénico es decir,

t

al bl al bl
ag by a2 b2 "
) . = = Z a;b;
: =1
(079 bn an bn

2. Si Po(a) : Mg(n x 1) = Q(A) representa la proyeccién ortogonal de B en el subespacio {2(A) entonces

Pocay(B) € Q(A)

y, aplicando nuevamente el teorema (8.3.1) existe X € Mg(m x 1) tal que

A-X = Pou(B) (50)

3. La distancia d(B,(A)) = || B — Poa)(B)|| = \/<B — Poa)(B), B — Poa)(B)), es la menor posible, es
decir. B — Poa)(B) € Q(A)* por tanto si notamos las columnas de A, de la forma:

COZJ(A) - ) (1 <j< m)

entonces
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Equivalentemente
0 = colj(A)" (B- Poca)(B)) (1<j<m)
= colj(A)"- B — col;(A)" - Poa)(B) (1<j<m)
(5_0) t t S .
=" colj(A)"-B —colj(A)A- X (1<ji<m)
Luego,

B~ Poa)(B) € QA < A B=A'A-X

8.4. Herramienta Central.

(51)

Definicién 8.4.1. Dado un sistema lineal de orden (n x m), tal como el definido en (48) entonces cualquier
solucion de la ecuacion matricial,

AtA.X = At. B

serd llamada una solucién por minimos cuadrados de (48)

(52)

Teorema 8.4.2. Sea A € Mg(nxm). Si p(A) =m, (donde p(A) es el rango de la matriz A) entonces A'- A
es invertible y el sistema lineal asociado a la matriz A, tiene una dnica solucién por minimos cuadrados

dada por:

X = (A'-A)'A'B

En efecto, sabemos por definicion que,

U invertible <= ker(U) ={(0)} <= U -X =(0) = X = (0)

entonces usando esta equivalencia obtenemos,

At AL X = (0)

Ejemplo 8.4.3.

Consideremos el sistema lineal

r + 4y — b5z = 3

2 + y — 2z = 2
—r + 2y — 3z =1
2z + 4y — 6z = 7

= (A" A X)=0=X"A" 4. X=0=(A-X)'-A-X=0

= A-X,A-X)=0=A4A-X=0

= x1-coli(A) + 2 cola(A) + - + xy - col,(A) =0

— 1 =xT9=---=x, =0, (las columnas de A son linealmente independientes)
= X =(0)

(53)
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El sistema (53) se escribe matricialmente como

1 4 -5 . 3
2 1 —1 2
-1 2 -3 o N (54)
—2 4 —6 g 7
X ~——
A B
Calculamos p(A), escalonando la matriz A por filas:
1 4 :5 3 (Ly —> Lo — 2Ly) 1 _4 -5 _3
2 1 1 2 0 7 9 4
_ _ (Ls — L3 + L1) _
12 -3 1 L Lot am) 0 6 -8 4
-2 4 -6 7 4 2 ! 0 12 -16 13
1 4 -5 3
0 -7 9 —4
(L4 — L4 — 2L3) 0 6 —8 4
0O 0 0 5

Luego, p(A) = 3 y p(Aa) = 4, ast que por una parte p(A) es mdzimo y por otra el sistema (53) no tiene
solucion.

De acuerdo al teorema (8.4.2), At- A es invertible y la ecuacion At-A-X = A'- B, tiene solucién tinica.
Asi que tenemos alternativa: Escalonar para aplicar el teorema del rango, o bien calcular directamente
(At~ A)~L. Optaremos por la primera y entonces debemos armar el sistema a resolver.

1 2 -1 -2 ;‘11:? 10 -4 8
At A = 4 1 2 4 19 3 |=| % 37 -5l
-5 -1 -3 -6 L9 4 _6 8 —51 47
Ademdas,
1 2 -1 =2 ;’ -8
A'-B = 4 1 2 4 L= 44
-5 -1 -3 -6 —62
7
Asi que debemos resolver el sistema
10 -4 8 1 -8
—4 37 =51 || x2 = 44 (55)
8 —51 47 x3 —62

Finalmente resolvemos el sistema lineal (55), escalonando su matriz ampliada correspondiente:

10 -4 8§ =8 1 0 0 0.36936168
-4 37 =51 44 0 1 0 1.31037985
8§ —51 47 —62 0 0 1 0.11689171

Q

Asi que la solucion por minimos cuadrados es:

~ 0.36936168
X = | 1.31037985 (56)
0.11689171
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8.5. Aproximacion por una Recta.
Definicion 8.5.1. Consideremos una coleccion finita de puntos del plano; digamos
9 = {(a1,b1),(az,b2),...,(an,bn)} (57)

tal que a; # aj para algin i y para algin j, (1 <i<n)y (1 <j <n) entonces la recta “que mejor se ajuste
"a la coleccion de puntos (57), la llamaremos “recta de minimos cuadrados 7.

recta de minimos cuadrados

Figura 14: Recta de los Minimos Cuadrados

Aplicacion 8.5.2. Si suponemos que la ecuacion de la recta de minimos cuadrados es dada por al ecuacion:
(RMC) Yy =myx + mg (58)
entonces a partir de (58), tenemos las ecuacion basica (EB)
(EB) b = mya; +mo+d; (1<i<n)
donde;
di #0 <= (a;,b;)) € (RMC) ( De acuerdo a la Figura 14)

Asi que, tenemos el sistema de ecuaciones para la recta de minimos cuadrados:

b1 = mya; +mp + dl
bs = myaz+ mg+do
b3 = miaz+mo+ds
b, = mian,+mg+d,

Fquivalentemente
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bl aq 1 dl

b2 a9 1 dQ

by | = | a3 1 ( m ) +| ds (59)
. .. mo .

b’I’L an 1 X n

B A D

Finalmente;

[1] como a; # aj, para algin i y para algin j entonces p(A) = 2 y entonces del teorema (8.4.2), sigue que
el sistema A- X = B tiene una solucién tinica por minimos cuadrados, dada por X = (A'A)~1A'B

[2] Como D =B — A-X entonces D, representa la menor magnitud posible

Ejemplo 8.5.3. En la fabricacion de un producto quimico Q, se detecta que la cantidad de un compuesto
quimico p, es controlada por la cantidad del producto quimico ¢ utilizado en el proceso. Al producir un litro
de Q, se detectaron las cantidades de p y c, presente y usada respectivamente, sequn la tabla:

c ocupada | 3 | 4 5 6 718 9 | 10 | 11 | 12
(60)

p existente | 4.5 55|57 (6.6 |7.0|7.7|85|87|95]|9.7

Solucion del problema

e Fl grdfico de la tabla es de la forma:

13
12 +
11 +
10 + .

| | | | | | |
T T T T T T T T T T
23456 78 910111213
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e El sistema que corresponde en este caso es de la forma:

4.5 3 1

5.5 4 1

5.7 5 1

6.6 6 1

7.0 | 701 m
| T | 81 (m())
8.5 9 1 T
8.7 10 1

9.5 11 1

9.7 12 1

B A

e Como el rango de A es 2 entonces hay solucién unica. Asi que debemos calcular A'A y A'B.

L, (645 75 [ 5986
AA_( 75 10 AB=\ 734

e Luego la solucion del sistema es dada por:

<= (m)

e Por tanto, la recta pedida es de la forma:

0.583
2.967

p = 0.583c+ 2.967

y su grdfico es de la forma:

13 +
12 +
11 +

T T T 1
1011 12 13

! ! ! ! ! ! ! ! !

T T T T T T T T T
01234567289

1
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8.6. Aproximacién por un Polinomio. Consideremos nuevamente la coleccién § en (57), es decir

ﬂ = {(al, bl), (ag, bg), ey (an, bn)}

Aplicacion 8.6.1. Si suponemos que al menos m + 1 de los a; son distintos entonces podemos aproximar
al conjunto § por un polinomio de la forma:

m
PMC y:Zcixi (m<n+1)
i=0
La ecuacion bdsica en este caso es dada por:
m .
b = > cdit+d;  (1<j<n) (61)
i=0

yd]?é0<:>(aj,bj)¢(PMC), pam()gjgn

A partir de (61), podemos construir el sistema de ecuaciones lineales para el polinomio de minimos cuadra-
dos:

b1 1 o a% coooat co dq
by 1 as a% coooay c1 do
e . B . . * . + . (62)
by, 1 a, a% coooay Cm dp,
B A X D

Como existen al menos m+ 1, a; distintos entonces p(A) = m+ 1 y del sistema (62) y del teorema (8.4.2),
sigue que el sistema asociado A- X = B tiene un solucion tinica de la forma X = (At - A)~1. At. B.

Ejemplo 8.6.2. Ajustemos la tabla de datos

a través dej un polinomio cuadrdtico q(x) = a + bx + cx?

Solucion
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e El grdfico de los puntos es el siguiente:

Figura 17

o FEl sistema general asociado a la situacion segun el sistema lineal (62) es:

1.1 1 00 a

0.1 = 1 11 b
—3.1 1 2 4

B A X

o Asi que debemos resolver el sistema Al - A-X = At - B, y para ello:

o Calculamos At - A y A - B

111 1 00
Al A = 0 1 2 111
0 1 4 1 2 4

3 3 5

= 3 5 9

5 9 17
11 1.1
At B = 0 1 0.1
0 1 -3.1

1

2

4
-1.9
= —6.1
—12.3
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o Escalonamos la matriz ampliada [A! - A|A* - B].

3 3 5 —-19
[AT- A|AY- B] = 35 9 —61
5 9 17 -123
1 0 0 1.10001
= 0 1 0 0.09999
0 0 1 —1.09999
Luego, el polinomio de los minimos cuadrados es:
q(z) = 1.10001 + 0.099992 — 1.099992> (64)
e Finalmente, el grdfico de (64) es:
2 I
1 //\ 1
-2 1 1 2
14
_9 1
—3 4
Figura 18

8.7. Aproximacién por una funcién. Consideremos una funcién y = f(z) continua en R y supongamos
que conocemos sé6lo n valores de ella , digamos f(z;) = y; € R para 1 <1i < n entonces si queremos resolver
el problema planteado al inicio de este Capitulo, debemos considerar las siguientes etapas

Etapa 1. Supongamos que existe un conjunto de funciones a = {g1,92,...,9n} tal que

e « es linealmente independiente en el espacio de funciones continuas en R

e gi(z;) € R, para (i =1,2,...,n)

Etapa 2. Sea W = ({g1,92,...,9n}) €l espacio vectorial generado por a.

Etapa 3. Define en W el producto interno:
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(h,s) = Zh(mi)s(xi) (65)

Etapa 4. Partir de (65), definimos la norma usual:

17

Asi que f es aproximable por g € W si y sélo si la distancia d(f, g), es minima, esto es equivalente a decir
que (f —g) € Wt

En particular deben verificarse simultaneamente las ecuaciones:

(9 f—9)=0 (1=1,2,...,n) (66)

Es decir, que si g = Z ¢ig; entonces de (66), sigue que,
i=1

n

n
0 = <gZ7f _g gZ7f chgj glv > - <givzcjgj glv ZC] gZ7gj
j=1 J=1

Etapa 5. Resumiendo

n

ng < gza ZC_] gz,g] 1—1,2,...,7’1)
Jj=1

— Zgz xj)f Z@Zgl xE)gi(zg) (1=1,2,...,n) (67)
j=

(67) se conoce como “método de los minimos cuadrados”

Ejemplo 8.7.1. Supongamos que y = f(x) es una funcion tal que verifica los valores:

x o] 1] 2
fl@)|1.1]01]-3.1

y que deseamos aprozimar seqin el método de los minimos cuadrados por la funcion g(x) = ¢ + cox?

entonces

g(z) =1
g2(z) = a°
Asi que (67) para este caso, consiste en:
(91, f) = c1lgr, 91) + c2{g1, 92) (68)
(92:.f) = c1(g2, 91) + c2(g2. g2) (69)

Como conocemos los valores de f y g;, para i = 1,2 entonces
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(91, f) 1-1141-01+1-(=31)=-1.9
(91,91> = 1-14+1-1+1-1=3

(g1,92) = 1-0"+1-1241-22=5

(g2,g1) = 0*-1+1%2-14+22-1=5

(g2,g2) = 02-02+12.12422.22 =17

(92, f) = 0%-1.1+17 -0,1+22.(_3_1) — _123

Asi que sustituyendo en (68) y (69) tenemos el sistema:

3ct, + 5c0 = -—1.9
5¢1 + 17co = —-12.3

113

(70)

De donde ¢1 =~ 1.12 y co = —1.05 ast que la funcion que mejor aproxima a la funcion f, segun este método

es g(x) = 1.12 — 1.0522 y el grdfico de la funcion g es aprozimadamente:

/N

Figura 19

Ejemplo 8.7.2. Supongamos que la poblacion de una cierta localidad ha variado en el tiempo, segun la tabla:

ano 1950 | 1960 | 170 | 1980
poblacion x10* | 1.0 ‘ 1.5 ‘ 1.8 ‘ 2.0
e

f(®)

Supongamos que queremos aproximar los puntos de la tabla por una funcion del tipo:

t:4‘t:5‘t:6‘t:7

g(t) = ag+ait+ast?

entonces ¢ cual serd la poblacion en el 2000 ¢
Segun el método de los minimos cuadrados debemos tener para este caso:

e gi(t)=1
[ ] gg(t) =1
[ ] gg(t) == t2

(71)
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Asi que:
(g1, f)) = ao(g1,91)) +ai{g1,92)) + a2(g1,93)) = 6.3
(92, f)) = aolg2,91)) + ai{g2,92)) + az(g2,93)) = 36.3
<93af)> = a0<93,91)> +a1<gg,gg)> +a2<gg,gg)> = 216.3

Luego resolviendo el sistema para estos valores tenemos que:

e ag = —2.415
e a; = 1.155
e ao = —0.075

Por tanto la funcion que aproxima es de la forma:

g(t) = —2.415+ 1.155t — 0.075¢> (72)

Ast que la poblacion esperada segun esta aproximacion es dada por:

g(9) x 10* = 1.905 x 10*
19050 (73)

Ejemplo 8.7.3. En (8.7.2) tratemos de predecir la poblacion, usando para aproximar una funcion del tipo
g(t) = a- €. Para aplicar el método de los minimos cuadrados podemos hacer lo siguiente:

fit)y~a-e" Inf(t) ~Ina-e
Inf(t) ~Ina+ Ine”
Inf(t) ~Ina+btlne
In f(t) = Ina+ bt

1117

Asi que en este caso tenemos que:
g(t) = Ilna+bt

Es claro que también tenemos que modificar la tabla anterior, es decir (71) se transforma aplicando In en:

1950 | 1960 | 170 | 1980
0.0 ‘(l405‘(l588‘(l693 (74)

ano
poblacion x 10
——

I f ()

‘t:4‘t:5 t=6|t="7

Finalmente st llamamos:
F(t) = £()
eci=lnayg(t)=1
e ca=bygpt) =t

entonces segun la tabla (74) tenemos que:
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(g1, F) = 1.686
(g2, F) = 10.404
(g1,1) = 4
(91,92) = 22
(92,91) = 22
(92:92) = 126

Asi que obtenemos el sistema:
4c1 + 22¢9 = 1.686

22¢; 4+ 126c2 = 10.404 (75)
Resolviendo el sistema (75) tenemos que:
c1~0226 = a=0.439
c2~ 0226 = b=0.226
Luego de estos resultados concluimos que:
[1] g(t) = 0.439¢%-226! —> ¢(9) = 3.356
[2] Asi que finalmente tenemos en este caso:
poblacién x 10* = F(9) x 10* ~ 3.356 x 10* = 33560 personas (76)

9. Aplicacién 2: Producto Interno y Estadistica

Definicion 9.1. Si consideramos un fenémeno o suceso F' tal que posee las posibilidades distintas de ocurrir
S1,892,...,8, entonces

[1] Llamaremos espacio muestral al conjunto

S(F) = {s1,%2,...,5n} (77)
[2] Si cada s; posee una probabilidad de ocurrencia p;, para i =1,2,...,n entonces llamamos “vector de
probabilidad "del suceso F a
p(F) = (p1,p2,..-,Pn) (78)
y (78)
[3] Si ademds a cada elemento s; asociamos un valor “r;”, para cada i =1,2,...,n entonces el vector
z(F) = (z1,22,...,%p) (79)

se llama “variable aleatoria”, asociada al espacio muestral del suceso F'.

[4] Llamaremos “valor medio o esperado”de x(F') a:

Z(F) = pixz1+pexo+p3z3+ - + Pny (80)
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[5] Llamaremos “varianza”de z(F) a:

vp(F)] = pi(zr = 2(F))® + pa(wz = 2(F))* + -+ + pa(an — 2(F))

[6] Llamaremos “desviacion standar’de x(F')

dlz(F)] = ola(F)]

Ejemplo 9.1.1. Si I representa “el lanzamiento de un peso chileno”, entonces
[1] S(F) = {cara,sello}
11
2| p(F)=1(=,=
2 o(F) = (35)
Ejemplo 9.1.2. Si F representa “el lanzamiento de dos monedas”, entonces
[1] S(F) = {(cara,cara),(sello,sello),(cara,sello)}
111
2| p(F)=1|-,-,=
40P = (373)
Ejemplo 9.1.3. Si dos personas A y B en (9.1.1), deciden hacer la apuesta:

e Si después del lanzamiento de la moneda sale cara A gana $10
e Si después del lanzamiento de la moneda sale sello B gana $10

entonces

[1] S(F) = {cara,sello}

2 0P = (5:3)

3] z(F,A) = (10,—10), variable aleatoria del punto de vista de A

[4] z(F,A) = (—10, 10), variable aleatoria del punto de vista de B

Ejemplo 9.1.4. Si las mismas personas A y B deciden hacer la apuesta en (9.1.2), como sigue:

e Si salen dos caras A gana $10
e Si salen dos sellos A gana $7
e Si salen una cara y un sello B gana $7

entonces la situacion es la siguiente:

[1] S(F) = {(cara,cara),(sello,sello),(cara,sello)}

24 0F) = (373)

(81)

(82)
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3] z(F,A)=(10,7,-7)

4] 2(F, B) = (~10,-7,7)

9.2. Un producto interno “estadistico”. Sea u = (uj,ug,...,u,) € R™ un vector fijo entonces define
el producto interno:

n
<(x17$27---7$n)7(917y27---7yn)>u = Zuzxzyz (83)
=1

Lema 9.2.1. Si F' es un evento entonces

En efecto

Para probar [1] hacemos:

= szxz

i=1
= z(F) verificar en (80)

Para probar [2] hacemos:
(@(F) = 2(F)(1,1,...,1),2(F) = 2(F)(L,1,...,0))yry = > pile;— 2(F))* (verificar en 81)
i=1

Para probar [3] hacemos:

|lz(F) —z(F)(1,1,...,1)|| = ||(z1—z(F),xe —z(F)...,z, — Z(F))||

= (| D pilwi — T(F))?
i=1
= Vu[z(F)] werificar en (82)

Ejemplo 9.2.2. Para el suceso relatado en 9.1.1, tenemos la informacion:

e s(F)={ cara, sello}

11
e p(F) = (5, B}
e z(F, A) = (10,—10), variable aleatoria del punto de vista de A
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o z(F, A) = (—10,10), variable aleatoria del punto de vista de B

Luego,

= %-10-1+%-(—10).1
=0
Z(F,B) = {(-10,10),(1,1))
= %-(—10)-1+%-10-1
=0
dlz(F, A)] = |10, -10)]]
1 1
= \/5102+§(—10)2
= 10
dlz(F,B)] = [[(-10,10)]
1 1
= \/5(—1())%5102
= 10

9.3. Correlacién. Sea F' un evento n-dimensional, es decir:

e s(F)={s1,82,...,8n} €s su espacio muestral.

e p(F)={p1,p2,...,pn} es su vector probablidad.

Si suponemos que es posible asociar a dos comportamientos de F', dos variables aleatorias, digamos x(F, A)
(x1,29,...,2n) v x(F,B) = (y1,92,...,Yn) entonces estudiemos las posibles relaciones entre z(F,A)
z(F, B).

y

[1] Tenemos en primer lugar un valor esperado para cada caso:
o Z(F A) = anixi
i=1
e I(F,B) = aniyi
i=1
[2] Podemos construir los vectores asociados:
x(F,A) —z(F,A)(1,1,...,1) = (v1—x(F,A),zo —z(F,A),...,x, —Z(F,A))
z(F,B)—-z(F,B)(1,1,...,1) = (y1 —Z(F,B),y2 — Z(F,B),...,y, —z(F,B))
[3] El conjunto

C = {(x1—z(FA),...,2, —z(F,A)),(y1 —z(F,B),...,yn — T(F,B))} (84)

es linealmente independiente o linealmente dependiente , asi que tenemos dos casos:
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e Caso 1. C es Linealmente dependiente. Luego existe, A € R — {0} tal que:

x(F,B) = X\x(F,A)

Es decir, z(F, A) y x(F, B) estan relacionados o uno es dependiente. Ahora

(z(F, A),z(F,B))  (z(F,A),\x(F, A)) AMaz(F, A), z(F, A))

cosf = = =
[(F D)l (F, Bl (F, Al Ae(F A Mz, Al (F, Al
_ Mz(F A2 A f 1:siA>0
(Alll(F, A[fle(F, A AL | =1 siA<0
Luego,

e Caso 2. C es Linealmente independiente. Luego no existe relacién entre z(F, A) y «(F, B)

Definicién 9.3.1. Llamaremos “coeficiente de correlacion”de z(F, A) y x(F,B) a

(¢(F, 4),2(F, B))
rwB 4.2 B) = L D@ Bl (86)

Es decir,

(z(F, A), =(F, B))

r(xz(F,A),z(F,B)) |z(F, A)||||z(F, B)|

sz‘(xi —Z(F, A))(y; — 2(F, B))

1
n 2

> pilwi = 2(F,A)*- ) pilyi — 2(F, B))?
i=1

=1

Ejemplo 9.3.2. Consideremos un grupo de 10 atletas de los cuales conocemos sus registros de 1 a 10 en
dos pruebas; pruebal y prueba2, segun la tabla:
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atleta 1 2 3 45 6 7 8 9 10
prueba 1 28 5 775 3199
registro
prueba 2 1972 7 46 397
Figura 20

FEstudiemos la correlacion entre el rendimiento de los atletas en ambas pruebas:

[1] El espacio muestral serd:

s(F) = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

11 1 1
F) = (=, —, — ..., —
P(F) (10’10’10’ ’10)

[3] Si notamos prueba i=p;, para i = 1,2 entonces

[2] El vector probabilidad es:

x(val) = (2787577777573717979)

x(vaQ) = (1797 772777476737977)

Ahora, comenzamos a calcular:

e De (88) y (89), tenemos que

1
F = —-56
.7]( 7p1) 10
= 5.6
e De (88) y (90), tenemos que
H(F,ps) = — .55
(L, P2 - 10
= 5.5
e De (89) y (92), tenemos que
2(F,p1) — 2(F,p))(1,1,...,1) = (—3.6,2.4,—0.6,...,3.4)

e De (90) y (92), tenemos que
2(F,ps) — 2(F,p2)(1,1,...,1) = (—4.5,3.5,1.5,...,1.5)

(89)

(90)
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o Ademadas, de (93) y (94) tenemos que

(x(Fyp1) —z(F,p1)(1,1,...,1),2(F,p2) — (F,p2)(1,1,...,1)) =~ 4.9
|lx(F,p1) —z(F,p1)(1,1,...,1)| ~ 74

[2(F,p2) — Z(F,p2)(1,1,..., || =~ 72
e Finalmente de (95), (96), (97), obtenemos que:
r(x(F,pl),x(F,pQ)) ~ 0.67

10. Aplicacién 3: Series de Fourier y Producto Interno

121

10.1. Conectando lugares inaccesibles. Supongamos que necesitamos conectar dos lugares inaccesibles,

como lo muestra la funcion.

-1 :si —7<2x<0

fi(z) =

1 :si O<x<m

Cuyo grafico es de la forma:

-1

Figura 21 y = fi(z)

La idea es usar como soporte, ideas trigonométricas. para conectar esos lugares inaccesibles:

4
[1] Partamos graficando la funcién y = — sen z para (—7 < x < )
T
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4 3
[2] Graficamos la funcién y = — [ sen x + :c} para (—m <z < )
77

1
0.5
3 2 1 i 3 3
-0.
-1
4 3 5
[3] Graficamos la funcién y = — | sen x + sen3 :c + sen5 :c para (—7m < x <)
T
1
0.5
3 2 1 i 3 3
-0.
1
4 3 5 7
[4] Graficamos la funcién y = — | sen x + sen3 :c + sen5 :c + sen7 v para (—m <z <)
T

sen br sen Tx

3 "5 T T T T

[5] En fin, graficamos, la funcién y =

4 sen 3x
— | sen x +
s

r <)

sen 99z

para (—m <



Conclusién 10.1.1. Si llamamos g5 = —

siguiente:
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[y

T“

4 ZS: sen(2i — 1)z
T 4 2 —1

, para (s € N) entonces podemos observar lo

[1] A medida que s crece en N, el grdfico de g5, mds se parece o mejor copia, a la funcion fi

[2] Sin embargo, debemos tener cuidado con la comparacion de las expresiones analiticas de las funciones
involucradas; porque por ejemplo:

[a] f1(0) € R y g5(0) =0

bl i(5)=1ya(3) =1

Sin embargo, observen lo siguiente:

Asi por ejemplo,

Q
=

N
)

<
W

s s

N
=y

N N N N

Y oY oY oY oY oY

N— N N N 0

4 S sen2z—1%

s 21— 1
=1
4 s z+1
T 21—1
=1
4 . 1+1 1+1 1+ N 1
T 35 7 9 11 25 — 1
4
= —=1.273
v
4 1
= —(1-2=)=0.848
+(1-3)
4 1 1
= —(1-=4=-)=1.013
7T< 3+5>
_ ¢ 1 1+1 L = 0.921
I 35 7))
_ ¢ 1 1+1 1+1 = 1.063
oo 35 7 °9)
4 1 1 1 1 1
= —([1—-24=—-Z4+2——)=0947
w( 3+5 7+9 11>
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Luego,

S

) T .4 (-1) T = (=1t
5152098<§> - 31520}; 51 T3, < 2i—1
1= 1=

[3] Serd necesario entonces ser cuidadoso al referirnos al término aproxrimacion de dos funciones, ya sea
en su grdfico o en sus valores, con estos cuidados podemos escribir

S

i) ~ w3 SRR D gnsenic Uz

; - —nrT<x<T
§—00 4 21 —1 2t —1 ( )
=1 =
10.2. Copiando una funcién continua. Consideremos ahora una funcién continua, fo(z) = |z|, para
(=7 <z < 7), cuyo grafico es de la forma

Figura 22 y = fa(x)
Al igual que en el caso anterior, podemos aproximar el grafico de la funcién por otras funciones:

4
[1] Para y = g — —cosz

9] T 4 n cos 3x
= —— —|cosz

y 2 7 4

[3] o 4 n cos 3z n cos bx
Yo TR T Ty 9
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] T 4 n cos 3x n coSs 5T n cos 99z
=—— — |cosx
YTo T x 1 9 502
Conclusién 10.2.1. Aqud tenemos también que
T4 =cos(2k — 1)z
|CC| ~ §—ESIL>IL1077 (—7T<IE<7T)

10.3. Formalizacion inicial y Analisis de la situacion.
Definicién 10.3.1. Si notamos C|—m,w| = {f : [-m, 7] — R | f es una funcién continua} al R espacio

vectorial de las funciones continuas en el intervalo [—m, 7] C R y con valores reales entonces en C[—m, ]

definimos un producto interno como sigue

(f.9) = f(@)g(x) dx

10.3.2. Propiedades y ejemplos de (,).
[1] Sin € Ny m € N entonces (cos nz,cosmzx) = " S? nem
0 sin#m

En efecto

™ . .
Como, (cosnx,cosmzx) = f,,r cos mx cos nx dx entonces para resolver esta integral podemos aplicar las

siguientes propiedades:

[a] De la paridad de la funcién coseno sigue que:

T ™
/ cosmxcosnrdr = 2 / cos mx cosnx dr
-7 0
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[b] De las identidades que involucran a la funcién coseno

cos(a + ) cos wcos B — senarsen 3
cos(a — ) = cosacos S+ senasenf

Deducimos que

1
cos acos f = §(cos(oz + ) + cos(a — B))
Y entonces para n # m tenemos que

s K 1
/ cosmzcosne dr = 2/ 5 —(cos((m + n)x) + cos((m — n)x) dz

h / cos((m + n)x) + cos((m — n)z) dx

™

1

sen((m +n)x) +

sen((m — n):c))

m +

(&
(&
3

3

m—n 0

sen((m +n)m) +

3

m—n

sen((m — n)w)) -

3
3

sen((m +n)0) + — 1_ - sen((m — n)0)>

+

Ahora, paran =m

T T ™1+ cos2
(cosnx,cosnx) = / cos® nz dr = 2/ cos® nz dr = 2/ % dz
L 0 0

=T
0

4 1
= / (1 + cos2nx) dox = x+2—senn:c
0

n

T sin=m

[2] Sin € Ny m € N entonces (sennz,senmx) = { .
0 sin#m

En efecto

s . .
Como, (sennz,senmaz) = [ _.senmxsennx dx entonces para resolver esta integral podemos aplicar las
siguientes propiedades:

[a] De la imparidad de la funcién seno sigue que sen mx sennz es una funcién par, asi que

—T

i ™
/ senmzsennxy der = 2 / sen mx sen nx dx
0

[b] De las identidades que involucran a la funcién coseno

cos(a + f)
cos(a — fB)

cos ccos B — sen asen 3
cos c cos 3 + sen asen 5

Deducimos que



10. APLICACION 3: SERIES DE FOURIER Y PRODUCTO INTERNO 127

senasen ff = %(cos(a — ) — cos(a+ )

Y entonces para n # m tenemos que

s ™ 1
/ senmzsennx dr = 2/ 5(008((m —n)z) —cos((m+n)x) de =0
0

—T

Ahora paran =m

T T ™1 — cos2nx
(sennz,sennx) = / sen’ nx dr = / sen’ nx dr = 2/ —s dz
0 0

—T

= / (1 —cos2nx)der=m
0

[3] Sin € Ny m € N entonces (senmx,cosnz) =0 para (n € N) y (m € N)
En efecto

De la imparidad de la funcién seno y de la paridad de la funcién coseno sigue que sen mx cos nx es una
funcién impar, asi que

™
/ senmzcosnrdr = 0

—T

[4] Sin € N entonces
e (1,1) = ffw dr = 2m
e (I,sennz) = ["_sennz dz =0

e (I,cosnz) = [T cosnz dx =0

Teorema 10.3.3. El conjunto Trigonom,[x] = {1,cosx,cos2z....,cosnx} U {senxz,sen2x.... sennx} es
linealmente independiente (¥Yn;n € N), y una base para el subespacio generado por Trigonomy[z], se decir,
para (Trigonomy[z]).

En efecto
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n n
Si suponemos que Z ap cos kx + Z b sen kx = 0 entonces para s > 0
k=0 k=1

< [Z ay, cos kx + Z by sen k:ac] , COS s:c>

k=0 k=1
T n n
/ Z ag cos kx + Z brpsenkx | cos sz dx
T k=0 k=1
n T n g
a / cos kx cos st dx + Z by, / sen kx cos sx dx
k=0 - k=1 -T
n s
Z ak / cos kx cos sx dx
k=0 -
QsT
Qs

De forma andloga, para s > 1 tenemos que

< [Z ay cos kx + Z by, sen kx] , COS s:c>

k=0 k=1
T n n
/ Z ag cos kx + Z b sen kx| sen sx dx
T Lk=0 k=1
n g n T
Z a / cos krsen sx dr + Z by, / sen kx sen sx dx
k=0 -n k=1 -
n s
Z bi / sen kx sen sx dx
k=1 -
bem
bs

Observacion 10.3.4. Supongamos que f € (Trigonom,|x|) entonces

(0, cos sz) =
K

/ 0 dr =
—T

00—

0=

0=

(0,sen sx)y =
s

/ 0dr =
-

00—

0=

00—

flz) = Zakcoskx—l—Zbksenkx (Vn;n € N)
k=0 k=1

aplicando, primeramente cos sx, obtenemos,
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(f(x),cossx) = <Zakcos/<:x+Zbksenkx,cossx>

k=0 k=1
g n T n

= / COS ST Z ay cos kx dr + / COS ST Z by sen kx dx
- k=0 - k=1

n T
= E / apcos st cos kx dx
k=0""T

n T
= E ak / cos sx cos kx dx
k=0 -
s

= as/ coS Sx cos St dx
—T

= asm (s>1)
Por tanto,

as = l/W!)"(a:)cossa:daz (s>1)

—T
Y para s =0
1 s

(f(2).1) = ao2m=ao= | fla)da

Andlogamente, aplicando sen sz, obtenemos para los coeficientes by

1 K
by = — f(z)sen sz dx
™ —Tr

Definicién 10.3.5. Si f € (T'rigonomy[z]) < C|—m, 7] entonces llamaremos Serie de Fourier de f a:

n
flz) = % + Zak coskx + by senkxr (Vn;n € N)
k=1
Y, as y bs, serdn llamados los coeficientes de Fourier de f y son obtenidos a través de las formulas.

1 ™

as; = — f(z)cossx dr (s> 0)
™ —T
1 ™

bs = — f(z)sen sz dx
™ —T

Ejemplo 10.3.6. Sea f(x) = = entonces calculemos la serie de Fourier de f(x) =z (Vn;n € N),
(si es posible), es decir;

n
r = ) + Zakcoskx—i—bksenkx
k=1
Para determinar la Serie debemos calcular los coeficientes de Fourier, ag y by, pero antes de

129



130 2. PRODUCTO INTERNO

hacerlo serd conveniente prestar atencion a lo siguiente,
1] f(—x) = —x = —f(x), asi que f es una funcion impar entonces x cos ks es una funcion impar, (Vk; k >
0). Por tanto

1 K
ar = —/ xcoskx de =0 (Yk;k >0)
™ —T
[2] Razonando de la misma forma que encima, xsenkx es funcion par y entonces
2 ™
b, = —/ xsenkx dz (k>1)
T Jo

Ahora integrando por partes tenemos que

u=2x : dv=sen(kz)dr
2 T ™ 1 (7
= b, = — [—E cos(kzx) . + E/o cos(kzx) dx]

1
du=dx : v= ~Z cos(kx)

Luego,

Asi que, la serie es de la forma:

(_1 k+1

o0
:CzQZ

k=1

sen(kx)

[3] Respecto de la situacion geométrica, podemos observar que:

[a] El grdfico de y = x es del tipo

-1

-2

-3
Figura 23 y==x
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[b] Si k =1 entonces para la serie tenemos que su grdfico es del tipo:

2

[c] Para k =2 tenemos

5

[d] Para k =50 sucede que

3 -2 1 1 2 3
-1
-2
1 (—1)k+1
Figura 24 y=2 Z — sen(kx)
k=1
2
1
3 -2 1 1 2 3
-1
-2
2 (—1)k+1
g 25 =2 ————sen(k
igura Y Z . sen(kx)
k=1
3
2
1
3 -2 1 1 2 3
-1
-2
-3
50 k+1
-1
Figura 26 y =2 Z % sen(kz)

k=1

131



132 2. PRODUCTO INTERNO

10.4. Ejercicios Propuestos. Desarrolle en Serie de Fourier en el intervalo [—, 7] las siguientes funciones:
[] f(z) =e”
[2] f(x) =senx
B] f(z) = |senz|

0 :si —m<x<0
4 = -
SIAC {:c ;si 0L <
2 o

1
Ademds demuestre que: % = kz:l m
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