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Apunte 2

Introduccién a las Ecuaciones Diferenciales

1. Definiciones y Ejemplos

1.1. Motivacidn.

Sea y = f(x) una funcién continua en R entonces sabemos que por definicién:

[ f(z)dt=F(z)+c¢ <= F'(z)= f(z) donde ces una constante

(1)
dF
(@) = (@)

(1) Luego, el segundo miembro de ([I), es una ecuacién cuya solucién es una funcién F' cuya derivada
es f
(2) Como la derivada de una constante real ¢ es cero entonces la solucién no es unica.

Ejemplo 1.1.1. Sea y’ = a, (a € R) entonces
d
% =a = dy=adx
= [dy=[adz
= [dy=a/ dx

= ylx)=ax+c

Geométricamente para a = 1 significa lo siguiente:

Figura 1

Ejemplo 1.1.2. Sea ' = ax, (a € R) entonces
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@:ax = dy=axdx
dx

= [dy=[axdx

= [dy=a[zdx

Geométricamente para a = 1 significa lo siguiente:

i
€

Figura 2

1.2. Definiciones.

Consideremos una funcién real y = f(z), n veces diferenciable (también llamadas de clase C™). Por
una ecuacion diferencial ordinaria entenderemos una relacién de la forma:

F(z,y,y.y",...,y") =0 (2)
Donde F es una funcién de n + 1, variables reales, e y/, para j = 1,2,...,n representa la j-estima
derivada de y = f(x).

Ejemplo 1.2.1.

) "7+ )+ 3y =2
(1) dy =x+5

dx 0z 0z
2 =Z 43 9y —0
dl‘2 d$ 822 822
N —+-—5=0
(3) =y +y=3 ") y?

2z 0%z
4) y"+20")+y =cosz gy TZ T _ 2
(4) 6m2+8y2 Tty
Definicion 1.2.2. El orden de una ecuacion diferencial es el orden de la derivada de mayor orden que
aparece en la ecuacion, y el grado de la ecuacion diferencial, la cual puede ser escrita como un poli-

nomio en la derivada es el grado de dicho polinomio.

Ejemplo 1.2.3.
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29 _ 5
(1) ik +
(1) xy' +y=3 Ecuaciones diferenciales de primer orden, y primer grado
(i) 0z n 0z
1) — =z —
ox 0

2 2
(v) 8_2 8_7; =0 Ecuaciones diferenciales de segundo orden, y primer grado,
Oz Ay salvo (iv) que es de segundo grado.
0%z 0%z 9
(’UZ) W + 8—242 =" +vy

Definicién 1.2.4. Diremos que la funcion u es una solucion de la ecuacion diferencial
F(:Evyvy/vy/,) .. ,y") =0. SZ
F(x,u, ' u”, .. u™) =0
Ejemplo 1.2.5.
Cd3y
1 ——
dz3

de la ecuacion.

(1) S

= 0 entonces u = ax? + bz + ¢, donde a, b y ¢ son constantes,es una solucién

En efecto

du d?u d3u

— =2 b= — =20 = — =
dx ax + dx? “ da3 0

(2) y = c1e” 4+ cge™* + & — 4 es una solucién de la ecuaciéon ¢y —y =4 —=x
En efecto
Y =cre® —cpe T + 1=y = c1e® + e

Asi que.

V' —y=cre® + e —(cre” + e Pt —4) =y —y=4—2z

1.2.6. Ejercicios Propuestos: Soluciéon de ecuaciones diferenciales.

Muestre que:

(1) y = 222 es solucién de la ecuacién diferencial zy’ = 2y

(2) 2% + y? = c es solucién de la ecuacién diferencial yy' +z = 0

(3) y = cx + ¢* es solucién de la ecuacién diferencial y = 2y’ + (y')*
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(4) (1 —2)y? = 23 es solucién de la ecuacién diferencial 223y’ = y(y? + 32?)
(5) y = €e®(1 + x) es solucién de la ecuacién diferencial y” — 2y’ +y =0
(6) y = c1e” + cge™™ es solucién de la ecuacién diferencial y” —y =0

(7) y = ae® + be** + x2e? es solucién de la ecuacién diferencial y” — 3y + 2y = 2e*(1 — z)

2. Ecuaciones de primer grado y primer orden

2.1. Preliminares.

Si F(z,y,y’) = 0 es una ecuacién de primer orden y de primer grado entonces puedes ser escrita de la
forma:

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (3)

Ejemplo 2.1.1.

T+ 2y

Siy = entonces podemos hacer lo siguiente con la ecuacion:

,::E—|—2y @:x—|—2y
T—y dx T—y

!

(z —y)dy = (z + 2y)dzx

!

(x+2y)dzr — (x —y)dy =0

!

(x+2y)de+ (y—2x)dy =0
——— ——

M(z,y) N(z,y)
2.2. Ecuaciones Diferenciales de Variable Separable.

Una ecuacién diferencial de la forma (3]) se llama de variables separable si puede ser escrita en la forma

ai(z) - bi(y)dz + az(x) - ba(y)dy = 0 (4)
Si la ecuacién es de variables separables entonces podemos hacer lo siguiente:

a1(z) - bi(y)dz + az(z) - ba(y)dy = 0 (W)

a(®) b
w@) T )

al(x) bZ(?J)
/ a(@) @ +/ ba(y)

dy = 0

Ejemplo 2.2.1.
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(1) Si tenemos la ecuacién diferencial, (z — 1)?y dz + 2%(y + 1) dy = 0 entonces su solucién puede
ser obtenida aplicando el procedimiento expuesto encima, para obtener una ecuacién diferencial
de variables separables:

—1
(x—l)zydx+a:2(y+1)dy:0 N (1’57)61 +&d =0
x2 Yy

[E e (25 0o
. /(m —2 41 /
Yt o

1
= zr—2lhz——+4+y+hy=C
x

Luego, x —2lnx — % +y+Iny = C es lasolucién de (z — 1)?y dz +2%(y + 1) dy = 0

(2) Si tenemos la ecuacién xy dz + (1 + 22) dy = 0 entonces es de variables separables vy,

ryde+(1+22)dy=0 = 2d:13—|— dy =0

1+z

— /1+ 2d:13—|—/ dy=20

1
= Eln(l—l—:nz)—l—lny:C

1
Luego, 3 In(1 + 2?) +Iny = C es la solucién de zy dx + (1 +22) dy =0

2.2.2. Ejercicios Propuestos: Ecuaciones diferenciales de variable separable.

Resolver las ecuaciones diferenciales de variable separable
(1) 1-2y)de+(9—3x)dy=0
(2) sinz dxz + coszcosy dy =0
(3) 1+ y¥)z dz+ (9 —322)y? dy =0
4) 1+e*)dr+ysinydy =0
(5) zydr —(y+2)(1 —x)dy =0

6) (z+332der+(1—y")dy=0 Siz=1y=1
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(7) 2®y? do — (¥ +2) 1 —2Y) dy=0 Sizx=2y=1

2.3. Ecuaciones Diferenciales Homogéneas.

Definicién 2.3.1. Una funcion f(x,y) = z es llamada una funcion homogénea de grado n si satisface
la siguiente condicion:

Ejemplo 2.3.2.

(1) Si f(z,y) = 23 + 2y? entonces f es homogénea de grado 3
En efecto
Oz 2y = (A2)® + (A2)(\y?)
= (2 + 2y?)
= Nf(zy)
(2) Si f(x,y) = 2% +sinz cosy entonces f no es homogénea

En efecto

fOz,\y) = M222 +sin Az cos Ay

# N f(z,y)

Definicién 2.3.3. Una ecuacion diferencial M (z,y)dz + N(x,y)dy = 0 es llamada homogénea de grado
n st M y N son funciones homogéneas de grado n

Ejemplo 2.3.4.

(1) La ecuacién diferencial (22 + y3) dz — 3xy? dy = 0 es homogénea de grado 3.
En efecto
Si M(z,y) = (23 + 3?) entonces M (\z, \y) = A323 + N3y3 = MM (2, y)
Andlogamente

Si N(z,y) = —3zy? entonces N(\z, \y) = —(Az)(A\%y?) = A3N(z,9)

(2) La ecuacion diferencial x dy — y dx — \/x? — y? dz = 0 es homogénea de grado 1.

En efecto

Si M(z,y) = —y — /2% — y? entonces M (Ax, \y) = —Ay — /222 — \2y?
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Luego,
M(Az, \y) = M=y — Va? —y*) = AM (z,y)
Analogamente

Si N(z,y) = = entonces N(A\z, \y) = A\x = AN(z,y)

Observacion 2.3.5. Supongamos que M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0 es homogénea de grado n entonces

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 = a" (M1 <y) dx + Ny (%)) dy =0

X

— M (%) dz + Ny (%) dy = 0

Si hacemos el cambio de variables v = = entonces
T

M, (%) dr + Ny (%) dy =0 <= M;(v) dx + Ni(v) dy =0

Es decir;
@ _ _Ml(U)
dx Ny (v)
Ahora,
_Y _ dy _
v= = y=ww= =1+
Por tanto,
dy  Mi(v) dv _ My(v)
dr  Ni(v) " U= Ni(v)
dv  Mi(v)
T Ny (v)
dv  Mi(v) +vNi(v)
< ZE@ = — Nl(”(})
Ny (v) _ dw
— M (v) + vNi(v) dv = x
Ny (v) dr
— M (v) +vNi(v) dvt z 0 ()

Ast, la ecuacion (x) es de variables separables en las variables v y x.

2.3.6. Ejercicios Resueltos de ecuaciones homogéneas.

(1) Resolvamos la ecuacién diferencial (23 — y?) do — 3zy? dy = 0
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Solucién

Etapa 1. Reconocimiento de la ecuacién diferencial.

M(z,y) =" —y* = MOz, dy) = (V2® - X%
— Mz, hy) = N (2® — )

= M(A\z,\y) = N’ M(z,y)

N(z,y) = =3zy> = N(Az,\y) = =3z A%y?
= Nz, \y) = )\3(—3:17y2)

= Nz, \y) = )\3N(x,y)

Luego la ecuacién diferencial es homogénea

Etapa 2. Técnica para resolverla:

(23 =y dr -3z dy=0 = Z—i:%
— %:3:3222_3;/;
= -3 () 50

Si hacemos v = Y entonces
z
dy 1 [z 21 Y dy 1
L= (Z) -2 (%) &= ===
dz 3<y> 3<x) dr 3
dx

dy 1
de 3 v2




Ricardo Santander Baeza Universidad de Santiago de Chile 9

dy dv
Como —= = z— + v entonces
dx dx

dy L=ty e L (1=
dr 3 v2 dx 3 v2

dx v2
— 3 dv 1 — 403
€r— =
dz v2
N 3v? do — dx
1—4v3 oz
d d
Si hacemos u = 1 — 4v3 entonces o —120%. Asf que S 302 dv, vy
32 1 (—
/ RN / 1 (=du)
1 — 403 u 4
B 1 [du
N 4 U
= —Zlnu
1
= 1 In(1 — 40°)

Etapa 3. Finalmente resolvemos la ecuacién de variables separables y retornamos a la variable original.

731}2 dv—d—:E — /731)2 dv = d—:E
1 — 4¢3 oz 1 — 403 a x

1
= —Zln(l —43) =Inz +1InC

<= In(1-— 4?}3)_% —Inz=InC

— a3~
«— In w —1nC
x

> 71 et

z V1 — 403

1

e - C

x {1 —4(2)3

(2) Resolvamos la ecuacién diferencial x dy + (—y — /22 — y?) dx =0

Solucion
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Etapa 1. Reconocimiento de la ecuacién diferencial.

Sabemos del ejemplo (234, @) que la ecuacién x dy + (—y — /22 —y?) dx = 0 es ho-
mogénea de grado 1.

Etapa 2. Técnica para resolverla:

xdy+ (—y—Va2?2—y?)dz =0 =

dx
d 2 _ .2
dr =z x
2
oy wl-e
dr =z x

. Y
Si hacemos v = = entonces
T

@:g—\/1—<g>2 = @:v—\/l—zﬂ
dr x T dx

Como @ :wd—v—i-’u entonces
dzx dx
d d
Yy V1I-? = 2% pu=v— 112
dx dx
d
= 2 =—\1-¢?
dx
1
= alfu——d/—gj

= arcsin(v) +lnz = ¢

— arcsin (E) +Inx=c
x

2.3.7. Ejercicios Propuestos: Ecuaciones diferenciales homogéneas.
Resolver las ecuaciones diferenciales homogéneas
(1) dyde+xdy=0

(2) y?dx — 22 dy=0
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(3) (a;sing — y cos g) dz + z cos 2 dy =0
x T x
(4) yv/2?2 +y?de —x\/22+y>dy =0
(5) (r+2y)de+ (2x+3y) dy =0
(6) (3y +5z) dz+ (3z +5y) dy =0
(1) (2> +y?)dzx+aydy=0 Siz=2;y=—1

(8) (22 +ay)dr —22dy=0 Siz=1,y=1

2.4. Ecuaciones Diferenciales Lineales.

Definicién 2.4.1. Una ecuacion diferencial lineal es una ecuacion diferencial del tipo:

y+y P() = Q) = Ly Pla) = Q) (©

Ejemplo 2.4.2.

(1) La ecuacién diferencial y' + zy = 3z es una ecuacién diferencial lineal

(2) La ecuacién diferencial 3y’ — y = 23 + 322 — 2 es una ecuacién diferencial lineal
Observacion 2.4.3. Consideremos la ecuacion diferencial lineal (@) entonces
(y o) P@) dm>/ _ I P@ Ly p(y) of P@)dr
= o/ POEQ -y P())

_ efP(m) de(x)

Luego,

i (y efP(m) dw) efP(w) de(x)

QU
8
=

d(y efP(m)dw) _ (efp(x)sz(x)> du

<~

y efP(m) de  _ /<efP(x) de(:]})) de + C

=

y = e JP@d [/ (efP(x) de(x)> dx+C]
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Ast que;

Ty P@) =Q) = y=e [FO® [ / (e PO (@) d:c+0]

Lineal Solucion

2.4.4. Ejercicios Resueltos: Ecuaciones diferenciales lineales.

(1) Resolvamos la ecuacién diferencial lineal 3’ 4+ zy = 3z
Solucién
De acuerdo con (7)), tenemos que determinar explicitamente lo siguiente:

(a) Como P(z) = z entonces

[P(z) = [zdx

(L’2

2

(b) Como Q(z) = 3x entonces

/ (efp(m) de(ac)) dr = /63022 - 3xdx

Ahora calculamos la integral (*)

:c2
/3:er:1: = fe“ du

= e“+C

22

= ez +C
Asi que
x2 :c2
3/w67dx =3¢z +C

(c¢) Finalmente la solucién es:

2

x x2
y = e 2 [367 —i—C}

22

y = 3+C-e 7
(2) Resolvamos la ecuacién diferencial lineal y' 4+ 5y = cos x

Solucion
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Etapa 1. /P(a:)da::/5d:17:53:

apa e/P(:E)d:E x)dr= [ e’ cosx drx *
Biopa 2. [ Q)= [Feoszde ()

I

Resolvemos la integral I en (*), usando el método de integracién por partes:

u=e% = du=25e"dx fdv:fcosazdaz — v =-sinx

Luego,

I:/e5xcosx dx:sinx-e5x—5/65xsina: dx

| S
J
Ahora resolvemos la integral J por partes:
u=e" = du=5¢e"dx fdv:fsinxdx = VU= —COST
Luego,

J:/emsinx dx:—cosx-e5m+5/e5xcosx dx

N
I
Por tanto;
I = sin$-e5x—5[—coszn-e5x+51]
= sinz-e®® 4+ 5eosx - e — 251
261 = e(sinz +cosz)+C
I = 5 [e"(sinz+cosz)] +C

Etapa 3. Finalmente la solucién es:

y = e (% [ (sinz + cosz)] + O)
y = 5= [sinz+cosa]+ Ce 5

2.4.5. Ejercicios Propuestos: Ecuaciones diferenciales lineales.

Resolver las ecuaciones diferenciales lineales:

1)y +y=3+Tzx

ds
2) —+3s=4
(2) o +3s

(3) xdy — 2ydx = (x — 2)e*dx

13
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4) fl_:’b —4u = 5cos2r

(5) ydx + (zy+ 2 —3y)dy =0

(6) dr + (2r cotf +sin20)do = 0

(7) 4y(1 + y?)dz = 2(2 — 2zy?)dy

2.5. Ecuaciones de Bernoulli’s.

Definicién 2.5.1. Se llama ecuacion diferencial de Bernoulli a una ecuacion diferencial del tipo:

Y +y P(x) =y" Qz) (8)

Observacion 2.5.2. Solucion de una ecuacion de Bernoulli.

d
Como la ecuacion ([8), se puede escribir en la forma; y‘”d—y +y " P(2) = Q(x) entonces podemos
x

hacer la siguiente sustitucion:

Ly L de dy
1—ndx dx
Sustituyendo en (8)) tenemos que la ecuacion de Bernoulli se transforma en una ecuacion lineal en u:

du
_ ,,—n+l1 e .
u=1y = T (1—-n)y T —

En efecto

NUEVo P(z) nUevo Q(z)
1 du du N
T T P(z) = Q(z) = . +u((1—=n)P))=(1-n)Q()
lineal en u

Ejemplo 2.5.3.

d
Resolvamos la ecuacién diferencial de Bernoulli d—y +y =y’
x

Solucion
d d
Sea u = y‘l entonces o —y_z—y, luego
dx dx
du _ody
0t = 9
dx dx )
Asi que,
d d
d—y +y=y?® = y_2d—y +yt=¢" aplicando (@) tenemos
x x

— —u=—¢€" (lineal)
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Ahora resolvemos la ecuacion lineal resultante
Etapa 1. /P(a:) dx = —/d:L' =—x
Etapa 2. /ef P@)de () do = /e‘xex dr =x+C
Etapa 3. La solucién de la ecuacién es:
u=e"(x+0) = y '=uae" +Ce"
2.5.4. Ejercicios Propuestos: Ecuaciones Diferenciales de Bernoulli.
Resolver las ecuaciones diferenciales de Bernoulli
dy 3
1) =—-y==x
) -~ —y=uzy
dy 4
2) — +2xy =
(2) & + 196@/ f:y
Y 4
3) —+sy=5(1-2x
(3) o +3y=3( )y
dy 2 :
4) —= = —
(4) I +y =y*(cosz — sinx)
(5) zdy — (y +3>[1 + Inz])dx =0
3. Aplicaciones
3.1. Familia de Curvas y Trayectorias Ortogonales.
o : o o dy T iy
Motivacién 3.1.1. Consideremos la ecuacion diferencial —= = ——, sabemos que es una ecuacion
€ Yy
diferencial de variable separable y podemos resolverla o determinar su solucion general por integracion
directa:
Etapa 1.
d
dx Y
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Luego la solucion general de la ecuacion es una familia de circulos con centro en el origen y radio

r =0

Etapa 2. Geométricamente tenemos:

22 +y> =25

224+ =1

L

-
\

Figura 3

Etapa 3. Una nueva mirada al problema.

La solucion general es de la forma: y?> + 2> =C (¢ > 0). Asi que

Y +rP=C = 2/ +22x=0

dy T
= = —= Cosa que ya sabiamos !!!
Tr ” ( que y )

—

Luego, las rectas tangente a los circulos son de la forma:

4

Figura 4
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La normal a estas tangentes (las dibujadas son todas paralelas) tiene una pendiente de la forma

x d
m tal que | m-——) = —1. Luego m = g, ast que tenemos la ecuacion diferencial : &_y
x x

X

)

cuya solucion es de la forma:

d
dr =z Y T
d d
~ julse
Y x
= Iny=Inz+Inc
= Iny=Incz
= y=czx

Ahora geométricamente tenemos que:

Figura 5

Definicion 3.1.2. Dos familias de curvas del plano se dirdn ortogonales si las tangentes de una son
perpendiculares a las tangentes de la otra.

Ejemplo 3.1.3.

Determinemos la familia ortogonal a la familia de circulos z? +3? = 2kx (*) entonces la pendiente
a la familia de circulos es:

2y +2x = 2k A 2%k= v —;yz' Asi que
2y = w4y — 2z
x
sy — 2 ; 22
y = yz;f ()

La interpretacion préactica es la siguiente:
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(1) (**) es la ecuacién diferencial asociada a la familia de circulos (*) equivalentemente (*) es la
solucién general de la ecuacién diferencial (**)

(2) (**) también es la pendiente de la recta tangente a la familia de circulos (*)

(3) Luego la familia de pendientes ”m” que se necesita debe verificar la ecuacién

2 2

—x 2 2z
m- Y =1 &= m=—"l ="
2zy y? —a? x? —y?

(4) Luego la familia ortogonal a la familia de circulos(*) es la solucién de la ecuacién diferencial:

2 _ 2
oy = @:ﬂ@d—x:x y (¢ * )
x2 — 92 dr 22 — 2 dy 2xy

(5) De acuerdo a (**), la solucién de (***) es 2 + y* = 2ky (resuelva la ecuacién homogénea)

(6) Geométricamente la situacion es latsiguiente:

tangentes
perpendiculares

Figura 6
3.1.4. Ejercicios Propuestos.

(1) Determine la familia ortogonal a la familia y = 22 + ¢

(2) Determine la familia ortogonal a la familia y — 322 —5 —c =10



Ricardo Santander Baeza Universidad de Santiago de Chile 19

(3) Determine la familia ortogonal a la familia y = 23 +z + ¢

(4) Determine la familia ortogonal a la familia (z — 1)2 + (y — 1)? = ¢(z — 1)

3.2. Otras Aplicaciones.
(1) Algunas notaciones:
(a) La ”variable t” denotara el tiempo en el que se mide el proceso
(b) El ”contador x(t)” serd quien nos dice que cantidad del elemento en cuestién, se tiene en

el tiempo ”t”. Por ejemplo z(0) representard la cantidad de elemento que se tiene en el
momento preciso que comienza el proceso.

T : 2 A b : : 99 : 9949
(c) i representa la variacién de ”crecimiento” del elemento en el instante "t”.

dx . o .
(d) 7 representa la variacién de ”decrecimiento” del elemento en el instante "t”.

(e) Si k> 0 entonces la ecuacién que modela el decrecimiento de una sustancia en el tiempo ¢,
proporcionalmente a la cantidad de sustancia es dada por.

—— = kz (10)

La ecuacién (I0) es una ecuacién diferencial de variables separables, y podemos entonces
resolverla

e — /d—x:—k/dt
dt T

= Inax=-kt+c AN Inzg=-k-0+c

= Ilnx=—kt+Inxg

= Ilnx—Ilnzxy=—kt
— In <£> = —kt
T
— L okt
Zo

(f) Si llamamos ”Semi vida” de la sustancia al tiempo T', que se requiere para que esta se re-
duzca a la mitad entonces:
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T T
x(t):?o = ?0::1706 kT
1 —kT
— — =
5 =€

(T = Vida media)

(g) La vida media del Carbono 14 (C*14) es 5568 anos, luego su constante de rapidez de de-
scomposicién es:

In2
= —~ =1.245-10* ail 11
5563 510" anos (11)

(2) Datacién de acontecimientos de hasta 10.000 afios de antigiiedad con C'4.

(a) La hipétesis fundamental es la siguiente: ”La proporcién de C'* en un ser vivo del mismo
tipo, es la misma, ahora que en el pasado.”

(b) Ejemplo ”Caso de la madera”
(i) Sea t = 0 el instante en que un trozo de madera de masa "m”, se ha cortado.
(ii) Sea t un instante cualquiera después de cortada la madera.

(iii) Sea R(t) el nimero de desintegraciones por unidad de masa en el instante ¢, y Ry =
R(0) el correspondiente nimero al ser cortada la madera.

(iv) Sea N(t) el nimero de atomos de C'%, en el instante ¢, y N(0) = Ny en el instante
inicial.
Sabemos que la ecuacién que rige el proceso es de la forma:

AN (t)
dt

= —kN(t)

De la solucién de la ecuacién (I0), sigue que N(t) = Noe **, por tanto
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Asi que de acuerdo a nuestros convenios y notaciones tenemos que:

AN (t) AN (t)

R(t)-m = = kNoe ™™ A Ry-m=-— yr lizo = kNp
y
Rt)  _
Ry
y

(v) Asi por ejemplo tenemos que en un castillo de Inglaterra se encontraba un tabla de

mesa, redonda y de 18 pulgadas de didmetro, con 25 sectores dibujados. Se supuso
que se trataba de la "tabla redonda” del Rey Arturo, siendo los sectores uno para el
Rey y los otros para sus caballeros. Se feché la tabla con la técnica del C'4, las medi-
ciones resultaron ser: R(t) = 6.08 desintegraciones por minuto y gramo y Ry = 6.68
desintegraciones por minuto y gramo, asi que:

1 | 6.68
= n
1.245-10=%/ anio ~ 6.08

~ 700 anos

4. Transformada de Laplace

4.1. Preliminares.

(1) Sea y = f(t) una funcién real entonces sabemos que si f es continua en [a, b] entonces tenemos
la integral definida:

b
[ rwde = (F@)i=re) - F@ (12)

Ejemplo 4.1.1.
1 3 1
t 1 1 2 8
1. +)dt=(=+t) =(s+1)]-(-s-1)==+2=
[eena=(ge) =(ae1) - (a) =52

™
2. 511 = / tsint dt entonces integramos por partes:

n
du

-
=t ~dv = sintdt
= dt =~ v = —cost

Luego,
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I = / tsint dt

= (—tcost)’iw—i—/ cost dt

—Tr

= (—mcosm) — (mecosm) + sin(m) — sin(—m)

= 27

(2) Si y = f(t) una funcién real continua en [a,o0] o en [0o0,b] 0 en [00, 00| entonces tenemos las
integrales impropias:

b—oo

/:Of(t) dt = lim /abf(t) dt
b

/b fydt = tim | f@)dt

a— 00 a

/_C:f(t)dt - /_boof(t)dtJr/boof(t)dt

Estas integrales existen si los limites existen.

Ejemplo 4.1.2.

o0
1. Calculemos la integral I = / k e~s dt, donde k es un nimero real.
0

I = / ke st dt
0

b
= lim ke st dt
b—o00 0
b

= limk [ e*tdt

b—oo 0

Observacién 4.1.3.

(i) La frase k es un nimero real puede ser interpretado como la funcién constante f(t) = k;
(Vt;t € R). Su gréfico es como sabemos el siguiente:
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Figura 7

Figura 8

k
(ii) La funcién y = f(t) = k se transforma en la funcién y = g(s) = —. Es decir una recta
s

paralela al eje t se transforma en una hipérbola.

(iii) Si definimos la funcién: £[k](s) = / k e~*' dt entonces
0

(13)

o
2. Calculemos la integral I = / t et dt.
0

Integramos por partes:
u=t dv = e 5t

du =dt v = —%e‘“
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Luego,
t o *1
I = [—— e—“] +/ — et at
S 0 0 S
r b 00
t 1
= lim |—- e_sﬂ — [—2 e‘“]
b—oo | S 0 S 0
- b b
t 1
= lim |—- e_sﬂ — lim [—2 e_St]
b—oo | S 0 b—oo | S 0
li b + li !
= lm |[——+—| - lim | 5— —
booo | sebs  se0 | booo | s2ebs s2el
1
= =
Asi que,
1
£[H)(5) = (14

3. En general si f(t) = at + b entonces

Llat +b](s) = /OOO e *(at +b) dt

= a/ te st dt + / b e ' dt (propiedades de la integral)
0 0

a

= 4 g (aplicando (I3)) y (I4)

g2

= aL[t](s) + £]b](s)

4.2. Transformada de Laplace.

Definicién 4.2.1. Sea y = f(t) una funcidn continua en el intervalo (0,00). Llamaremos ”Transfor-
mada de Laplace” de f a la funcion definida por.

Aol = [ rwetar (15)
Siempre que la integral exista.

Observacion 4.2.2.

(1) Aunque hemos dado un par de ejemplos, son sélo eso y no tenemos un criterio general para la
existencia de la Transformada de Laplace de una funcién.
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(2) Supongamos que existe ¢ y o en R tales que |f(t)| < ce® (Vt;t € RT) entonces

/00 f(t)e st dt
0

/ f(t)e‘“dt‘

0

< [T il d
0

/ ce™e st dt

0

— C/ eat—st dt
0

IN

= lim —< [1— e (5728
b—oo S — &
c
= T a (s >a)

(3) Algunos ejemplos de funciones que verifican la propiedad expuesta encima.

(a) f(t) =t" (neN)

En efecto
tn
t—oo e
n
Luego, |—| < 1= [t"| < e
e

(b) f(t)=e" (a€RY)

En efecto

(L’Hopital)

n—2

25
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at

m —— 1m —
t—o0 g2at t—o0 et

at

2at

Luego, <l=le"<e

e2at

Definicién 4.2.3. Una funcion y = f(t) se dice de orden exponencial en [0,00), si existen ¢ € RT
y a € R tal que

[f(t)] < ce™ (16)

4.2.4. Ejercicios propuestos.
Demuestre que las funciones son de orden exponencial, es decir verifican (I0))
(a) f(t) =sinat
(b) f(t) = cosat
(c) f(t) =t" e sinat
(d) f(t) =t" e cosat

Conclusién 4.2.5. Siy = f(t) es una funcion continua de orden exponencial entonces existe un real «
tal que

L)) = /0 " ft)et e (17)

Com)erge para S > o

4.2.6. Formulas Basicas.

o
(1) Si f(t) =t™ entonces £[t"](s) = / t"e 5t dt
0
Integramos por partes

u=1t" dv = e Stdt

du = nt"1dt V= —%e‘“
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Luego,

n b o0
L[t"|(s) = lim <—t—e_5t> +E/ t"lest gt
0

b—o0 S 0 S

= E/Oot"—le—st dt
S Jo

= 7’2/(7172—1)/00 tn—2e—st dt
s 0

n!

s”ﬁ (s>0)y (neN)

(2) Si f(t) = sinat entonces L[sinat](s) = / e *tsinat dt
0
En efecto

Integramos por partes

u = sin at dv = e 5tdt
du = acosat dt v = —%e‘“
Luego,
. b oo
sin at a
Lsinat](s) = lim <— e_8t> + —/ cosat e * dt
b—oo S 0 S Jo

a [e.e]
= —/ cosat e dt (%)
s Jo

J

Para calcular J Integramos por partes

u = cos at dv = e 5tdt
du = —asin at dt V= —%e‘“
Luego,

b 1S9
cos at a
J = lim <— e_St> ——/ sinat et dt
0

b—o0 S 0 S
1 o0

= __ﬂ/ sinat et dt
S S 0
1 a

= — — —ZLlsinat]|(s
P [ 1(s)
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Sustituyendo el valor de J en (*), tenemos que:

£Lsinat)(s) = g % - g,ﬁ’[sin at](s)
a a’
= 5= E,E[sin at](s)

a? a
Llsinat](s) + §£[Sin atl(s) = )
s? +a? a
£[sin at](s) < :; > = 2

Lsinat](s) = 32 j_ 22

Lema 4.2.7. Sea y = f(t) una funcién continua en (0,00) y supongamos que f’ es continua y de orden
exponencial en [0,00) entonces

LIF'DIs) = s£Lf®)](s) — £(0) (18)

En efecto:

Integramos por partes

u=e % dv = f'(t)dt
du= —se 5 dt v = f(t)
Luego,

LFOIs) = (FO) ™) +s /0°° F(t) e dt

= Jim f0) g0 s [ re) e a

= —f(0) +s£[f(t)](s) (f es de orden exponencial)

n)

Corolario 4.2.8. Si y = f(t) una funcién continua en (0,00) y f', f", ..., f™ continuas y de orden

exponencial en [0,00) entonces
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LIF"0(s) = s*LIf(B)](s) — s£(0) — £(0)

LIF"®)s) = sPLIF@](s) = s°£(0) = s£/(0) = £7(0)

LIFW@)s) = s"LIFD)(s) = 5" f(0) = 5" 2f(0) = = f77H(0)

1
Ejemplo 4.2.9. Sea f(t) = —sin at entonces f'(t) = cos at. Luego,
a

£lcos at](s) = 2£[Sin at)(s)

s a

a a®+ s2
s

a? + s2

Observacion 4.2.10. Volveremos mds adelante a tratar este tema
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