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Derivadas Parciales

1. Introduccion

(1) El ambiente de trabajo sera el conjunto llamado espacio euclidiano n dimensional
descrito a través del conjunto

(1) R" = {(z1,22,...,2n) |zi € R(1<i<n)}

En particular:

e Sin =1 tenemos que R! = R es la recta real.

R™ Rt
: R
Reales negativos (O  Reales positivos
Figura 1
Es decir,
Rt = {zeR|z>0}
R™ = {zeR|z<0}

e Si n =2 tenemos que R? = {(z,9) | # € R,y € R} es el Plano Cartesiano.

Figura 2
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e Sin = 3 tenemos que R® = {(z,y,2) | # € R,y € R,z € R} es el Espacio
euclideo tridimensional.

P=(z,y,2)

Figura 3

(2) consideremos el circulo S: 22 + y? = 1 cuyo gréfico es de la forma.

Eje y

Eje x

Figura 4

(3) Ahora consideremos el siguiente grafico.

N

.

.
eecccccccocs
.

C

\7........... vy
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Entonces el cilindro recto tiene por ecuacién z? + y? = 22, es decir para cada
valor de z tenemos un circulo de radio z. Asi que las figuras en el plano adquieren
volumen en el espacio copiandolas continuamente una cantidad dada h > 0.

(4) Otro ejemplo clésico es el cono y se obtiene como:

cececcecccsccccee y

Figura 6

2. Funciones de varias variables

2.1. Definicion y ejemplos.

Definicién 2.1.1. Sea R C R?, es decir R es una region del plano R? o plano xy. Di-
remos que f es una funcion de dos variables reales si a cada punto P = (z,y) € R asocia
un unico punto f(P) = f(z,y) € R.

Notacion:

(2)

Ejemplo 2.1.2. Si z = f(x,y) = —x — y + 1 entonces tenemos que su grdfico es de la
forma:

Graf (f) = {(z,y.2) R’ | 2= f(a,y) = v —y + 1}

= {(@y,—z—y+1)|(2,y) e R’} = {(2,9,2) eR* | 2+ 2 +y -1 =0}
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Asi que f tiene como grdfico un plano:

Figura 7

Ejemplo 2.1.3.

Definicion 2.1.4. Sea R C R™, es decir R es una region del espacio Fuclideo R™. Dire-

mos que f es una funcion de n variables reales si a cada punto P = (x1,x9,...,2,) € R
asocia un unico punto f(P) = f(x1,z2,...,x,) € R.
Notacion:
f R — R
3)
(1,29, ..., 2n) — flx1,29,...,2p)

Ejemplo 2.1.5. Si f(x,y,2) = 22 +y? + 2% — 1 entonces podemos observar lo siguiente:

o flr,y,2) =0 <= 22+ 94>+ 22 -1 =0 < 22+ y?> + 22 = 1. En simbolos
PONEmMos que:

F710) = {(z,y,2) eR3 |22 + > + 22 =1}

Concluimos entonces que a la esfera centrada en el origen y de radio 1,

S={(z,y,2) ER® |2® +y* + 2 =1}
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Esta funcion la transforma en un punto, en este caso el cero (0)
o Un poco mas general.

flyz)=aceR=>+y’+2*—l=a<= 2" +y*+2"=a+1

En simbolos ponemos que:

fHa) = {(z,y.2) R’ |2? +y* + 22 =a+1}

La conclusion en este caso debe ser un tanto mds exhaustiva, pues

22+ y? +22>0V(z,y,2): (2,9,2) €ER?) = a+1>0
En tal caso el conjunto:

(4) Saz{(x,y,z)ER3\x2+y2+z2:a+1, (a>-1)}

Es una esfera centrada en el origen y radio v/a + 1

Es decir,

ra< —1

i) = {g S

2.2. Ejercicios Propuestos.

(1) Bosqueje el grafico de las funciones de dos variables:

hd f(.’L‘,y):l‘

Solucién
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o flz,y)=y

Solucién

o fz,y) =a?

Solucion

o flwy) =x+y+1

Solucién

o fla,y) =a* +2y°

Solucion
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(2) Determine los conjuntos f~!(a);a € R, para las funciones:

o flwy)=x+y

o f(z,y) =22 + 2y?

o flz,y) =a®+y°

o flz,y) =a®—y°

o f(r,y,2)=x+y+=z

o flz,y,2) =2 +y* - 22

o flz,y,2) =2 —y? - 22

3. Limites

3.1. Motivacion.

1
(1) Consideremos la funcién y = f(z) = ’ ] entonces
x
e dom (f) =R — {1}

e La funcién f puede ser escrita como sigue:

P
f) = T2
_ (z=1)(x+1)
N rz—1
= z+1 x#1

e Asi que su gréfico es de la forma.
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/ (1,0)

Figura 8

e Luego, cuando z tiende a 1 entonces f(z) tiende a 41, en lenguaje simbdlico
tenemos que

2

I = .
®) o1 =2
22 — 42
(2) Ahora consideremos la funcién z = f(z,y) =
-y

e dom (f) =R%— {(z,y) |z =y}

e La funcién f puede ser escrita como sigue:

2 .2
flzy) = xx_Z
-y (z+y)
_ o~
= x+y x#y

e El grafico de f es un plano menos la recta y = x. Asi que cuando (z,y)
tiende a (0,0), f(z,y) tiende a = + y, en lenguaje simbdlico tenemos que

. T —Uy .
6 lim = lim (z+4+y)=0
©) (zy)—(0,0) T —Y (l‘,y)—>(070)( )

2 2

Y
3) S = ——> ent
(3) Sea f(x,y) R entonces
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e dom (f) = R?

e Ahora para esta funcién tenemos

22—y oz

a li ——=—==1
( ) (a:,y)liﬁa:,O) 2 + y2 22
2_ .2 .2
b) lim Y
()= (0y) T2+ Y Y
e Luego,
22 — o2 _ 22 — g2

lim ——% im ——=
(@y)—(0) 22 +y2 " (zy)—(0y) 2+ Y2
En este caso,

2 2
lm o =
(e0)—(20) 2 +y

A

Definicién 3.1.1. Sea z = (x,y) una funcion definida en los puntos de un disco con
centro en Py = (x9,Y0), excepto quizds en Py. Si existe un nimero L tal que f(P) tiende
a L cuando P tiende Py entonces L se denomina el limite de f(P) cuando P tiende a Py.
En sitmbolos se escribe.

7 lim f(P)=L<+= lim z,y) =L
(7) PHPof( ) (w,y)ﬁ(wovyo)f( 2

3.2. Ejercicios Propuestos.

Calcule los siguientes limites si es que existen.

xr+y

]_ v
M) (o) (0.0) T2 + 12

2

X

2 1i i
@) (@s)=(0,0) 22 + 42

. Ty

3 ]

( (e0)=(00) 22 + y2

3r+y

4 | —_—
( ) (:my)lig0,0) 222 + y2

4. Derivadas Parciales

4.1. Motivacién.

Sabemos que si y = f(z) es una funcién entonces respecto de la primera derivada de
f en xp, podemos decir lo siguiente:
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(1) f'(x0) existe o no y dicha existencia depende de la existencia del limite.

flwo+h) — flzo) F(z0) = lim f(x)) = f(2o)

h T—x0 Tr — X0

! — 1
f(@o) = lim

(2) Desde un punto de vista geométrico tenemos que la primera derivada, f’(zg) cor-
responde a la pendiente de la recta tangente al grafico de la funcién f en el punto
P = (z0,y0 = f(20)). Es decir

(8) tg : y—yo = f'(zo)(x — xo)

Y su grafico es de la forma:

N

tg: recta tangente

y=f(z)
Figura 9

(3) Finalmente podemos decir que cuando existe f'(zg) entonces podemos ”pegar un
palillo” en el punto P = (¢, yo)

(4) Si z = f(=z,y) entonces su grafico es una superficie, asi que si queremos ”imitar
la idea del palillo,” en este caso serd un plano lo que debemos pegar en el punto
P = (z,y, f(z,y)). Més adelante justificaremos que para definir un plano se
necesitan exactamente dos puntos.

Definicién 4.1.1. Sea z = f(x,y) y supongamos que el dominio de la funcion f incluye
a un disco D con centro en P = (x,y). Si existe

iy { @+ hoy) = f(z,y)
h—0 h

(9)

Este limite se conoce como la ”Derivada Parcial de f respecto de x” en el punto
P(z,y)

Andlogamente, si existe

(10) ?%ﬂ%y+2—fmw)
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Este limite se conoce como la ”Derivada Parcial de f respecto de y” en el punto

P(x,y)

Notaciones frecuentes:

0 0
8—;(:U,y); %(x,y); zz; fe; f1 @ derivadas parciales respecto de x

g—;(aﬁ,y); g—z(az,y); zy; fys fo : derivadas parciales respecto de y

Ejemplo 4.1.2. Sea z = 22 + vy — xy? + 3 entonces

(1) Respecto de x

0z o . f(.T—l—h,y)—f(ZZZ,y)

h
— lm (z+h)?+y*—(x+h)y*+3—2*—y>+a2y* -3
h—0 h
~ lm (x 4+ h)? — (x + h)y? — 2% + zy?

h—0 h
. $2+2$h+h2—$y2—hy2_1»2+$y2
= lim
h—0
. 2zh+ h? — hy?
= lim
h—0 h )
~ lim h(2z + h — y*)
i (204 10— 2
lim (22 + h — y°)
= 2xr— y2
(2) Respecto de y
Oz _ flzy+h) - flz,y)
- - 1
8y(fl«",y) lim -
2?4 (y+h)? —a(y+h)?+3 a2~y tay® -3
= lim
h=0 h)3 h)2 él 2
_ %ir%(ﬁ ) —x(yz )2 —y® + ay
C g VB4 3YR + 1P — a(y® + 2y + 1?) — yP + 2y
a h—0 h
— lim y3 4+ 3y%h 4 3yh? + h3 — xy? — 2oyh — zh? — i + 29
= lim !
. 3y%h + 3yh?® + h3 — 2zyh — xh?
= lim
h—0 h
. h(3y? + 3yh + h? — 22y — xh)
-

h
= }llir%(3y2 + 3yh + h? — 22y — xh)
= 3y% -2y

Observacion 4.1.3. La cuestion aqui es darse cuenta que:
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(1) Cuando calculamos f(x + h,y) entonces la funcion sélo varia en la variable x,
y no en la variable y, es decir y permanece constante y entonces su derivada
respecto de x es cero.

Andlogamente, cuando calculamos f(x,y + h) entonces la funcion sélo varia en
la variable y, y no en la variable x, es decir x permanece constante y entonces su
derivada respecto de y es cero.

(2) La segunda cuestion es que lo anterior puede ser operacionalizado como sigue:

of
* Para calcular = derivamos como lo haciamos en una variable respecto de

x
x, y tratando la variable y como una constante.

of . , ‘
* Para calcular 0 derivamos como lo haciamos en una variable respecto de

Yy, y tratando la variable © como una constante.

(3) En la practica tenemos:

0z

%(x, y) = (224+y*>—2y*+3) (y constante)
= (@) + @) — (@) +3)
= (@) + ") — [(@)'y* +2(y))] + (3)
= 20 +0—-[1-92+2-0)]+0

; = 2z —y?

a_;(x, y) = (22+y3—2y2+3) (z constante)

= (@) + @) — (2y®) + ()
= (@) + %) —[(@)y* +2())] + 3)
= 0+3y>—[0-y>+2-2y] +0

= 3y2 — 2y

4.2. Ejercicios Propuestos.
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Determine las derivadas parciales —f

funciones siguientes:

Lf(z,y)
2.f(,y)
3.f(z,y)
4.f(z,y)
5.f(z,y)

4.3. Derivadas Parciales de orden superior.

ox

= yrd i)
= 'y 8.f(z,y)

= wcos(zy) 9.f(x,y)

= In(z+2y)  10.f(x,y)

Universidad de Santiago de Chile

arctan(zy)

Y
arctan —
T

VT sec(z?y)
e:cyB

23yt — sin(2?y?) + 3

Considera la funcién z = f(z,y) = 23y + y* + 2* + 33 entonces sabemos que:

(z,9)

% (g—i) (z,y)

9 (21N (4
oy \ oz ) "Y
También podemos

Z—i(wvy)

% (%) (2, y)

o (3) e

of
ox

322y? + 423  podemos volver a derivar respecto de z e y

= 6ay® + 1222 Segunda derivada de f respecto de x

13

(z,y) = fa(z,y), g—i(w,y) = fy(z,y), para las

= 62%y Derivada de f, respecto de y, (derivada mixta)

derivar f respecto de y, y obtenemos:

= 223y +4y> podemos volver a derivar respecto de z e y

= 622y Derivada de f, respecto de x (derivada mixta)

= 2234 12y% Segunda derivada de f respecto de y

Definicién 4.3.1. Sea z = f(x,y) una funcion de dos variables tal que existen sus

derivadas parciales f,

(11)

y fy. Si existe el limite:

lim

h—0

f$<$ + h7y) - f$<may)
h
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Lo notaremos fr(x,y) ¢ %(x, y) 0 fi1(z,y) y lo llamaremos La segunda derivada
parcial de f respecto de x

St existe también el limite:

. faolm,y+h) — fo(x,y)
(12) lim N

h—0

Lo notaremos fqpy(x,y) 0 %(x, y) 6 fiz2(x,y) y lo llamaremos La segunda derivada
parcial mixta de f respecto de y

Andlogamente. Si existe el limite:

(13) lim

fy(x + h7y) - fy(xay)
h—0 h

Lo notaremos fy.(x,y) 0 aay?gm (z,y) 6 fa1(z,y) y lo llamaremos La segunda derivada

parcial mixta de f respecto de x

S1 existe también el limite:

14 li
(14) Jim

fy(l',y + h) B fy(-%',y)
h

Lo notaremos fyy(x,y) 0 %{(;z, y) 0 fi2(x,y) y lo llamaremos La segunda derivada
parcial de f respecto de y

Ejemplo 4.3.2. Sea z = f(x,y) = cos(z? + y?) entonces

fe(z,y) = —2xsin(z? +y?)

fez(z,y) = —2sin(a? + y?) — 422 cos(x? + y?)
fay(z,y) = —dxy cos(x? + y?)

fy(z,y) = -2y sin(x? + y?)

foy(z,y) = =2 sin(z? + y?) — 4y? cos(z? + y?)

fyo(z,y) = —daycos(z® +y?)



Ricardo Santander Baeza Universidad de Santiago de Chile 15

Observacion 4.3.3. Podemos mostrar el comportamiento de las derivadas en el caso de
dos variables como sigue:

Figura 10

Andlogamente, para la derivada respecto de y tenemos una situacion similar.

Figura 11

4.4. Ejercicios Resueltos.

2
(1) Sea f(x,y) = % entonces

e Calculemos f,(1,1)

Solucion
Ty
fy (l’, y) = ?
Luego,
1
1,1) = =
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e Sea Cy la interseccién del grafico de f con el plano [P : x = 1], es decir
P={(1,y,2) |y € R;z € R}. Asi en estricto rigor:

C, = Graf(f)nP
= {(z,y,2) €ER3 | 2= f(a,y) Az =1}

= {(Ly, f(Ly) |y e R}
(15)
2

)
= (L yer)

= Una parédbola

e Finalmente podemos calcular la recta tangente a la curva C, obtenida en

1
(15) en el punto (1,1). En tal caso como siempre f,(1,1) = = es la pendi-

ente de la recta tangente a Cy en ese punto, por tanto la ecuacioén de la recta
tangente es:

1
y—lzg(x—1)<:>3y—x—2:0

Definicién 4.4.1. Si z = f(z,y) es una superficie (es decir el grifico de una funcion
de dos variables) entonces llamaremos Traza de la superficie a la interseccion de la
superficie con un plano.

En el ejercicio (1) la traza en el plano [P : = = 1] es C, una parabola.

—n2kt

(2) Demuestre que la funcién v = u(z,y,t) =e sinnz. k constante, satisface la

ecuacion del calor unidimensional:

(16) up =k - ugy (k constante)

En efecto

Por un parte,

_ M2 .
(17) u = —nlk-e " Fsinna
Por otra parte,
)
upy = n-e " cosnx

18
( ) Uge = —nz-e’"%tsinnw
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Asi que, uy = k - ug, y la funcién u satisface (16)

La definicion de derivada parcial para dos variables puede ser extendida para funciones
de n-variables, como sigue.

Definicién 4.4.2. Sea z = f(x1,x9,...,2,) una funcion de n-variables. Si existe
(19) }ILH% f(ZEth,...,iUi +h,$i+1,... 7}«:%) B f(xtha” <y Ly - ,LUn)

entonces lo llamaremos la derivada parcial de [ respecto de la variable x; y la notare-
mos: % 0 fo; 0 2y, para (1 =1,2,...,n)

Ejemplo 4.4.3. Sea w = /22 + y? + 22 entonces

2x

RNy

2y

B VaZ 4y + 22

2z

V2 +y? + 22

4.5. Ejercicios Propuestos.

(1) Determine las derivadas parciales de las siguientes funciones:

1. f(z,y,2) = 22+ 3 + 4 6. f(z,y,2) = ery(cos zyz+sinzz?)

2. f(z,y,2) = 2232 7. flz,y,2) = we¥+ye* + zet

3. flx,y,2) = €= 8.  f(z,y,2) = arctan(x?+ y% + 2?)
L@y = at-16: 9 flrye) = W)

5. fleys) = 2tz 10, f(ngs) = (1-22 -y — e

(2) Verifique que 2y = 2y,



18 Ricardo Santander Baeza Universidad de Santiago de Chile

1.z = a®—day+ 3y 6. 2 = (299"
2. z = 223 +5xy? - 6y% + ay? 7. 2z = e cosy
3. 2 = g2V 8. z = (z+y)secay
. , 1
4. z = zye ™ 9. z = x°cos 7
5.z = In(z+y) 10. » — sinzy -+ arctanzy

(3) Sea z = e*Y. Demuestre que al derivar m veces con respecto a z, y m veces con
respecto a y se obtiene.

8m+n

_l’_
oz oy" ’

(l’,y) =e”

(4) Demuestre que v = u(z,y,t) = e~ (M +n))kt gin mg cos ny paran € Ny m € N.

Satisfacen la ecuacion del calor bidimensional para un plano aislado.
(20) up = k(tge + Uyy)

(5) Una cuerda se ha estirado a lo largo del eje x, fija en cada extremo y después se
ha puesto a vibrar. Se demuestra que la ecuacién que describe esta situacién es
la conocida ecuaciéon de onda unidimensional.

(21) Yt = a2yx:c

Donde a depende de la densidad y tensién de la cuerda
Demuestre que las siguientes funciones satisfacen (21):
e y =sin(z + at)
e y = sin kx cos akt (k constante)

(6) La funcién temperatura en estado estacionario u = u(z,y), de una placa plana
delgada satisface la ecuacion de Laplace.

(22) Ugy + Uyy = 0

Demuestre que las siguientes funciones satisfacen (22).
o u=Iny/22+ 9?2
o u= arctan(y)
x
e U= (3;2 + yQ)%

e yu=-¢c¢ Tsiny
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4.6. Regla de la Cadena.

(1) Sean u = f(x) e y = g(u), funciones tales que:
e f y g son componibles, es decir y = g o f(x) esta bien definida.
e [y g son derivables.

Entonces sabemos que

y = (g90f)(x)

- 4 / dy  dydu
= JU@)f' (@) » = ="

(2) Regla de la cadena para dos variables.

Supongamos que z = f(z,y) y que z = z(u,v) e y = y(u,v) entonces
z = f(z(u,v),y(u,v)) también es una funcién de las variables u y v. En este
caso tenemos que:

L 0s_0:00 020y
ou Oxdu Oyou

L0s_0:0n 0:0y
ov  Oxrdv  Oyodv
of _ 4
ar ¥  dx
Siz=f(z,y) yx=uxz(t) ey=y(t) entonces z = f(z(t),y(t)) también es una
funcién de la variable t. En este caso aplicando la regla de la cadena tenemos
que:

f'(=)

(3) Relacién entre

0z 0z0x 0z0y dz Ozdx Ozdy
= = =+ —
ot Ox 0t Oyot dt Oxdt Oydt
(4) Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables y sea f(z,y) = ¢, donde ¢ es una
constante real, aplicando la regla de la cadena en este caso particular obtenemos

oc Bzdi 8,2@

or ~ Ovds  Oydx
0z 0z
0 = %—Fa—yy
I
of
r . _Ox
T T

dy
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(5) Regla de la cadena para tres variables.

Supongamos que ¢ = f(z,y,2) y que z = w(u,v,w), y = ylu,v,w),
y z = (u,v,w) entonces t = f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w) también es una
funcién de las variables u, v y w. En este caso tenemos que:

LOf _0fdx 0fdy  9f 0

*u” 9rou Jy Ju 9z Ou
8f 8f8x+8f8y+8f82

811 Orodv Odydv 0z 0v
g 8f8x+8f8y+8f8z

* w8z dw dy Owr 9z dw

0
(6) Relacién entre of f(x) =
ox
Sit = f(z,5,2) y & = (s), y = y(s) y = = (s) entonces = = f(a(s),y(s), 2(s))
también es una funcién de la variable s. En este caso aplicando la regla de la
cadena tenemos que:

af
dx

af 8f3x+8f8y+3f82 dz_@zd:z; Gfdy 8fdz

Os Oxds Oyds 0z0s - ds  Oxds  Oyds 0Ozds

(7) Sea t = f(x,y,z) una funcién de tres variables y sea f(x,y,2) = ¢, donde ¢ es
una constante real, aplicando la regla de la cadena, y asumiendo que y = y(z)
obtenemos.

dc 0f0x  O0foy  Of 0z
ox Oz Ox 83/ dr ' 9z Ox

of | of J
8x+8y

of
r 83:

Ay
Anélogamente, si z = z(z) entonces
e 8f8x+8f8y+g%
ox Ordxr Oydx 0z0x

_ o9f of
0 - (%:Jr@z
N2
of
/ _ 81’
z = 8f

0z



Ricardo Santander Baeza Universidad de Santiago de Chile

4.7. Ejercicios Resueltos.

0
vV Siz=f(z,y) = e_“"2_y2; x = u?; y = \/u + 3u entonces podemos calcular 8—Z

En efecto
0: _ 0200 020y
ou  Oxdu Oyodu

1
= (=2ze ) (2u) + (—2ye " V) .(iu—% +3)

S— S—
oz Oz oz N
ox ou oy Oy

ou

v’ Suponga que w = f(u,v), donde u =z +y e v = x — y. Demuestre que

2 2
o owow _ (0w (o
oz Oy ou ov
En efecto

ow _ owdn owon
ox ou O0x  Ov Ox
ow ow
—(1 —(1
5, D+ 5., (1)
ow  ou

ou  Ov

Asi que,

ow OJw Ow
(24) 9 du + 0

Por otra parte,

ow _ owou  owdn
dy oudy  Ov dy

ow ow
%(1) + %(
ow Ow

ou Ov

~1)

Asi que,

ow Jw Jw

Finalmente;

U

21
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ow\ (dw\ _ (w_ow\ (0w 0w
Oz oy N ou  Ov ou Ov

(24) (25)

(@) (5)

Lo que prueba (23)

4.8. Ejercicios Propuestos.

- Lo ow Ow
(1) En los siguientes ejercicios encuentre —

as ¥ ot

ew=In2?+9?);r=5—t;y=s>—1.

o w=cos(zy?); x =353 — 1% y=s.

ew=e"T x=t+2y=s—°t

d
(2) En los siguientes ejercicios determine d—y =y

X

ZE3 xT

°
y2
X

2 2 3
e 13 +y3s ==z +4

=1
Tty

o 3yt + e Ya? 4 sin(zy) =6
(3) Suponga que w = f(z,y); * = rcosf; y = rsinf. Demuestre que:
dw\? | (Bw\_ ()P, 1 (ou?
Oz oy )  \or r2 \ 90
(4) Suponga que w = f(u) y que u = z + y. Demuestre que g—: = Z—Z

(5) Suponga que w = f(z,y); x = e" cosv;y = € sinv. Demuestre que

() o) =)+ (3]
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(6) Si w= f(z,y) y existe una constante "a”, tal que x = ucosa — vsina;
Yy = usina + v cos a. Demuestre que

() () - () (50)

2 _ 2
(7) Stw= f(u) yu= %_Fzz Demuestre que zw, + yw, = 0

5. Maximos y Minimos

23

5.1. Motivacién. Recordemos que si y = f(x) es una funcién tal que sus derivadas
existen y si f/(x¢) = 0 entonces z( es un valor critico y P = (z0, f(z¢) es un punto critico.
Maés aun tenemos el criterio de la primera y el de la segunda derivada para decidir si ese

punto critico es un maximo o un minimo. Es decir:

(1) Si f'(z9) = 0 entonces usando el criterio de la primera derivada, tenemos los casos:

— 00 L0 o0

f(x) f'(z) >0 f(x) <0

Figura 12 x¢ maximo

— OO 4] o0

fll) | fix) <0 f'(@) >0

Figura 13 x¢ minimo

2) Usando el criterio de la segunda derivada tenemos:
g
(i) Si f”(xo < 0 entonces z( es un valor maximo

(ii) Si f”(xo > 0 entonces zp es un valor minimo
(iii) Si f”(xzo = 0 entonces no hay informacién

5.2. Maximos y Minimos en dos Variables.
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Definicién 5.2.1. Sea z = f(x,%y) una funcién de dos variables y sea P = (zq,10) € R2.

(i) P es un punto mdzimo (mdzimo global) en R C R? si f(x,y) < f(zo,v0)

(V(z,y); (x,y) € R)
(ii) P punto minimo (global) en R C R? si f(x,y) > f(x0,90) (V(x,%);(x,y) € R)

(iii) P es un punto mdzximo relativo, si existe un disco D centrado en P tal que

fz,y) < f(xo,90) (V(2,9); (2,y) € D)
(iv) P es un punto minimo relativo, si existe un disco D centrado en P tal que

f(x,y) > f(Janyo) N(ﬂf,y); (.CU,y) € D)

Definicién 5.2.2. Sea z = f(x,y) una funcion de dos variables tal que sus derivadas
parciales existen. El punto P = (x9,y0) € R? se dice un punto critico de f si

(26) %(UCO,?JO) = g—i(moyyo) =0

1
Ejemplo 5.2.3. Sea f(z,y) =x+y+ — x # 0 y # 0 entonces para determinar sus
Yy

valores criticos debemos calcular sus derivadas, si es que existen.

d 1
Tww) =0 = 1-5 =0
O z%y 1 1
= l-—= 2
of 1 2y y
—(z,y) = 0 <= l-—5 =0
dy Ty
Luego,

1 1 9 9

— = — = wf=ry=ur=y ( pues, x ey no nulas)
Yy Ty

Finalmente sustituyendo tenemos que 1 — =0, es decir x> = 1.

-3
T
Pero como, 23 —1 = (x — 1)($2 + x + 1), entonces la unica solucion real es x = 1 y el
punto critico es P = (1,1, f(1,1)) = (1,1, 3)

Teorema 5.2.4. Criterio de la segunda derivada
Sea P = (x9,yo) un punto critico de la funcion z = f(x,y). Supongamos que:

e Las derivadas parciales % % 62—f ﬁ ﬁ son continuas en un disco
b ox’ Oy’ 02" Ox0y Oy?

centrado en P
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02 f 82 f

82
o D(xg,90) = @(x(]vy())a—yg /

2
m(ﬂﬁoa yo)}

(z0.0) - |

2
(i) St D >0y W(:ﬂo,yo) > 0 entonces f posee un minimo relativo en P
x

2
(i) SiD>0y W(azo,yg) < 0 entonces f posee un mdximo relativo en P
x

(iii) Si D < 0 entonces f no posee ni mdximo relativo ni minimo relativo en P. Un
tal punto P se llama punto silla

Ejemplo 5.2.5. En ejemplo (5.2.3), tenemos que:

o0 f 2 % f

g2 @V =3 = gahl) =2 D(1,1)=2.2-12=3>0
O f 2 *f A
dy? (z,y) = P ; Oy> (1,1)=2 —
f
0’ f 1 0’ f —=(1,1)=2>0
= = — 2\
dxdy (z,9) x2y? axﬁy(l’ =1 J Oz

Asi que, P = (1,1,3) es un minimo relativo de f

Ejemplo 5.2.6. Supongamos que debemos determinar las dimensiones de una caja rec-
tangular abierta de volumen 1, de la menor drea superficial posible.

Solucion.

Etapa 1. Planteamiento del problema.

Caja pedida

Etapa 2. Sean x,vy, z, las medidas de la caja pedida.
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Etapa 3. Andlisis de datos.

o Construimos la funcion que modela la superficie que debemos minimizar, en este
caso esta es, A(x,y,z) = xy + 2xz + 2yz.

e Tenemos otro dato, aunque que en realidad es una “restriccion”, pues debe tener
un volumen de 1; es decir tenemos que: V(x,y,z) = zyz =1

Etapa 4. Uso de los datos.

. . . 1 .
La funcion A se transforma en una de dos variables sustituyendo z, por —, es decir:
Ly

2x 2
Alwyy) = ay+—+ -2
Ty xy
2 2
= zy+ -+ -
Ahora
2 2
— —ly=ap = =y=12
2
A .’L‘,y = I — — Tr — — = 0
y( ) y2 yg

Asi que, P = (3/2,3/2) es un punto critico.

Etapa 5. Verificamos el tipo de punto critico.

4

Am(%y) = 3 1 1
z3 A(:p,y):x3—;—1:>A(€’/§,\s/§):16—1:3>0
4

Az, = — (=

w(®) Y3 4 o v A

Agy(z,y) = 1

Por tanto P es un minimo.

5.3. Ejercicios propuestos.

(1) Determine maximos y minimos de las funciones:
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1. flaz,y) = 22+ 3zy+y>?
2. flzy) = 2> -y
3. flz,y) = 2% —2xy+2y>+4dx
4. f(z,y) = xt 4+ 822 + 9% — 4y
5. flzy) = 2> —zy+y°
6. f(z,y) = 2%+ 2xy+2y>+4da
7. flz,y) = 2224 2xy+5y®+4x
8.  f(z,y) = —42%— 2y — 3y?

4 2
9. [flzy) = ;4';*'1‘3/
10. flx,y) = 23 —y3+ 32y
11. fla,y) = 122y — a3 —¢3
12. flx,y) = 3azy—a® —y3
13. f(z,y) = 6xy— 2%y — xy?

8
4. f(z,y) = z+y+ -
(2) Determine las dimensiones de una caja rectangular abierta de volumen 8, de la

menor drea superficial posible.

(3) Determine las dimensiones de una caja rectangular del mayor volumen posible,
si su area superficial es de 12 metros cuadrados.

6. Multiplicadores de Lagrange para dos y tres variables

6.1. Motivacién.
Si z = f(x,y,2) es una funcién de 3 variables entonces hasta ahora no hemos de-
sarrollado un método para determinar valores méximos y minimos para la funciéon f sin

embargo podemos reducir el problema como sigue:

Supongamos que debemos determinar las dimensiones de una caja rectangular abierta
de volumen 1, de la menor area superficial posible. Como en el ejemplo (5.2.6)

Solucién.

Sabemos que A(z,y, z) = xy+2xz+2yz y que V(x,y, z) = zyz = 1, asi que los valores
criticos deben cumplir con la restricciéon xyz — 1 = 0.

Consideremos la nueva funcién F(x,y, z, ) = xy + 22z + 2yz —\ (zyz — 1) entonces

A(z,y,2) restriccién
Fy(r,y) = y+2z—Ayz
Fy(z,y) = xz+2z—)xz
F.(z,y) = 2x42y— vy
Fy(z,y) = azyz—1

Igualando a cero para buscar puntos criticos tenemos que:
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SIETWE 2G| oo = 0] o)) =

= 2z + 2y — Azvy = 0|= 2x+2y— vy =
2ot 2y—day = 003 xyz — 1 =0 xyz — 1 =
ryz — 1 = 0(4)

Luego, (y —z)(1—X2)=0=y=axViz=1

Caso 1. x £y

Si Az = 1 entonces A\ = xy y sustituyendo en (1) tenemos que 2z = 0, lo que no puede
ser, por tanto nos queda el

Caso 2. x = y.

Sustituyendo en (3) tenemos que 4z — A\z? = 0, de donde sigue que z(4 — \z) = 0, y

entonces por que z # 0 debe ser que A\x = 4. Sustituyendo esta nueva informacién en (2)

x
tenemos que z = 5 y como en (5.2.6) obtenemos que P=20zx=y=2

Definicién 6.1.1. Si z = f(z,y,2) y g(x,y,2z) = 0 es una restriccion para la funcion
f entonces llamaremos Funcion de Lagrange, a la funcion F(x,y,z,\) = f(z,y,2z) —
Ag(x,y,2). A X se le llama multiplicador de Lagrange.

6.2. Ejercicios Resueltos.

Usemos el método de los Multiplicadores de Lagrange para determinar los valores ex-
tremos de la funcién:

f(z,y) = 3x+ 4y — 3 si estos estan sujetos a la restricciéon (z — 1) + y% = 25
Solucién:
FEtapa 1. Formamos la funciéon de Lagrange.
e La restriccién es (x — 1)% +y? — 25 =0 !!!!

e La funcién de Lagrange es:

(27) F(z,y,\) = 3z + 4y — 3+ \((z — 1)® + 3> — 25)
Etapa 2. Calculamos los valores criticos
e Derivamos parcialmente

F, = 3+2X\z-1)
F, = 4+2)\y
(z—1)2+y>-25

5
I
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e [gualamos las derivadas a cero y resolvemos el sistema
3+2\(z —1) =0
44 2)\y =0
(z—1)2+y*—-25 = 0
A # 0, caso contrario 3 =0
Asi que de las dos primeras ecuaciones tenemos la conclusion:
2A(x—1) = -3 2Mz —1) 3
2)\y = 4 2y 4
(x—1) 3
— = —
Y 4
4(x—1
ta-1)
Sustituyendo el valor de y en la dltima ecuacién tenemos que:
Az —1)\? 16(z — 1)?
(z—1)*+ <—(x3 )> —-25=0 = (x—1)2+7(x9 ) =25
25(x — 1)?
., BT
9
— (r—-1)*=9
= (z—1)=43
— xr=23+1
= x=4;xr=-2
Sustituyendo los valores de = tenemos los valores de y:
44 -1) 4(-2-1)
Y 3 vy 3
Luego, los valores criticos son:
P1 = (4, 4) y P2 = (—2, —4)
Finalmente, f(P;) = 25 es un maximo relativo y f(P2) = —25 es un minimo

relativo.

6.3. Ejercicios Propuestos.

Usando el método de los Multiplicadores de Lagrange, determine los puntos criticos y

clasificarlos segiin sean maximos o minimos.
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(1) f(z,y) =25 — 2% — 2, sujeta a la restriccién 22 + 32 — 4y = 0
(2) f(z,y) = 42% + 2y% + 5, sujeta a la restriccién 22 + y? — 2y =0
(3) f(z,y) = 2% +y, sujeta a la restriccién 22 + y? =9
(4) f(z,y) = 2%y, sujeta a la restricciéon x? + 8y? = 24
(5) f(z,y,2) = 2% +y? + 22, sujeta a la restriccion 3z — 2y + 2 —4 =0
(6) f(z,y,2) = 2% +y?+ 22, sujeta a la restricciéon y? — 271

(7) f(z,y,2) = zyz, sujeta a la restriccion z2 + 2y? + 422 = 4
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