Guia de algunas Aplicaciones de la Derivada

1. Recta Tangente y Normal

1.1. Definiciones Bésicas. Recordemos que :

La ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto P = (z¢, o) es de la
forma:

(1) tg : y —yo = f'(z0)(x — w0)

Y su grafico es de la forma:

tg: recta tangente

y = f(x)

Figura 1

La ecuacién de la recta normal a la curva y = f(x) en el punto P = (x9,yp) es de la
forma:

(2) tg:  y—wo= —m(l’—wo) (s1)f' (o) # 0

Y su grafico es de la forma:

N: recta normal

P:(wo, yo)

/
R

y = f(x)

Figura 2
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Finalmente, la situacion general es:

N: recta normal

tg: recta tangente

Figura 3

2. Ejercicios Resueltos

(1) Determine la ecuacién de la recta tangente y normal a la curva, y = z3 — 42 en
o = 1

Solucion
Etapa 1. Planteamiento
Sea tg la recta tangente.

(3) tg y—yo=f(1)(x—1)

Y la normal

1
(4) N : y—yoz—f,(l)(x—l)

Etapa 2. datos

Finalmente las ecuaciones pedidos son:

(5) tg : y+3=—1lr—-1) <= y+zx—-2=0
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(6) N y+3=—_i1(x—1)<:>y—m+4:o
(2) Si y =22 — 2z + 1, determine los puntos donde la recta tangente es horizontal.
Solucién
Etapa 1. Planteamiento del problema.

Sea tg la recta tangente

(7) tg y —yo = f'(x0)(z — z0)
Etapa 2. datos

tg es horizontal si y sélo si f/(z) = 0, as{ que partimos calculando la derivada:
o fl(z) = (2?2 -22+1) = f'(x) =22 — 2
e fllz)=0<=22—-2=0<=2z=1

Luego, xg =1 e yg = f(1) = 0, asi que el punto pedido es P = (1,0) y

Por tanto la recta pedida es:

(8) tg : y—0=0-(r—1)<=y=0 esdecir, el egje

La situacién geométrica es:

\ /y:x2—2x+1

#g: y=20

Figura 4
3. Ejercicios Propuestos
(1) Determine la ecuacion de la recta tangente y normal en las situaciones que se piden.
(a) f(z) = 2% — 9z en el punto zo = 2
(b) f(z) =252 — 22 en el punto ¢ = 2

4

(c)y=2*—2®—2enzg=1
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(d) y=2"—22—-3enzg=—1

Determine la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 22 — 2 y que es paralela
alarecta L: 2r —3y—1=0

Determine la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 22 — 22 4+ 6 y que es
paralela a larecta L : 20 +3y+7=0

X

2
Determine el o los puntos en que la recta tangente a la curva y = © — (1—()) es

horizontal

Determine la ecuacién de la recta tangente a la curva y = z2 — 22 4+ 6 y que es
perpendicular a la recta L : 20 +3y+7=0

Determine la ecuacién de las dos rectas tangentes a la pardbola y = 22 y que
ademds pasan por el punto P = (3,4)

2

Demuestre que la tangente a la pardbola y = 2= en el punto P = (x¢, yo), interseca

al eje « en el punto Q) = (3,0)

4. MAxmMos Y MINIMOS

Recordemos que si y = f(x) es una funcién tal que sus derivadas existen (por ejemplo
una funcién polinomial) entonces

(1)

Si f'(xp) = 0 entonces xg es un valor critico y P = (zg, f(zo) es un punto critico.
Ma3s ain en este caso tenemos el criterio de la primera, y el de la segunda derivada
para decidir si ese punto critico (supongamos que es el inico) es un méximo o un
minimo. Es decir:

(a) Si f/(zg) = 0 entonces usando el criterio de la primera derivada, tenemos los
casos:

—00 Zo o0

fl@) | fiz)>0 f'(@) <0

Figura 5 2 maximo
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—00 Zo o0

fl@) | fiz) <0 f'(@) >0

Figura 6 2o minimo

(b) Usando el criterio de la segunda derivada tenemos:
(i) Si f”(xo < 0 entonces g es un valor maximo
(ii) Si f”(xo > 0 entonces zp es un valor minimo
(iii) Si f”(xo = 0 entonces no hay informacién
(2) Si f"(z1) = 0 entonces (z1, f(x1)) es un candidato a punto de inflexién, y en este

caso procedemos a estudiar el comportamiento de la concavidad del grafico de la
funcién f entorno al valor x;.

— OO €1 o0

flle) | (@) >0 f'(x) <0
f(z) \V/ N

Figura 7 z¢ inflexién

4.1. Ejercicios Resueltos.
Ejemplo 4.1.1. Bosquejemos la grdfica de la funcion f(x) = 223 — 322 — 12z.

solucion

(1) Determinemos f'(x):

9) fl(x) = 62%—6x—12

(a) Determinemos los valores criticos:
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fl(x) =0 <= 622—62—-12=0
= 22—2-2=0

L _1:VI+8

=
2
1
1+3_,
2
= x= 0
1-3
Sl |
2

Asi que los walores criticos son: V.C = {=1,2}, y como f(-1) = 7 y
f(2) = =20 entonces los puntos criticos son: P=(—1,7) y Q=(2,-20).

(b) Estudiamos ” el signo de f‘(z)”

—00 —1 2 o0
f'(z) + - +
| I~ —
Figura 8 —1 méaximo y 2 minimo

Luego tenemos que:
(i) Puntos criticos={(—1,7),(2,—20)}

(ii) Respecto del crecimiento y decrecimiento tenemos:

(=00, =1)  f/
(=1,2) /AN
(2, 00) f
(iii) Respecto de los puntos extremos tenemos:
(P) = (—1,7) es un mdzimo local
(Q) = (2,-20) es un minimo local

(2) Determinemos f"(x) :



Universidad de Santiago de Chile

(10) ') = 122-6

(a) Determinamos los candidatos a puntos de inflexion:

ff(x)=0 <= 12¢-6=0

< = L
T
, . , ., 1 13
Asi que el candidato a punto de inflexion es Q:(§, ?)
(b) Estudiamos el "signo de f"(xz)”
—o0 0.5 o0

@) | f(x) <0 f(x) >0

f(x) N \/

1 13
Figura 9 <—

5 ?> inflexion

1 13
Luego el punto I = (5, 7) es un punto de inflexion

(3) Para un bosquejo del grifico tenemos:

4.2. Ejercicios Propuestos. Determine

(i) Puntos criticos

(ii) Intervalos de crecimiento y decrecimiento
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(iii) Puntos Maximos y Minimos locales
(iv) Intervalos de concavidad

(v) Bosquejo del grafico
De las siguientes funciones:

1) f(z) = (z-1)°

(2) flz) =2’ -1

(3) f(x) =223 + 322

(4) f(z) =32* + 23

(5) f(z) =2%—32+ 3z

®) f(@) = 5

9) f(@) =
10) fr) = 58
(1) (@) =

BUEN TRABAJO !!!



