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CAPITULO 1

Series de Fourier

1. Funciones Seccionalmente Continuas

1.1. Preliminares sobre funciones continuas.

Consideremos el R espacio vectorial Cla,b] = {f : [a,b] C R —— R | f es una funcién continua}.
Sabemos que

b
(1) feCab] — / (&) dz € R

Y del teorema fundamental del Célculo tenemos que

b
@) [ $@) dz = FO) - F(o) = F'@) = (2)
Ademads tenemos las propiedades:

b

W [ @ o) a= [ 1w [ o @

@ [hs@ar=k [ 0w

® [senar=[s@ars [fwe @sesy
W [ 1)@= [ g @

®) [ ) de=0

Bjemplo 1.1.1.

(1) /7r sin(nz) de =0 (Vn € N)

—T

En efecto
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" sin(na) de = Osin(nx) do+ [ sin(na) do
/ A J

) (et

_ ( %cos ) — cos(— mr)})—i—(—%[GOS(TM)—COS(O)])
1

COS na:
n

(cos(—nm) — cos(0) + cos(0) — cos(n))

Il
o

Geométricamente, para n = 1, significa lo siguiente:

0

Figural y=sin(z)y [; = / sin(x) dx y Iy = / sin(z) dx
0

—Tr

(2) /7r cos(nx) de =0 (Vn:n eN)

—T

En efecto

/7r cos(nz) de = /0 cos(nx) dr + /07r cos(nzx) dx

—T —T

—  Lisin(0) — sin(—nm)] + %[Sin(mr) — sin(0)]

1 [sin(0) — sin(—nn) + sin(nm) — sin(0)]
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Geométricamente, para n = 1, significa lo siguiente:

Figura 2 y = cos(x)

(3) /7r sin(nx) sin(mz) dz = 0 (Vn:n e N);(Ym:m € N);(n #m)

—T

En efecto

cos(nz +mz) = cos(nx)cos(mz) — sin(ma) sin(nz)

cos(nx —mz) = cos(nx)cos(mz) + sin(mz) sin(nx)

4
1
sin(nz) sin(mzx) = §[Cos(n:c — mx) — cos(nx + mz)]
Luego,
™ . . 1 ™
/ sin(nx) sin(mx) de = 3 / [cos(nx — mz) — cos(nx + mz)| dz

1 /7 1 /7
= —/ cos(n—m):ndx—l——/ cos (n+m)x dx
2 —— 2 r ——

e (S

—T

1.1.1(2)

(4) /7r sin(nz) cos(ma) dx = 0 (Vn:n e N);(Ym:m e N)

—T

En efecto
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sin(nx +mx) =

sin(nz —mx) =
sin(nx) cos(mx) =

Luego,

/7r sin(nz) cos(mx) de =

—Tr

cos(nx) cos(mzx) de =0

o [

En efecto

cos(nx +mz) =

cos(nx —mz) =

Universidad de Santiago de Chile

sin(nx) cos(mx) 4 sin(ma) cos(nx)

sin(nx) cos(mx) — sin(mx) cos(nx)

1
E[Sin(nx + mz) + sin(nx — mx)]

1 ™
5 / [sin(nx + mx) + sin(nz — mz)| dx

1/, 1
—/ Sln(n—}—m):pdfv+—/
2/ x S—— 2/

€7

sin (n —m) x dx
———

€7

(Vn:n e N);(Ym:m € N);(n #m)

cos(nz) cos(mx) — sin(mz) sin(nx)

cos(nx) cos(mx) + sin(ma) sin(nx)

U
1
cos(nz) cos(mx) = =[cos(nz + mz)+ cos(nx — mx)]
Luego,
™ 1 ™
/ cos(nz)cos(mzx) de = 3 / [cos(nz + mx) + cos(nx — mx)] dz
1 (7 1 (7
= —/ cos(n—i—m)a:dx—i——/ cos (n —m)x dz
2 ) 4 —— 2 ) 4 ——
€L €L
LLI)
(6) / sin?(nz) de == (Vn:neN)
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En efecto

sin®(nz) = %(1 — cos(2nx))
4
/ sin(nz) = %/ (1 — cos(2nx)) dx
1 /7 1 (7
= §/ﬂdaﬁ—§/ﬂcos(2nx) dx
1 1;(2) %(%)
= 7

(7) /7r cos’(nz) de == (Vn:n €N)

—T

En efecto
2 1
cos”(nxr) = 5(1 + cos(2nx))

2

—T —T

1 (7 1 (7
= —/ d$+§/ cos(2nzx) dx

2 - -7

/Tr cos2(nz) = l/Tr(1+cos(2m=))dgc

S(om)

Il
3

Conclusién 1.1.2.

e En el R espacio vectorial5 C[—m, 7] y debido a las propiedades de la integral tenemos que:

(3) (f.9)= | f@glz)de A |fI*=(F )
(,), es un producto interno y ||| es la norma inducida por el producto interno .

e Si ademés notamos

Trigon(x) = {1,sin(x), cos(z), sin(2x), cos(2x), sin(3z), cos(3x), ... }
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entonces Trigon(x) es un conjunto ortogonal respecto del producto interno definido en la

férmula (3).

e Si notamos W = (Trigon(z)) entonces como siempre W es un subespacio de dimensién no
finita de C[—7, 7] y debemos tener la proyeccién ortogonal Py, y para f € C[—m, ],

a o0 oo ) ]
flz) = ?0 + Z ay cos(kx) + Z by, sin(kx) ( en media)
k=1 k=1
donde
1 s
ap = — f(z) cos(kx) dx (k=0,1,2,3...)
™ —T
1 ™
by = — f(z)sin(kz) dz (k=1,2,3...)
™ —Tr

Y en media significa que

<f(:v) — % + Z ay cos(kx) + Z bi sin(kzx), f(z) — % + Z ay, cos(kx) + Z b, sin(kx)

k=1

k=1 k=1

Definicién 1.1.3.

k=1

A (4) la llamaremos la Representacién en Serie de Fourier de la funcién f

Ejemplo 1.1.4.
(1) Sea f(x) = x entonces aplicando (5) y (7) tenemos:

>—>0

e Para ay.
1 s
ag = —/ T dx
™ —T
_ 1
) —pi
_ Ln? (=m)?
o\ 2 2
= 0
e Para ap, (k>1)
u=zx dv = cos(kx)dx
= ap = — z sin(kx) " —/ sin(kx) dx| =0
1 . k - )
du = dz v = % sin(kx) ~
0
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Luego,

1 s
a = —/ x cos(kz) de =0 (Vk; k € N)
™

—T

e Para by, (k>1)

u=2x : dv=sin(kx)dx
1 u I
— b = — {—z cos(kx) + —/ cos(kx) dw]
1 s k - k —
du=dx : v= ~Z cos(kx) 4
Luego,
by = ! [ﬁ cos(km) + z Cos(/mr)}
S k
2kt
Asi que:
e -1 k+1
(7) x = 2;_1 ( ]z sin(kx)

Observacién 1.1.5.

(a) Sabemos que el grafico de y = x es del tipo

N W

Figura3 y==

(b) Si k =1 entonces tenemos que su gréfico es del tipo:
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-1 k+1

1
Figura 4 y:2zL

’ sin(kx)
k=1

(c) Si k =2 entonces tenemos que su gréfico es del tipo:

2
1
3 2 1 1 2 3
-1
-2
2 (_1)k+1
Figura 5 y =2 kzl — sin(kx)

(d) Si k = 3 entonces tenemos que su gréfico es del tipo:

-2

-3

3 (—1)k+1
Figura 6 =2 E —_—

igur Y 2 T
(e) Si k =50 entonces tenemos que su gréfico es del tipo

sin(kx)

50 (—1)k+
Figura 7 y = QZT
k=1

sin(kx)
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Luego, podemos concluir que:

k—i—l
v’ La funcién f(z) = z y la funcién g, (z) = 2 Z sin(kx) son distintas (Vn;n € N)

v’ La sucesién (gn)neny no converge puntualmente a la funcién f(z) = = en el intervalo
[_Trvpi]

En efecto

k+1

f(m) =7y gool(m —QZ sin(kr) =0

v' Sin embargo de la norma inducida por el producto interno, sigue que:

o= 9@ = [ (o= gla))? o =0

—T

(2) Sea f(x) =|x| (—m < x < ) entonces en este caso tenemos que:
1 [7 2 [T
oaoz—/ ]xdx:—/ rdr=m
™ J_r ™ Jo
1 ™
e Para ap = —/ |z| cos kx dx con k € N tenemos:
™ —Tr

u=ux : dv = cos(kz) dx

:>ak:

=

(%sm(m)

T 1 /™
. E/o sin(kx) da:)

1
du=dx : v= % sin(kx)

: si k impar

0 :si k par

1 ™
e Para b, = — / |z| sin kz dx con k € N tenemos:
T

—T

0 1 T
o bk:—/ —a:sinka;d:z:—i——/ rsinkx dx
T

—T

¢ aplicando el método de integracién por partes tenemos que:

u=—x . dv = sin(kz) dz u=z : dv =sin(kz) dx

1 1
du=—dz : v= ~Z cos(kx) v du=dz : v= ~ cos(kx)
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Asi que;
be = | Zeosthn)|” L [ costha) di— Zeos(ha)
ko= | peostha)| - o _ﬂcos z) dz — —cos(kz
0
1 /= 0 z ™
= = (Ecos(ka:) e —cos(kx) 0)
1 /7 T
= %<Ecos(k7r)—gcos(k7r))
=0

e Finalmente;

=
SN—
X
ol 3

4 i 2k — 1)z
T
=1
Observacién 1.1.6.

(a) Sabemos que el gréfico de y = |z| es del tipo

Figura 8 y = |z|

(b) Si k =1 entonces tenemos que su grafico es del tipo:

Figura 9 y=

™

0

1 s
+ - / cos(kz) dz
k Jo

0
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(c) Si k = 2 entonces tenemos que su grafico es del tipo:

cos(2k — 1)x

2
T 4
Figura 10 y—§—;Z 2k~ 1)
=1

(d) Si k = 3 entonces tenemos que su grafico es del tipo:

cos(2k — 1)x
Figura 11 y =~ — = R 7 )T
igura y=35 k- 1)

(e) Si k =50 entonces tenemos que su graﬁco es del tipo

50
) T 4 s(2k — 1)z
Figura 12 y:§—;5 21{:71
k=

1.2. Funciones Pares e Impares.

13
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Antes de verificar las propiedades intrinsecas de la representacién en serie de una funcién, como
la formulada en (4), es razonable observar que el mayor tiempo de célculo, (cosa relativa; pues basta
usar una maquina adecuada para calcular...) es empleado en la resolucién de las integrales, pero estas
poseen propiedades que agilizan su resolucién cuando los integrandos, dsea en este caso las funciones,
poseen lo que podemos tildar de ”"buenas propiedades.” Entre otras podemos considerar las siguientes:

Definicién 1.2.1.

Sea F[—a,a] = {f : [-a,a] — R | f funcién} y f € F[—a, a]. Diremos que

e f es una funcién par si f(—z) = f(x) (Va;z € [—a,al)

e f es una funcién impar si f(—z) = —f(z) (Vz;x € [—a,al)

Ejemplo 1.2.2.

f par : Sin par
(1) Sea f(x) =z™ (n € N) entonces

f impar :Sin impar

En efecto

e Si n par entonces n = 2s. Asi que

f-x) = (o)™
— (o
— (1.2)8
— xQS
= flz)
Por ejemplo:
8 8
6 6
4 4
2 2
-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3
Figura 13 y = 22 Figura 14 y =24

e Sin impar entonces n = 2s + 1. Asi que



Ricardo Santander Baeza Universidad de Santiago de Chile 15

fl=a) = (-z)*>*!
= (-2)*(-2)
= 2%(-2)
= z¥(-1)z  Por ejemplo:
— (_1 1.25—4—1
= —f(z)
0.6
1
0.4
0.2 0.5
-3 2 1 1 2 3 -3 2 1 1 2 3
/0.2
-0.5
-0. 4
-1
-0.6
Figura 15 y = 23 Figura 16 y = 2°

(2) f(x) = cosz es una funcién par:

Figura 17y = cos(z)

(3) f(z) =sinx es una funcién impar:

Observacién 1.2.3.

-1
Figura 18 y = sin(z)

(1) Supongamos que la funcién y = f(z) es una funcién par en el intervalo real [—a,a]. Supon-
gamos también que f es integrable en [—a, a] entonces
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0 a
[ Haydos [ fa)d

Universidad de Santiago de Chile

_/aof(_u)du—i—/oaf(x)dx (siu=—aydu=—dz)

—Aﬂﬂde+Aiﬂ@

dx f( es par)

/ f(x) dx + / f(x) dx ( ver las propiedades de la integral definida)
0 0

2/Oaf(:c) do

(2) Supongamos que la funcién y = f(z) es una funcién impar en el intervalo real [—a, a]. Supon-
gamos también que f es integrable en [—a, a] entonces

/_zﬂo:) iz =

(3) Sea f € F[—a,

2f(x) = fl@)+f(=2) = f(—2)+
= f@)+ f(=2) + f(z) - f(-2)

0 a
_af(ac) dx—i—/o f(z) dz

_/aof(_u)du—i—/oaf(x)dx (siu= -2y du=—dz)

- [t [ 1w

dz f( es impar)

- / f(z) de + / f(z) dx ( ver las propiedades de la integral definida)
0 0

0

a] entonces

f(z)

Ip fi
N GEES (S RN (CES D

La relacién descrita en (*) muestra que toda funcién f € F[—a,a] se descompone en una
suma de funciones, donde una es par y otra es impar.

En efecto,

fp(=2)

f(=z) + f(=(=2))

2

= fp es una funcién par
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Anélogamente,

_ f(—x) — f(x) = f; es una funcién impar

2

= —fi(2)

Si notamos
Fy[—a,a] = {f : [-a,a] — R | f funcién par}
Fi[—a,a] = {f : [-a,a] — R | f funcién impar}
entonces

v Fp[—a, a] es un subespacio de F[—a, d
En efecto

Si tomamos f € Fy[—a,a] y g € Fp[—a, a] entonces

(f+9)(-z) = f(-x)+g(-2)
= f(z)+g(x
= (f+9)(=)
De donde (f + g) € Fp[—a,a] y
A)(=z) = Af(-z)
= M(z)
= (Af)(z)

De donde (Af) € F,[—a, a] para (A € R)
v Fi[—a,a] es un subespacio de F[—a, d]
En efecto

Si tomamos f € F;[—a,a] y g € Fi[—a, a] entonces
(f +9)(=x) f(=z) +g(—x)
—f(z) = g(z)
—(f+9)(=)

De donde (f + g) € Fi[—a,a] y

17
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Af)(=z) = Af(==)
—Af(x)
= —(AN(=)

De donde (Af) € F;[—a,a] para (A € R)

v Fpl—a,a] NFi[—a,a] =0

En efecto
f €F,l—a,a) NFi[-a,a] < feF,[—a,a]A feFi[—a,a
= [f(-z)=fl@) AN f(=2)=—f(z) (Vz;z € [—a,a])
— flx)=—f(x) (Vz;z€l-a,a])
= f@)=0 (Yaiz€[—a,a])
= f=0
Asi que
(11) Fl-a,a] = Fp[—a,a]®F;[—a,a]
Conclusién 1.2.4.
Sea f € C[—m, 7l:

& f par entonces by =0y a; = %/Oﬁf(x) cos(kx) dz  (Vk;k € N)
En efecto
(i) f pary sin(kx) impar (Vk; k € N) entonces f(z)sin(kz) es impar
(ii) f pary cos(kx) par (Vk;k € N) entonces f(z)cos(kx) par
& f impar entonces a =0y b, = %/Oﬂ f(z)sin(kx) de  (Vk; k € N)
En efecto
(i) f impar y cos(kx) par (Vk; k € N) entonces f(z)cos(kx) es impar

(ii) f impar y sin(kz) impar (Vk; k € N) entonces f(z) cos(kx) par

1.2.5. Ejercicios Propuestos de Funciones Pares e Impares.
(1) Determine si cada una de las funciones siguientes es par o impar:

(a) f(x) =tanzx

(b) flz) =e”
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(¢) f(x) = cosdx

(@ f@) =1

(e) f(x) = x*+ 222

(f) f(@) = la] + 2

(2) Sea f una funcién derivable en el intervalo [—a,a]. Demuestre que.
(a) f funcién par = f’ funcién impar
(b) f funcién impar = f’ funcién par

(3) Sea f una funcién integrable en el intervalo [—a, a],y define

T
F(a:):/ f(t) dt (—a<z<a)
0
Demuestre que.
(a) f funcién par = F funcién impar
(b) f funcién impar = F' funcién par

(4) Descomponer las funciones en suma de una funcién par y una impar

(a) fla) = T2
() J(x) = T
(©) f(x):m, donde (a € R —0), (b €R—0) y (c € R —0)

1.3. Funciones Seccionalmente Continuas. Sea f : [a,b] — R una funcién. Diremos que f
es una funcion seccionalmente si:

e f es continua en el intervalo [a, b], salvo en un nidmero finito de puntos.

e Existen los limites laterales

ff) = lim @) (Vroiao € o)
fleg) = lim () (Veoim € (a.0)

Ejemplo 1.3.1.

consideremos la funcion:
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-1 :si —w<x<0

flz) =
1 :si O<z<m
Su grafico es del tipo
1
0.5
3 2 1 1 2 3
-0.5
Figura 19

Claramente en este caso,
fO7) = 1

f(07) = -1
Definicién 1.3.2.

Si notamos SCla, b]

,b] = {f : [a,b] — R | f seccionalmente continua} y si f € SCla,b] entonces la
diferencia S(z¢) = f(zg) —

f(zg ) mide la magnitud del salto de f en xo.

Observacién 1.3.3.

(1) En el ejemplo 1.3.1, S(0) =2

(2) Tenemos la importante equivalencia.

f € C[CL, b] — S(.I‘(]) =0 (V.%’(];.TQ € [avb])
En particular, Cla,b] C SCla, b]

Observacién 1.3.4.

(1) Es claro que SCJa, b] es un espacio vectorial real con las operaciones usuales de suma y pro-
ducto por un escalar para funciones. Asi que Cla, b] es un subespacio de SC[a, b).

b
(2) Si f € SCla, b] entonces claramente / f(x) dx existe.
(3) Sea n(x) = 0 salvo en un nimero finito de puntos de [a, b] entonces n € SCla, b]

Por ejemplo,
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Figura 20 y = n(z)

(4) Si n € SCJa, b] entonces n? € SCla, b], y si n es como encima entonces su grafico es del tipo

Figura 21 y = n?(z)

b
(5) Luego / n?(z) dz = 0. La conclusién de esto es que el producto interno definido en (3),

a
para las funciones continuas no es un producto interno para el espacio SCla, b]. Porque una
”funcién no nula tiene un cuadrado nulo.”

(6) Para “salvar la situacién”, podemos hacer lo siguiente:

(a) Define para f € SCla,b] y g € SCla, b] la siguiente relacién:

(12) fRg < f difiere de g en un nimero finito de puntos

(b) Observen que si (0) representa la funcién nula, es decir (0)(z) =0 (Vz;z € [a,b]) en-
tonces (0) i n, donde n es la funcién que no es nula en un nidmero finito de puntos.

(c) R es una relacién de equivalencia en f € SCla, b].
En efecto

(i) Como f — f = (0) entonces f R f. Asi que R es una relacién reflexiva.
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(ii) Si f R g entonces f—g = (0) salvo en un nimero finito de puntos en [a, b] entonces

fRg — f—9g=(0) salvo en un numero finito de puntos
= —(f—9g)=(0) salvo en un nuimero finito de puntos
= g—f=1(0) salvo en un numero finito de puntos
— gRf

Luego, R es una relacién simétrica.

(iii) Supongamos que f R g y g R h entonces

fRg < f—g=(0) salvo en un numero finito de puntos

gRh <= g—h=(0) salvo en un numero finito de puntos
< f—g+9—h=(0) salvoen un niumero finito de puntos
<~ f—h=(0) salvo en un numero finito de puntos
= f[fRA

Luego, R es una relacién transitiva. Asi que R es una relaciéon de equivalencia

Entonces tenemos el conjunto clase de equivalencia

(13) f = {9€SCla,b]| f R g}

Y el conjunto de clases de equivalencia

(14) SCla,b) /o = {f|feSC}

(d) Supongamos que f R g y h R r entonces

fRg — f—g=(0) salvo en un ntmero finito de puntos
hRr < h—r=(0) salvo en un nimero finito de puntos
4
(f+h)—(g+r) = (-9 + (-1
= (0) salvo en un numero finito de puntos
4
f+h R g+r

Andlogamente,
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fh—gr = fh—gh+gh—gr
= hMf—-9)+gh—r)

= h-(0)+g-(0) salvo en un nimero finito de puntos
= (0) salvo en un numero finito de puntos
4

fh R gr

Conclusién 1.3.5.
(i) La suma f 47 = f + g es bien definida en SCla, b] /¢
(ii) El producto f-g = f- g es bien definida en SC[a,b] /5
(iii) (Cla,b] /g3 4, -) es un R espacio vectorial.

(iv) Ademas;

b
<7,?>=/72<x>dx=o<:>fa%<o><:>7=<)

(7) De ahora en adelante, cuando decimos f € SCla, b] estamos pensando en f € Cla,b] /5

Ejemplo 1.3.6.

-1 :si —m<z<0
Determinemos su representacion en serie de la funcién: f(x) =

1 :si O<zr<m
Solucion,

(1) El grafico de la funcién es el siguiente:

1
0.5
3 2 -1 1 2 3
-0.5
Figura 22

2 s
(2) f es una funcién impar, luego ar =0 (Vk)y by = —/ sin(kzx) dz. Luego.
T Jo
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2 1
b, = ;(—Ecoskx>

™

0

Asi que la representacion en el sentido antes dicho (en media) es la siguiente:

(15) _ éoostk—l:c
™ 2k —1

(3) Gréficamente la situacion es la siguiente:

e Si k =1 entonces

1
0.5
3 2 1 1 2 3
/5
-1
Figura 23
e Si k = 2 entonces
1
0.5
3 2 1 1 2 3
-0.
-1
Figura 24

e Si k = 3 entonces
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1
0.5
3 2 1 1 2 3
-0.
1
Figura 25
e Si k = 4 entonces
1
0.5
3 2 1 1 2 3
-0.
1
Figura 26

e Si k = 50 entonces

0.5
3 2 1 i 2 3
-0.5
Figura 27

1.3.7. Ejercicios Propuestos de Series de Fourier.

(1) Desarrolle en Serie de Fourier en el intervalo [—m, 7|las siguientes funciones:
(a) f(x) = e
(b) f(z) = [sinz|
(c) f(z) = [cosz|
(d) f(z) = (m —2)(r + )

(e) flx) =

r+7m si —wm<ax<0
r—7m ;81 O<ax<m
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0 csi — < <0
v ;s O0<z<m

Ademds demuestre que:

!
I
gk

0 :si —w<x<0
r ;81 O0LZLz<m

(8) flx) = {

Ademaés demuestre que:

2 > 1
8 D (2k — 1)2

=1

2. Extensiones de Funciones Seccionalmente Continuas

2.1. Extension Peridédica.

Sea f € SC|—m, |, hasta ahora aceptamos que la funcién f es posible de representar en Serie de
Fourier, es decir tenemos que f se escribe como (4)

flz) = % + i a, cos(kz) + i b, sin(kx)
k=1 k=1

Como las funciones trigonométricas senos y cosenos son periddicas de periodo 27 entonces

ao oo oo '
flx+2m) = 5+ ; ay, cos(kx + 2m) + kz_l by sin(kx + 27)

ao oo o0 )
= 5 + ; a, cos(kz) + ; b, sin(kx)

= flz)

Esto permite definir la extensién periddica de f a todos los reales como sigue:

Definicién 2.1.1.
F(z) = f(z +2m) (Vz;x € R), se llamara la extensién periddica de f.
Ejemplo 2.1.2.

Si F(z) = |z + 27| entonces su gréfico es de la forma:
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Figura 28 F(z) = |z + 27|

2.2. Extensién Par e Impar.

Sea y = f(z) f € SC[0,n]. Siguiendo la idea anterior podemos construir las extensiones pares e
impares de funciones.

En efecto
(1) Define la funcién Py como sigue:
f(=z) :sin<x<0
Pp(z) = o
flz) :si0<z<mw
Entonces Py(—x) = Py(x) es decir, Py es una funcién par en [—m, 7]

Py se llama la extensién par de la funcién f. Respecto de la representacién en Serie de
Fourier de Py tenemos que:

[e.e]
a
Pi(x) = 50 + Z ay cos kx Representaciéon en serie de Cosenos de f.
k=1

(2) Define la funcién Iy como sigue:

—f(=z) :sin<z<0
Ip(z) = -
f(x) csi0<zx<nm
Entonces I¢(—x) = —If(x) es decir, Py es una funcién impar en [—7, 7]

Iy se llama la extensién impar de la funcién f. Respecto de la representacién en Serie de
Fourier de Iy tenemos que:

[o.¢]
Pi(x) = Z by sin kx Representacién en serie de Senos de f.
k=1
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Ejemplo 2.2.1.

Si f(z) =2% (0 < x < ) entonces su gréfico es de la forma:

10

Figura 29 f(x)=2%: (0<z <)

1) Para la extension par, tenemos que y = Pr(x) tiene el grafico:
p que y f g

Figura 30 Ps(z) =2%: (—m<z<m)

oo
ao
En este caso, 22 = 5 + Z ag cos kx, donde

k=1
ar = — x“coskx dr (k> 0)
™ —T
2 s
= —/ 22 cos kz dx
™ Jo
I
2
ayg = §7T2

a = (D (k21)

Asi que,
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Su representacion es:

T
&
I
wino

1
_ cos kx
Figura 31 2n? —4 < g (—l)k"'lT)

k=1

1 2 3

2
k
Figura 32 Py(z) = %772 —4 (Z(—l)kJrlCOZ—Qm)
k=1

-3 -2 -1 1 2 3

10
k
Figua 33 Py(x) = 3n° 4 (Z(—lﬁ“ci—f)
k=1

2) Para la extensién impar, tenemos que y = I¢(x) tiene el grafico:
p que y f g

10
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-2 . (—m<x<0)
Figura 34 I;(x) =
s (@) { 2 (0<z<m)
En este caso, I¢(z Z by sin kxz, donde
k=1
1 4 2 .
by, = — xésinkx dx (k>1)
™ —T
2 v
= —/ z?sinkz dx
T Jo
U
2
—% :si k par
by =
2 8 D
— — —— :si k impar
k. wk3
Asi que,
kx 8 — sin(2k — 1)z
I — 9 1)k 20T sinkr 8 _1)k+L
o) = a3 DSyt
Su representacion es:
3
2
3 2 1 1 2 3

1 . .
. B pr1sinkr 8 pt15in(2k — 1)z
Figura 35 If(xz) = 2« E (-1 —— — = E (-1) ToE 1)
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2
. _ ki1 smkx 8 k+1s1n (2k — 1)z
Figura 36 If(xz) = 2« E (=) ——— ; 1 %—_1)

0 sin kx sin(2k — 1)z
Figura 37  I7(z) ::2w§:@»k“____ _E: kH_EEiTT_

2.2.2. Ejercicios Propuestos de Series de Fourier Pares e Impares.

(1) Determine las extensiones pares e impares (en el intervalo [—, 7]) de las funciones en SC|0, 7]:
(a) f(z) =3
(b) f(z) = (z +m)

(2) Desarrolle en serie de Fourier de Senos a f(z) =cosz (0 <z < 7). Use este resultado para
demostrar que

Vi S 2%
(4k —2)2 — 1
k=1

3. Cambio de Intervalo

3.1. Intervalos Simétricos respecto del origen.

Sea f € SC[—p,p] (p > 0) entonces
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feSCl-p,p] <= -p<z<p

<— —mp<Tmx<7p

s
— —77<—<T7
p
T
Si hacemos u = —, entonces y = f(u) y f € SC[—m, 7|, y para la nueva variable u tenemos

representacion en Serie de fourier, es decir:

a | < y
flu) = > + kz_:l ay cos ku + by sin ku,  donde
1 [" 1 /" )
ar = — f(u)coskudu A b= — f(u)sin ku du
™ J_x T J—m

Por otra parte, en virtud del ”cambio de Variable”, tenemos que se obtiene la relacién:

dz (%)

a krx . [ knx .
flx) = b} + ;ak Ccos <7> + by sin (7> ( en media)

3.2. Intervalos arbitrarios.

Sea f € SCl[a,b] con (a <b). Sip= ¢ entonces [a,b] = [a,a + 2p] intervalo centrado. Asi que

tenemos que

_ap > 2kmx . [ 2kwx .
flz) = 5 +kzlakcos<b_a>+bksm(b_a> ( en media)

Donde,
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2 [t 2k 2 (7 2k
ag =3 / f(x)cos(b wx) dr <= a= 5 (x)cos( 7r:1:> dx (k>0)
—a, _

—a a f, b—a
2 [t k 2 [P 2k
by, = b—a/_p f(z)sin (%) dr — b’“:ﬂ ) (m)sin(b:rz) dez (k>1)

Ejemplo 3.2.1.

Sea f(x) =z, con (0 < z < 1) entonces f € SC(0, 1), En este caso como b — a = 1 tenemos que

1
a = 2/ x cos(2kmzx) dr (k> 0)
0
1
by = 2/ xsin(2krz) de (k> 1)
0

1
Integrando por partes, obtenemos; a9 = 1, ap = 0y by = i Asi que tenemos la repre-
™

sentacion en Serie de Fourier.

flz) = %—%Zsin <2k];ra:> ( en media)
k=1

Su representacion en algunos casos es la siguiente:
8

© oo o o0 o0

7
6
5
4
3

0.2— 0.4 0.6 0.8 1

1
1 1 2k
Figura 38  f(z) = 5 - g sin( l:x>
T
k=1

2
1 1 2k
Figura 39  f(z) = 37 E sin < ]::TLE)
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100
1 2%k
Figwra 40 f(z) = =—— sin< ”)
T

3.2.2. Ejercicios Propuestos de Series de Fourier en intervalos no simétricos.
(1) Determine el desarrollo en serie de Fourier de la funcién

0 sl —2< < —1
fle) = qlz| st —1l<az<l1
0 :osi l<ax<?2

(2) Determine el desarrollo en serie de Fourier de la funcién

f@) = {2—3@ tsil<ar <2

r—2 :s8512<z<3

1 si2<ax <3
4—z :sid<z<4
r—4 :sid<xr<5b
1 tsio< <6



