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(1) Determine maximos y minimos de la funcién

flz,y) =3zy —2® —y°

Solucion. Iniciamos determinando los puntos criticos de la funcién f. Para ello obtenemos las primeras derivadas.

of  _ 2
or VT
of  _ 2

Ahora, determinamos los puntos criticos, y para ello estudiamos el sistema de ecuaciones:

3y—322 = 0 y—ax? = 0 y = a? y = a2
3r—3y2 = 0 = r—y? = 0 = r—y? = 0 T ozt = 0|7
22
= . lf; ; o= =2 A@=0V(@-1)1+z+2%) =0)
= :x2 (x = x=1)

Luego tenemos dos casos:

Caso 1. Si & = 0 entonces y = 0. Asi{ que P = (0,0) es un punto critico Caso 2. Si x = 1 entonces y = 1. As{ que
Q@ = (1,1) es otro punto critico.

En la siguiente etapa debemos aplicar el criterio, para maximos y minimos a los puntos criticos obtenidos. Para ello
comenzamos generando A(z,y) y entonces debemos determinar las segundas derivadas parciales.

2
ﬂ = —6x
6%2
o 3 A =36 9
4 — 4
Oy> 4
Finalmente,
Para P = (0,0) tenemos que A(0,0) = —9 < 0. As{ que P = (0,0, f(0,0)) = (0,0,0) es un punto silla, y

92
Para Q = (1,1) tenemos que A(1,1)=36—-9>0y 9 ];(1 1)=-6<0.

Asique Q = (1,1, f(1,1)) = (1,1,1) es un punto méximo.

. T

Figura:l P = {(:tmy7 2) € R¥z = f(x,y) = 3ay — 2 — y3} Figura:2 Rotada 180° P = {(my7 2) €R3|z = f(x,y) = 32y — a3 — ys}
1



(2) Determine méximos y minimos, no nulos, si existen de la funcién f(x,y) = 6zy? — 22° — 3y*
Solucién

En primer lugar, determinamos las primeras derivadas parciales.

0
a—i(:v,y) = 6y —6a”
0
8£ (z,y) = 12zy—129°
En segundo lugar, buscamos puntos criticos
6% — 62 =0 y?P—a? = 0 1) y—=z)(y+z) = 0
120y — 12 = 0| ~ ay—y® = 0| (2) ay-—y? = 0

De la ecuacién (1) sigue que tenemos entonces dos casos:

Caso 1. Si x = y entonces sustituyendo en (2) obtenemos que
Yoy =0=y(1-y=0=y=0Vy=1

Si y = 0 entonces x = 0, entonces el punto critico es en este caso (0,0,0) no permitido.
Luego, y = 1 y entonces el punto critico en este caso es P; = (1,1,1)
Caso 2. y = —z entonces sustituyendo en (2) obtenemos que

PP =0= 9’1 +y)=0=y=0Vvy=—-1

Si y = 0 entonces x = 0, entonces el punto critico es en este caso (0,0,0) no permitido.

Luego, y = —1 y entonces el punto critico en este caso es Po = (1,—1,1)
Ahora, Construimos A(z,y), para ello calculamos las segundas derivadas parciales:

of *f >*f

%(I,y) = 6y° — 622 = e 5 (@,y)=—12z A g0z (xz,y) =12y

of 0% f 2 o f

= 122y — 12¢° = =12z — 36 A =12

ay( .Y) zy — 12y 9 5 (x,y) = 122 — 36y 920y (z,y) Y

Asi que
Az,y) = —12z(12z — 36y2) — 144y>

Si P =(1,1,1) entonces A(1,1) = =12(12—-36) — 144 >0y 8m2( 1) = =12 <, luego P; es un méximo

Si Pp = (1,—1,1) entonces A(1,~1) = —12(12 - 36) — 144 >0y 3 2/ ( 1) = =12 <, luego P, es un mdximo

Y

Figura:3 P = {(z,y,2) € R*z = f(z,y) = 62y> — 22° — 3y"}



(3) Determine méximos, minimos y puntos sillas (si existen)de la funcién:

fz,y) = 62%y* — a3y —2%y3, (y#0Az #0)

Solucion
0 0]
Etapa 1. Calculamos en primer lugar —f y —f
Ozr ~ Oy
0
—f = 12xy® — 32%y* — 22y
ox
0
—f = 122%y — 223y — 3222
dy
0 0
Anulamos, ahora —f y —f, para obtener los puntos criticos.
ox ° Oy
122y? — 32%y? — 22> = 0 ry?(12 -3z —-2y) = 0 12—-3z—-2y = 0 .
1222y — 223y — 3222 = 0| ~  a22y(12—22—-3y) = 0 12 — 2z — 3y o |@# 0y #0)
N 3r+2y = 12 9r+6y = 36 N 71_2/\ _ 12
2 +3y = 12 dz+6y = 24| T F YT
12 12
Luego, P = (F, F), es un punto critico.
Etapa 2. Calculamos ahora A(z,y), y para ello determinamos las segundas derivadas parciales.
ﬁ = 12y — 6xy® — 293
ox?
0% f
— = 24xy — 62%y — 627>
Oyox by b
0% f
— = 122% — 22° — 627y
Oy?
0% f
= 24zy — 62%y — 6zy?
920y ry — 627y — 6y

Asf que, A(x,y) = (12y% — 62y — 2y3) (2422 — 223 — 62%y) — (242y — 622y — 6292)?,

Etapa 3. Ahora evaluamos en el punto critico.

2(25) - () () (=) (3))- ((3) () ) =

Asi que P es un punto silla

Figura:4 P = {(1:7y7z) € R¥z = f(z,y) = 62%y% —23y® —2%®, (WA OAz # 0)}



(4) Determine las dimensiones relativas de una caja rectangular, sin tapa que tiene un volumen de 32 unidades cubicas, si
se desea emplear la minima cantidad de material en su elaboracion.

Solucién.

Etapa 1. Planteamiento del problema.

Figura:5 Caja Pedida

Etapa 2. Sean z,y, z, las medidas de la caja pedida.
Etapa 3. Analisis de datos.

e Construimos la funciéon que modela la superficie que debemos minimizar, en este caso esta es,

A(z,y,2) = zy + 2xz + 2yz

e Tenemos otro dato, aunque que en realidad es una ”restriccién”, pues debe tener un volumen de 32; es decir tenemos
que: V(z,y,z) = xyz = 32

Etapa 4. Uso de los datos.

. . . 32 .
La funcién A se transforma en una de dos variables sustituyendo z, por —, es decir:
xy

64 64y
Alz,y) = xy+:v—y+x_y

64 64

= :cy—l-g—i-? (puesx £A0Ay #0)

Ahora

64 64
A _ —
o (@y) = y-— -2 =0

= = rly=nyl ==y =V64=14

o, (@y) = :v—? x—ﬁ =0

As{ que, P = (4,4) es un punto critico.

Etapa 5. Verificamos el tipo de punto critico.

2 128
2 128
5 (.9) = (T .
2 128
024 924 ngg((ﬂ,y): F — W(474):2>0
dz0y ('rvy) = Dyox (Iay) =1

Por tanto P es un minimo.
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(5) Siz, yy z son tres nimeros reales no negativos tales que su suma es 1 entonces determine A;}Qué tan pequeno puede
ser? f(z,y,2) = 2% +y? + 2%

Solucion
Etapa 1. Debemos minimizar la funcién f(z,y, z) = 2% + 3% + 22

Etapa 2. Datos:
r+y+z=1 = z=1-xz—y
= flry) =2+ +(1-z-y)
=  f(x,y) =22% + 29> + 20y — 22 — 2y + 1

2

Etapa 3. aplicamos la técnica para minimizar
e Para determinar los puntos criticos:

o Derivamos:

af 0% f
- = dr+2y—2 N — =4
ox T2y Ox?
of o*f
— = 4 2r—2 N —5 =4
By Y+ 2x 397
of
0xdy
o Luego, debemos resolver el sistema en consecuencia:
dr+2y—2 = 0 N 2z4+y = 1 gl 1
dy+22—-2 = 0 42 = 1 T=3 ¢ YT3

o Asi que tenemos que el punto critico P = (%, %)

e Decidimos al punto critico:

2

0
(i) A(z,y) =12>0 A W(z, y) = 2 > 0 entonces P es un punto minimo.
x

Figura: 6 f(x,y) = 22 +2y° 4+ 22y — 22 — 2y + 1



(6) Determine méximos, minimos y puntos sillas si existen de la funcién

fla,y) = a®+y° +3ay+5
Solucién. En primer lugar, determinamos las derivadas parciales
of 2
- = 3 3
Or TSy
of 2
= = 3y +3z
y Y
Ahora determinamos los puntos criticos y para ello anulamos las derivadas parciales, en el siguiente sentido
322 4+3y = 0 ?+y = 0 N y = —a° . y = —x?
32 +3z = 0 v+z = 0 (—x)*+x = 0 z(z3+1) = 0
Si = 0 entonces como y = —z2, sigue que P=(0,0) es un punto critico.
Si 2% + 1 = 0 entonces como 23 + 1 = (z + 1)(22 — 2 + 1) , sigue que * = —1 es tnico punto de anulamiento, pues

22 —x+1#£0,yz =151 5174 ¢ R. Por tanto @ = (—1,—1) es otro punto critico, (no olvide que y = —2?)

A seguir, calculamos nuestro A(x,y) que en este caso, se obtiene de las derivadas parciales segundas.

0% f 0% f 0% f 0% f
ox? oy? Oydxr  Oxdy
Y entonces
Az,y) = 36axy—9

Luego, para P = (0,0) tenemos A(0,0) = —9, punto silla y para Q = (=1, —1) tenemos que A(-1,-1)=36—-9>0y
0% f

el —6 < 0, sigue @ es un maximo
x

Figura: 7 z = f(z,y) = 2® +4* + 32y + 5



(7) Determine méximos, minimos y puntos sillas (si existen) de la funcién

flzy) =2 +y* —18zy + 1

Solucion

En primer lugar derivamos para buscar puntos criticos.

af 5
— = 3z°—-18
ox . y
af 5
— = 3y°—18
dy 4 v
Ahora, buscamos puntos criticos.
322 — 18y = 0 a? =6y = 0 2 2 _ 2_ 2 _
3218z = 0| — y*—6x = o| 7 —6y— (y° —6x) =0= 2" —y? — 6y + 62 =0

= (z+y)(z—y) +6(z—y)=0=(x—y)lz+y+6)=0=2=yVy=—-6—=x
Luego tenemos dos casos posibles.
(a) Siy = x entonces sustituyendo en una de las ecuaciones obtenemos que
P —6br=0<=2(r—-6)=0=2=0V2=6

En este caso tenemos los puntos criticos P, = (0,0) y P> = (6,6)

(b) Siy = —6 — x entonces obtenemos que

—6£+/36 — 144 ¢R
2
Ahora que tenemos los puntos criticos P; y P, procedemos a clasificarlos.
(i) Para ello calculamos A(z,y).

2?2 —6(-2—-6)=0<=1"+62+36=0= 1=

0% f

Fr

0% f 2

W 6y = A(z,y) = 36zy — (18)
2

OF _ g

Oyox

(ii) A(0,0) = —(18)? < 0 Asf que Py = (0,0, f(0,0)) es un punto silla

0*f

(iii) A(6,6) = (36)? 6 — (18)* >0y 55

(6,6) =6-6 >0 Asi que P, = (6,6, f(6,6)) es un punto minimo



