Rudimentos 9: Preliminares acerca del Anillo de Matrices y Polinomios
Profesor Ricardo Santander

Este capitulo estara destinado a presentar contenidos y actividades que permitiran al estudiante, determinar
el grupo de unidades o de elementos invertibles del anillo de matrices, utilizando como herramienta central

el determinante de matrices.

1. Definiciones y Ejemplos de anillos en general

Definicién 1.1. Sea A un conjunto. Diremos que (A, x,0) posee la estructura de anillo si

(1) (A, %) es un grupo abeliano

(2) (A,0) es asociativo, es decir, (Ya;a € A), (Vb;b € A), (Ve;¢ € A) tenemos que:
(aob)oc = ao(boc)

(3) (A, *,0) es distributiva, es decir, (VYa;a € A), (Vb;b € A), (Ve;¢ € A) tenemos que:

ao(bxc) = (aob)*(aoc) distributividad izquierda

(bxc)oa = (boa)x(coa) distributividad derecha

Si ademds en (A,o) es conmutativo y existe neutro ey, respecto de la operacion o es decir, (Va;a € A),
(Vb;b € A) tenemos que:
aob=boa A aoey =epoa=a

Entonces (A, *,0) se llama un anillo conmutativo con identidad ey .

Ejemplo 1.1.1.

(1) (Z,+,-), es un anillo conmutativo con identidad 1.
(2) (Q,+,"), es un anillo conmutativo con identidad 1.
(3) (R,+,), es un anillo conmutativo con identidad 1.

(4) Si definimos el conjunto: 27 = {2z | z € Z} entonces (2Z,+,-), es un anillo conmutativo sin identidad.

Definicién 1.2. Sea (A,*,0) un anillo con identidad ep entonces a € A se dice una unidad o invertible en
A siexiste b € A tal que aob=-¢ey yboa= ey y llamamos unidades de A al conjunto:

UA) = {a€A|a esuna unidad}

Ejemplo 1.2.1.
(1) EnZ, U(Z)={-1,1}

(2) EnQ, U(Q)=Q-{0}
(3) EnR, U(R)=R — {0}



2. Anillo de Matrices

Sabemos que (Mg(n),+) es un grupo abeliano asi que, para hacer un anillo de las matrices debemos definir
un producto asociativo y distributivo.

Definicién 2.1. Sean A = (a;;) € Mg(n x m) y B = (b;j) € Mg(m x s) y entonces definimos la operacion
producto de matrices como sigue:

Mg (n x m) x Mg(m x s)
(A : B)

I x

5)

MK(H
A c

—
— - B

Donde C = (¢;j), y
Cij = Zaikbkj (1)
k=1

Ejemplo 2.1.1.

1 3 0 4
1 3 5 2 69 1 49
(1) Sea A = < 9 7 0 ) y B = _% g —g 2 entonces A- B = < 16 55 —21 43 >

(2) Supongamos que tenemos el sistema de ecuaciones lineales:

a1171 + a12T2 + a1323 + apary = by

a1T1 + G222 + 2373 + aaxry = by

a31T1 + azoxo + aszxs + asary = bs (*)

a41T1 + 4272 + 4373 + ag4s = by

as5171 + azaT2 + as5373 + asary = bs

entonces (x) puede ser escrito en forma matricial como sigue:

a1171 + 1272 + 01373 + apury = by ajl a2 a3 a4 . by
(2171 + G222 + a2373 + G244 = bo a1 Gz a3 a4 $1 by
a3171 + azar2 + az3r3 + azary = by | = a3l Q32 a3z as4 ; =1 b3
4171 + Q4272 + 4373 + Q1474 = by a41 Q42 Q43 Q44 3 by
a5171 + azaT2 + as53r3 + asgry = by as1 as2 as3 G54 i bs

(3) Supongamos que tenemos tres tiendas, digamos A, B, C, y cada una de ellas tiene en stock dos articulos,
arty y arty, distribuidos como sigue, la tienda A posee 2 arty y 4 arty; la tienda B posee 5 arty y 7
arty y la tienda C posee 4 arty y 3 arte entonces podemos distribuir segun la matriz:

A B C

art; | 2 4
arta | 4 7 3

M (art x tiendas) =

ot

entonces

° ( 11 ) - M(art x tiendas) = ( 6 12 7 ) representa la cantidad total de articulos por tienda.

1
e M(art x tiendas) - | 1 | = < ﬁ ) representa la cantidad total de articulos del tipo uno y dos
1
en stock
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Teorema 2.1.2. (Mg(n),+,-) es un _anillo no_conmutativo con identidad I, (¥n;n € N)

Demostracién

¢ En primer lugar, sabemos que (M, 4) es un grupo abeliano

¢ Si A =(a;5) € Mg(n xm), B=(bj;) € Mg(m xs)y C = (c;) € Mg(s x t) entonces

A-(B-C)=(A-B)-C
El resultado sigue de los siguientes hechos: Como

e B-C=(dy) donde dij =Y bircyj, ¥
k=1

o A-(B-C)=(e;) donde e;; = Zaw i

entonces

> aindi; = ai (Z bkrcrj> => <Z aikbkr> ¢j=(A-B)-C
k=1 k=1 r=1

r=1 \k=1

¢ Si A = (a;5) € Mg(n xm), B=(bj) € Mg(m x s)y C = (c;) € Mg(m x s) entonces A- (B+C) =
A-B+A-C
Porque si hacemos, A - (B + C) = (a;5)[(bij + ¢ij] = (dij), con d;; = Zaik bij + cxj] obtenemos que
k=1

m m m m
dij = > albry +crg) = Y lain by + ain - cig) = D law - bigl + Y lain -] = A-B+A-C
k=1 k=1 k=1 k=1

Es, decir tenemos que A-(B+C)=A-B+ A-C. Procediendo en forma andloga podemos verificar
también que (B+C)-A=B-A+C-A

1 sii—
¢ Si A =(a;5) e I, = (bi;) tal que b;; = {O ST 1 7&‘7 entonces Al, = [,A=A (VA; A e Mg(n))
Dsii A£G
Para verificar que I, es el neutro multiplicativo debemos verificar que esta satisface la ecuacién AX = A.
De hecho

n
Si A- I, = (t;j) entonces por definicién t;; = Zaikbkj = a;jbj;. Asi que (t;;) = A.

k=1
n

Anélogamente, I, A = (t;;) entonces por definicién t;; = Z birar; = bya;j. Asi que (t;;) = A
k=1

. . 0 1 1 2
¢ Finalmente, si A = < 0 0 > y B = < 3 4 > tenemos que

ar = (50)(1)-(03)



Asique, A-B # B- A.
3. Ejercicios Propuestos de Producto de Matrices

(1) Verdadero o Falso
o (-A) =~ ()
e (A+B)=A"+B'
e A-B=(0)=A=(0)vB=(0)
o (k1A)(k2B) = (k1k2)AB
e (-4)(-B) = —(4B)
e Se Ay B son simétricas entonces AB = BA

e Si podemos multiplicar A - A entonces A es cuadrada

(2) Sea A = < _i _g > entonces determine el conjunto:

S = {BecMg(2)|B*= A}

(3) Demuestre que (A - B)! = Bt - A ( siempre que el producto tenga sentido )

i1+5 sii=j

B = (b;j) € Mg(3)) tal bij=7—1+1.
y i i ¥ B = ) € Ma(3) tal ue by = j— it

(4) Sea A = (ai;) € Mg(3) tal que a;; = {

Determine el conjunto

S = {X eMg(3)|AX = A" — 2B}

(5) Si A= € Mg(3). Determine A", para n € N.

OO =
O = =
_ =

(6) Demuestre usando Induccién matemética que

a 1 0\" a® na™ ! n(n2_1)a"_2
0 a1 = 0 am na™ 1 (Vn;n € N)
0 0 a 0 0 a™
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(7) Un constructor tiene contrato para construir tres (3) estilos de casa: moderno, mediterraneo y colonial.
La cantidad de material empleada en cada tipo de casa es dada por la matriz:

Fierro Madera Vidrio Pintura Ladrillo

Moderno 5 20 16 7 17
Mediterraneo 7 18 12 9 21
Colonial 6 25 8 5 13

e Si el va a construir 5,7 y 12 casas de los tipos moderno, mediterraneo y colonial respectivamente,
jcuantas unidades de cada material seran empleadas?.

e Suponga ahora que los precios por unidad de fierro, madera, vidrio, pintura, ladrillo sean 15,8,5,1
y 10 unidades monetarias, respectivamente. ; Cudl es el precio unitario de cada tipo de casa 7.

e ; Cual es le costo total del material empleado 7

(8) Consideremos la matriz:

[N eNol ]
OO R O
O = O =
—_ O = =
O~ OO

—

%

SN—

Una red de comunicacion tiene cinco locales con transmisores de potencias distintas. Estableceremos
para la matriz (x) las siguientes condiciones:

(i) a;; = 1 significa que la estacién ¢ transmite directamente a la estacién j.

(ii) a;; = 0 significa que la estacién ¢ no alcanza a la estacién j. Observe que a;; = 0 significa que una
estacién no transmite directamente para si misma.

e ; Cual ser4 el significado de la matriz A2 = A - A. Observe que si A2 = (c;;) entonces

5
Cio = Za4kak2:0—|—0—|—1+0+0:1
k=1

Ademss el unico valor no nulo 1 proviene del producto a4s - azs = 1. Esto significa que la estacién
4 transmite para la estacién 2 a través de una retransmision por la estaciéon 3, aunque no exista
una transmisién directa de 4 a 2.

e Calcule A?

e ; Cual es el significado de c13 =27

e Discuta el significado de los términos no nulos, iguales a 1 y mayores que 1 de modo que pueda
justificar la afirmacion:
”La matriz A2 representa el nimero de caminos disponibles para ir de una estacién a otra con una
Unica retransmision”.

e ; Cudl es el significado de las matrices A + A%, A3y A4 A2 4 A3

e Si A fuese simétrica ; qué significaria ?



4. Unidades en el anillo Mg(n)

4.1. Introduccién. Consideremos el sistema de ecuaciones

anxr + appy = b
anx + axy = b

Resolver el sistema significa encontrar el valor de x e y de tal forma que se satisfagan ambas ecuaciones
simultaneamente.

El sistema se puede reescribir matricialmente como.

ailr a2 Ty _ b
asr Yy ba
entonces resolver el sistema significa determinar la matriz X = < i )

Equivalentemente encontraremos la matriz X si y sélo si la podemos “despejar ”, es decir.

—1
r\ _ ([ an a2 b1
()=Con o) ()

aip ai2

-1
? y ;existe siempre? y jes facil de encontrar?.
az1 Q22

Entonces la pregunta es j quién es <

En cualquier caso, la respuesta sigue del andlisis algebraico de la situacién.

anz + apy = b ajiazer + aipazy = brag b b
- b — b = (a11a22 — az1a12)x = brags — baarz
21 + a2y = 02 21012 + Q22a12Y = 02012
Y de,
apr + appy = by ajlagr + appazy = biaz
— — 0} = (a11a92 — ag1a12)y = baay — brag;
21T+ axy = 0 (21011 + aea11y = 02a11

Luego la respuesta es afirmativa si y sélo si (a11a22 — ag1a12) # 0. Més atn, ahora estamos en condiciones
de responder el problema para este caso:

biagza — boays a2 —ai2
( T > a11a22 — G21012 a11G22 — G21012 A11G22 — 421012 ( by
pumny pumny b
Yy boai1 — bra —a21 aii 2
a11a92 — 21012 ajjagzz —az1alj2 Aajja2 — a21a12

. . a a .
Si definimos para A = < all a12 ) su determinante como: det(A) = aj1a92 — azja12 entonces tenemos lo
21 Q22

siguiente:

El sistema matricial [ “11 %12 ) = 1) Tiene solucién si y solo si
ar a2 y bo

(1) det(A) #0,y



4. UNIDADES EN EL ANILLO Mg(n) 7

brasy — baar2

. det(A)
@ ()= ,y
boai1 — brag
det(A)
ag —ai2
(3) < 011 a1 >—1 det(A) det(A)
d21 022 N —ag ar

det(A) det(A)
En el caso general podemos definir de la siguiente forma:
Si A € Mg(n), paran > 2y A = (a;;) entonces
det(A) = Zn: Ajrai (Método de Laplace) (2)
k=1
representa el determinante de la matriz A, calculado por la fila “i"’; donde:

A;; = matriz obtenida de la matriz A eliminando la fila i y la columna j, y

Ajj = (—1)(“'7) det(A;;) para (i =1,2,...,n);(j =1,2,...,n), representa el cofactor de la posicién ;.

1 2 3
Ejemplo 4.1.1. SiA=| 4 5 6 | entonces
7 89

5 6 4 6 4 5
°A11=<89> A z412=<7 9> A A13=<7 8)
2 3 1 3 1 2
'A21:<8 6) A A22:<7 9) A A23:<7 8)
2 3 1 3 1 2
°A31—<56> A A32_<46> A A33=<45>

1 2 3
Ejemplo 4.1.2. SiA= |4 5 6| entonces para la fila uno (1) tenemos:
78 9

An=(-1%=3) A Ap=(-1)%*-6) A Ap=(-1)*-3)
Asi que para esta matriz tenemos:
det(A) = Apay + Azaie + Azars
= (-3)-14+6-2+(-3)-3
=0
4.2. Propiedades del Determinante. Aunque el desarrollo de Laplace calcula un determinante, no obs-

tante su proceso recurrente es demasiado caro en tiempo para matrices de tamano grande, asi que es necesario
mejorar tal método obteniendo consecuencias tutiles desde la definicién:

(1) Si A = (a;;) € Mg(n) entonces det(A) = det(A"). Pues det(A) = Z Ajgag = Z Agjag;
k=1 s=1



(2) Si A = (ai;) € Mr(n) posee una fila o una columna nula entonces det(A) =0

En efecto

det(A) = Z Ajx - 0 =0, calculando por la fila nula
k=1
(3) SiaeR;a#0
det(L; — aL;)(A) = adet(A)

En efecto

det((L; «<» aL;)(A)) = Z Ao, = az Ajrair = adet(A)
k=1 k=1
(4) det(L; +> Liy1)(A) = —det(A)

En efecto

det((Li <> Lix1)(A)) = > Apinpain
k=1

n

= > (=) det (A )aig
k=1

= - Z(—l)(i+k) det(Aik)aik
k=1

= — Z Aika
k=1
= —det(A)

. . . 1 2\ 4 5\
Asi por ejemplo; det <4 5) =-3 y det <1 2) =3

(5) Si A posee dos filas (o columnas) iguales entonces det(A) = 0
En efecto

Esta propiedad es un corolario de la propiedad anterior, pues si la fila i y la fila j son iguales entonces
det(A) = det((L; « Lj)(A)) = —det(A)

Asi por ejemplo; det <1 ;) =0

Las siguientes propiedades quedaran de ejercicios:
(6) det(A) =det((L; — L; + aL;)(A))

Asi por ejemplo;

(La—La—4Ly) 1 2 3 (L3—L3—TLy) 1 2 3 -3 -6
det T2 det [ 0 =3 =6 | T2 "Vdet| 0 -3 -6 :det<_6 _12>=0
7T 8 9 0 -6 —12

~ =~
oo Ot N
O O W
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(7) Adicién en una fila:

i al ... A1n T /a1 ... aip \ ] [/ a1 ... ain \ ]
det bii+ci1 ... bin+cin = det bii ... bin + det Cl ... Cin
L anl e Ann, i L [07%% Ann, i L (075 Ann h

(8) Determinante de un producto, (esta propiedad la mostraremos mas adelante)

det(A-B) = det(A) - det(B) (3)

5. Ejercicios Resueltos de Determinante

(1) Si A = (ai;) es una matriz triangular entonces det(A) = ai1 - - ann
En efecto

Aplicamos la definicién por la primera fila si es triangular inferior, o por la primera columna si es
triangular superior.

(2) Calculemos usando propiedades el siguiente determinante:

01 010
-1 a 0 0 O
A = det 0 0a 00
-1 0 0 a O
0 00 0 a
Solucién
0101 0101 o 10
a (definicién) —1 a 0 O (La—La—L2) -1 a 0 0
det 0 0a 00O = a - det = a-
0 0 a O 0 0 a O
-1 0 0 a O 10 0 0 —a 0
0000 a “ @« va
(definicién) 10 (definicién) 1 1 (definicién)
= a - det 0 a = a2-det< > = 243
—a a
—a 0 a
(3) Demuestre que
1 1 1
det | =z y =2 = (@-yly—2)(z—1)
2?2 2 22

En efecto



10
R N, 11 1
det | = y =z T et | 0 (y—x) (z2—x)
2
z

(Lg —)Li—.’EZLl)

1 1 1
det | 0 (y—=z) (2—x) )
0 2 2

(doﬁn:icién) det ( (?(J:g : LL’% (;’ — x% >

= (y—z)(z—2)(z+2—y—x)
= (y —z)(z —2)(z —y)

= (@ —y)y —2)(z — )
6. Ejercicios Propuestos de Determinantes

1) Dadas las matrices A = 12 y B = 3 -1 . Calcule explicitamente:
10 0 —2
(a) det(A+ B)
(b) det(A) + det(B)

(2) Sean A € Mig(n) y B € Mg(n) dos matrices. Determine si son verdaderas o falsas las siguientes afir-
maciones:

(a) det(24) = 2det(A)
(b) det(A?) = (det(A))?
(c) det(A;;) < det(A)

(3) Dada la matriz

W O Ut N
_ = W
O DO
=N RN

Determine:
(a) Az

(b) det(As23)
(c) Aszs

(d) det(A)



6. EJERCICIOS PROPUESTOS DE DETERMINANTES

(4) Calcule el determinante de las siguientes matrices:

-2 3 6 2 -1 3 (2) :g
(1) det 4 1 8 (2)det | 4 0 6 (3) det 3 7
-2 00 5 -2 3
4 1
11 -1 0 3 —1 5 0 0 a O
-3 4 60 0 2 01 b 0 0
(4) det 9 5 _1 3 (5) det 5 0 -1 3 (6) det 00 0
4 0 30 1 1 20 0 0 d
3 0 0 0 0 1 -1
ch 19 18 00 0 31
(7) det 00 a —b (8)det | =6 7 =5 0 O (9)det | 2 —1
00 ¢ d 4 V2 V3 0 0 0 0
8 3 5 6 —1 0 0
6 000 0 0 1 0 0 0 0
-1 0 1 0 00
00600 0o -1 0 1 00
(10)det | 0 0 0 0 ¢ (11) det
0 0 -1 0 10
000 do
0 e 00 0 0 0 0 -1 01
0 0 0 0 -1 0
a b c a+b b+c c+a
(5) Sidet | # y =z | =3 entonces calculedet | x4+y y+z z+=x
p qgr p+q q+r r+p
(6) Demuestre que
1 1 tan vy
det | —tanvy tanpf 1 = tana + tanf§ + tan~y — tan atan 5 tan vy
tan o 0 1
a+B  af 0 0 0 0
1 a+B8 af 0 0 0
0 1 a+p 0 0 0
(7) Si A(n) = : ) : ) ) : € Mg(n).
0 0 0 1 a+8 af
0 0 0 0 1 a+f

Demuestre que

det(A(n)) = (a+ B) det(A(n — 1)) — af det(A(n — 2)) (n>3)

O O T N

O o OO

o N O

=N O OO

(8) Sea A = (a;j) € MR(3) tal que det(A) = 3. Calcule el determinante de las siguientes matrices

_w o OO

11
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det((Ll — Lg)(A))

det((Ll — LQ)(A))

det ( (Lg — 2L ) (A))

(Ll — —3L1)
det ({(LQ — 2L2) (A))

e det((Ly — L1 — 3L3)(A))

(9) Demuestre que :

1+ 2 T2 T3 ce Ty
T 1+ a9 T3 Ty n
det T o 1+z3 ... Tn = 14+ E X
: : : Tp i=1
X1 9 xrs3 o 142,

(10) Sea A € Mg(n) tal que A = —A?, es decir A es antisimétrica. Demuestre que

det(Al) = (—1)"det(A)

(11) Sea A € Mg(n) tal que A = —A’. Demuestre que

n impar = det(A4) =0

(12) Sea A € Mg(n) tal que A® =0y A*~! # 0, una tal matriz se llama matriz nilpotente. Demuestre que
det(A) =0

(13) Sea A € Mg(n) tal que A% = A, una tal matriz se llama matriz idempotente. Determine det(A)

7. Determinante y Matriz Inversa

Recordemos que el sistema matricial

(o) () =(h)
a1 G2 Yy by

Tiene solucién si y sélo si, det(A) # 0y

a2 ai2

()= )
det(4)  det(A)

Es decir,
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a2 —a12
< a1l a1 >—1 _ det(A) det(A)
a1 422 —ag ai

det(A) det(A)

Esto quiere decir que A € U(Mg(2)), pues

a2 —ai2
B an ap det(A) det(A) 10
A-A = . = =1
@21 022 —ag; an 01

det(A) det(A)

Entonces lo que corresponde ahora, es verificar si el papel que juega el determinante para determinar al
conjunto U(Mg(2)), puede ser generalizado para la determinacién de U(Mg(n)). Para fijar algunos nombres
de uso corriente haremos la siguiente.

Definicién 7.1. Diremos que A € Mg(n) es invertible o no singular o una unidad, si A € UMg(n)), es
decir, si existe B € Mg(n) tal que A- B = B-A=1,, y en tal caso notamos B = A1,

Para conectar esta definicién con nuestro estudio de determinantes iniciamos con el siguiente.

Lema 7.1.1. A € U(n) = det(A) # 0 A det(A™") = (det(A))™*

En efecto

AeUn) < (BA A TeMr(n):4-471=1,
—  det(A- A7) = det(1,)
—  det(A) -det(A™H) =1
_ 1 _
— det(A)£0 A det(47!) = Joi (A = (det(A))~*

Definicién 7.2. Sea A € Mg(n) tal que A = (ai;) entonces

(1) Llamaremos matriz de cofactores a la matriz A = (Aij), y

(2) Matriz adjunta de A a la matriz adj(A) = At

2 10
Ejemplo 7.2.1. SiA=| -3 1 4 entonces su matriz de cofactores y adjunta son respectivamente:
1 6 5
B -19 19 -19 -19 -15 4
A= -5 10 —11 |, yadj(A) = 19 10 -8
4 -8 5 -19 -11 5

Observamos de este ejemplo los siguientes hechos:

2 10 ~19 -15 4 ~19 0 0
o A-adj(A)=| -3 1 4 19 10 -8 | = 0 —19 0
16 5 ~19 -11 5 0 0 —19
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o det(A) =2A1; +1-A1p+0-A13=2-(—19) +19 = —19. As7 que

det(4) 0 0
A-adj(A) = 8 detéA) dt()(A) (4)

o Aunque este paso no sea necesario, sin embargo es una cuestion que mas tarde de todas formas abordare-
mos, y permite simplificar nuestro acercamiento a la obtencion de las unidades del anillo de matrices.
St definimos la operacion de matrices

R x MR(H) — MR(n)
(A (aig)  — (A aij)

Asi que, aplicando esta funcion en (4) obtenemos que,

A - adj(A) = det(A) oAl #adj(A) _ ( Aij )t

det(A) det(A)

OO =
O = O
= o O

e Fl resultado anterior no es una casualidad, en realidad tenemos el siguiente:

Teorema 7.3. A-adj(A) =adj(A) - A =det(A)l,

En efecto

e Si A = (a;j) € Mg(n) entonces Adj(A4) = (A;;)" = (A};)

o A-adj(A) = (¢ij) € Mr(n), donde ¢;; = ZaiSAjs, para (1 <i<n)y (1 <j<n)

s=1

e Si i = j entonces
n
ci = Y aiAi=det(4d) (1<i<n)
s=1

e Si{ # j entonces

n
Cij = g aisAjs
s=1

ail a2 -+ Qip
a1 Q2 Gin «— fila ¢
= det
ail ap e Qi + fila j
apl Ap2 - QAapp
=0

Corolario 7.3.1. Si UMg(n)) = {A € Mg(n) | A invertible} entonces

A € UMg(n)) <= det(A) #0




En tal caso,

Ejemplo 7.3.2. Si A =

8. EJERCICIOS PROPUESTOS DE MATRIZ INVERSA

det(A™1)

1
~ det(A)

A A1

_ 1
~ det(A)

adj(A)

6

teorema anterior podemos calcular la inversa:

En efecto
c -~ (
o adj(A) = < 0
« AT = % < —111

4 -11
-2 6

B
1)-(

2 -1
11
-4 3

)

Ejemplo 7.3.3. Sean A € Mr(n) y B € Mg(n) entonces

En efecto

Luego,

Asi que,

A € U(Mg(n)) A B € UMg(n)) = A - B € U(Mg(n))

A € U(Mg(n))
B € U(Mg(n))

—
—

(3A™ 5 AT c UMg(n))): A- A1
(3B, B! € UMg(n))): B-B' =1,

(AB)(B'A Y)Y = A(BB YA ' = AILA' = AA ' =1,

A- B € UMg(n))

8. Ejercicios Propuestos de Matriz Inversa

A (A-B)' = B

(1) Determine det(A) y si es posible A~! para las siguientes matrices:

S O W

—_ = = =

2 1

2 2

1 -1
1 11
2 -1 2

-1 21
3 3 2

(]
1
) 0
0
1
®|
-1

—6
2
11
11
01
-3 0
—-12 -2
10 2
6 1

3)
(©)
—2
—6
i
3

—lA—l

[an}

N —

O N W

w

8

NN

n

— = O N

= o O

15

1 i ) entonces det(A) = 6-4 — 11 -2 = 2, Luego existe A™', y usando el
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(2) Demuestre que

A € UMg(n)) <= A' € U(Mg(n))

a [ —«
3)SiA=|1 a 0 | €Mg(3) entonces

(a) Determine el conjunto

I = {(a;8) €R*| A€ U(Mg(3)}
(b) Parau €1, (si I # 0 ), determine A~1

(4) Sea A = < Z (1_—3a) ) Determine el conjunto:

U(A) ={aeR| AcUMg(2)}

—a  (a—1) a+1)
(5) Sea A = 1 2 3 . Determine el conjunto:
2-a) (a+3) (a+7)

U(A) ={aeR| AecUMgr(3)}
(6) Sea A € Mg(n). Demuestre que
A¢U(n) = A-adj(A) = (0)

cosf senf

(7) Demuestre que A = < —senf cos@

> € U(Mg(2)) y determine A~!

(8) Sea A € Mg(n). demuestre que

A=At —  Adj(A) = (Adj(A))!

(9) SiUMg(n)) = {A € Mr(n) | A invertible} entonces demuestre que U(Mg(n)) es un grupo no abeliano
con el producto de matrices.

9. Operaciones Elementales: Rango de una Matriz

Sabemos que una operacién elemental es una de las funciones definidas en (?7?), (??) o (??) es decir:

1. (i <1) : Mg(nxm) — Mg(nxm) Que consiste en permutar la fila i con la fila j
A — (l; < 1) (A)
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2. (i >a-l;) : Mr(nxm) —  Mg(nxm) Que consiste en multiplicar la fila i por « # 0
3. (i—=lLi+a-l) : Mg(nxm) — Mg(nxm) Que consiste en permutar la fila i
A — (I = l; +al;)(A) por la fila i mas « veces la fila j

Ahora relacionaremos lo anterior con las matrices a través de la siguiente definicién:

Definicién 9.1. Sea A € Mg(n x m) y B € Mr(n x m). diremos que A = B por filas si B es obtenida de
A por un nimero finito de operaciones elementales

Ejemplo 9.1.1. Si consideramos la matriz

2 4 -8 6
A=13 -5 4 12
9 2 717 1

entonces como la ”composicion de isomorfismos” es un isomorfismo podemos hacer lo siguiente:

2 4 -8 6 1 2 -4 3
3 -5 4 12 (L1 — 1Ly) 3 -5 4 12 | (Lo —> Lo — 3L)
9 2 7 1 9 2 17 1
1 2 -4 3 1 2 -4 3
0 —11 16 3 | (Lo—L3—9L;) [0 —11 16 3
9 2 71 0 —-16 43 -26
Ejemplo 9.1.2. Sea A = (a;;) € Mr(4) tal que a;; =i (1 <i <4)(1 < j <4) entonces
1 111 (Ly «— Ly — 2L1) 1111
2 2 2 2 0 00O
A= (L3 — Lg —3L1)
3333l ST 0000
4 4 4 4 ! e 0000

Observacion 9.1.3. En los ejemplos anteriores podemos notar que:

(1) La operacion elemental (L, <— L), nos permite trasladar a voluntad las filas de la matriz, como por
ejemplo acumular, si las hubiera, las filas nulas ( de puros ceros) en las filas inferiores (de abajo) de
la matriz.

(2) La operacion elemental (L, — L), nos permite crear unos (1) en cualquier posicion de la matriz.

(3) La operacion elemental (L, — L, + aLs), nos permite crear ceros (0) en cualquier posicion de la
matriz.

Esta observacién nos permite construir una clase especial de matriz, que de ahora en adelante serd muy
importante, como lo iremos viendo en el transcurso de nuestro estudio, por lo pronto la formalizaremos a
través de la siguiente.

Definicién 9.2. Sea A € Mg (n x m) entonces
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(1) A serd llamada "Matriz Escalonada Reducida por Filas” si:

(a) En cualquier fila no nula, el primer elemento no nulo (partiendo de la izquierda) es un uno (1).
A este elemento lo llamaremos el pivote de esa fila.

(b) Todas las filas (si las hay) cuyos elementos son todos ceros (filas nulas), aparecen bajo las filas no
nulas.

(¢) Si una columna contiene el pivote de un fila entonces es nula en todas las otras posiciones.

(d) Si dos filas sucesivas son no nulas entonces el primer elemento no nulo en la fila inferior, esta a
la derecha del primer elemento no nulo de la fila superior.

(2) A serd llamada "Matriz Escalonada por Filas” si:

(a) En cualquier fila no nula, el primer elemento no nulo (partiendo de la izquierda) es un uno (1).
A este elemento lo llamaremos el pivote de esa fila.

(b) Todas las filas (si las hay) cuyos elementos son todos ceros (filas nulas), aparecen bajo las filas no
nulas.

(¢) Si dos filas sucesivas son no nulas entonces el primer elemento no nulo en la fila inferior, esta a
la derecha del primer elemento mo nulo de la fila superior.

Ejemplo 9.2.1. Cinco matrices en la forma escalonada reducida por filas.
1 00 1 0 00 1 0 2 5
(1)010(2)0100(3)(58?;)(4)@?)(5)0136

0 01 0010 00 00

Ejemplo 9.2.2. Cinco matrices en la forma escalonada por filas. Note la diferencia con (9.2.1)

2
1
0

= ot W

1 1 -1 6 4 1 3 2 5
Mo @0 123 (3)<(1)8f2> (4)(3 f) G lo 136
0 0 010 0000

Lema 9.3. Si A € Mg(n x m) entonces existe una unica B € Mg(n x m) tal que A = B por filas donde B
es una matriz escalonada por filas.
En efecto

El resultado sigue, de observar que el orden de una matriz es finito, es decir (n X m), es una pareja de
numeros naturales finitos.

Definicién 9.4. Sea A € Mg(n x m) entonces llamaremos “rango 7 de la matriz A al nimero de filas no
nulas de su correspondiente matriz escala reducida por filas.

La notacion que usaremos para el rango de una matriz A serd p(A)
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Ejemplo 9.4.1. Calculemos el p(A) si A= | —

N~ =
= O N
N W =
S ot O

Aplicando operaciones elementales orientadas, es decir guiados por la definicién de matriz escala reducida
por filas tenemos que.

—_

(L2 — Lo + Ll)

2 10 1210 1
-1 0 3 5 0 2 4 5 <L2—>—L2>
242 0) (Ly—Ly—2L) \0 0 0 0 2
1210 1 0 -3 -5
0123 (Ly — Ly — 2Ly) o1 2 3
0000 00 0 0

Asi que p(A) =2

9.5. Ejercicios Propuestos.
(1) Reducir a la forma escalonada por filas las matrices:

0 2 2
1 -2 3 -1
w2 -1 2 3 @) 1 13 (3)<01 3—2)
s 132 3 3 -4 2 2 1 -4 3
2 -3 1
13 2 3 7 A
@[f26 1 -2 5 -2 (5)(12—131)(6)11_11_4
13 -1 0 2 -1

1 -1 1 1 2
(2) Reducir a la forma escalonada reducida por filas las matrices del ejercicio (1)

(3) Calcular el rango de las matrices del ejercicio (2)
(4) Describa todas las posibles matrices de orden 2, que esten en la forma escalonada reducida por filas
(5) Demuestre que la relacién definida en la Definicién 9.1, es una relacién de equivalencia

(6) Demuestre que toda matriz escalonada reducida por filas es una matriz escalonada por filas.

10. Operaciones Elementales: Matrices elementales

Definicién 10.1. Una matriz E € Mg(n) se llamard matriz elemental si es obtenida de la matriz identidad
I, a través de una unica operacion elemental.

)

> es matriz elemental pues Eq, 1,4,y = (l2 — l2 + 211) <

—= O
S =
—= O

Ejemplo 10.1.1. Eq ) = < ) es matriz elemental pues Eq 1,y = UREED) <

1
0
0
1

S
O =
i)

Ejemplo 10.1.2. E; ) = < ) es matriz elemental pues Eyy = (lh — Tl) <

— O

. 10 1
Ejemplo 10.1.3. Eq, ,.0,) = < 9 1 0 >
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Teorema 10.2. Si A = (a;;) € Mgr(n) entonces (I; <> 1j)(A) = Eq,) - A= (li <> 1j)(In) - A

En efecto
aip a2 @iz - Qip ail a2 a3 - Qin
a1 A2 443 Qin aj1  aj2 G453 Qjn
Si A= : : : : : entonces (I; <+ 1j)(A) = :
aj1 G2 azj3 -0 Gjn @il 2 @3t Qin
anl Ap2 AaAp3 -+ Qpp Gpl QAp2 ap3 - Gpp
1 0 0 0 1 00 0
010 0 0 01 0
Por otra parte, Eq =i« 0;) | ¢ 200 0 = ot [ Asique
0 01 0 010 0
0 0 0 1 000 1
100 -0 ail a2 aig - Qin ai; a2 a3 - Qin
001 --0 @il Qi Qi3 Qin ajl  @j2 Q3 v Qjn
By -4 = =
610 -0 ajl  Gj2  aj3 o Qjp a1 Qi a3t Qg
0 00 1 Gpl  Gp2 Aan3 Gnn Gpl QAnp2 Aan3 Gnn

De donde sigue que, (I; <> [;)(A) = Eq,;y - A= (li < [j)(I) - A

Teorema 10.3. Si A = (a;;) € Mg(n) entonces (I; — a - 1;)(A) = B,y - A= (li = a-1;)(I) - A

En efecto
ailr a2 a3 - Qln ailr a2 a3 . Qln

SiA=1| apn ap a3z - Qn entonces (I; = a-1;)(A) = | aapn «@aip aag - aap

Gpl Ap2 Gp3 - App Gnl an2 an3 to Qnn
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1 00 --- O 1 00 --- O
Por otra parte, E = (i wa-1;)] 0 01 -+ 0 [=] 00 a -+ 0
o000 --- 1 oo o0 --- 1
Asi que,
100 - 0 a1 a2 @13 - Qip a1 a2 a3 - Qip
Epy A = 00 a -+ 0 a1 Q2 a3 Gy | = | aain aap aaig o Qagy
000 - 1 anl Aap2 Aap3z - Ann Qnl an2 an3 e Ann

Por tanto, (I; — a - 1;)(A) = By - A= (li = a-1;)(I,) - A

Teorema 10.4. Si A = (a;j) € Mg(n) entonces (I; = li +a-1;)(A) = Egpar,) A= (L = li+a- 1)) A

En efecto
ailp a2z - Qip ai a2 e ain
a1 G2t Qip a1 +aaj1 ae +oajr s Gip + Qag
A= : : : : , entonces (I; — ; + ad;)(A) = : : :
aji  aj2 - Gjp aj1 a;2 e Qjn
ailp a2z - Qip ai a2 e ain
1 0 0 0 1 0 0 0
010 0 0 1 « 0
Por otra parte, Eq,yar;y = (li = li+aly) [ 201 0 =
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0O 1 0 0 0 1
Asi que,
ro o - 0 aiz aiz -t A ai a2 o ain
01l a - 0 ail Qg - Qi aip +aajn agtaap o Gin +aaj
EgharyA=1 1 ¢+ ¢+ : : : : = : : :
o071 .- 0 aj1  az2 - Qjn aj1 ;2 ce Qjn,
000 - 1 aipz Gz - aip ai a2 o ain

Luego, (lz d li + al])(A) = E(li‘l'alj) A= (lz 4 li + Oélj)([n) CA
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Corolario 10.4.1. Si A = (a;;) € MRr(n) entonces Eo = Eg-Es_1---E; - A

En efecto

La relacion ser equivalentes por filas es una relacion de equivalencia. ver Ejercicios Propuestos 9.5,
ejercicio (5)

Por definicion, para cada matriz A existe en su clase de equivalencia, una unica matriz escala reducida
por filas E 4.

Luego a partir de A, para obtener E4 se necesita realizar un numero finito de operaciones elementales,
digamos p; con i =1,2,... s, es decir

(pso--oprop)(A) = Ea (5)
Aplicando la definicion de matriz elemental y los teoremas (10.2), (10.3) y (10.4), a cada operacion p;
coni=1,2,...,s le corresponde una matriz elemental E; coni=1,2,...,s. Asi que
Ea = (pso---0pa)o(pi(A))
— (peoogm)o (B A)
= (pso---0)pa(EL - A)
= (pso---o(Ey-Er-A)

= FEg-- By -E-A

Corolario 10.4.2. Si A = (ai;) € Mg(n) entonces A € UMg(n)) <= Ea = I,

En efecto

Como Ey = Eg---- Ey- Ey - A entonces en primer lugar,

A e UMg(n)) = p(A) =n = E4 = I,,. (Definicion de matriz escala reducida por filas)

En sequndo lugar,

Ey=1,=> Ey-- - Ey-Ey - A=1I, = det(A) £ 0 = A € UMg(n))

Corolario 10.4.3. Si A = (a;;) € Mg(n) entonces p(A) =n <= A € UMg(n))

En efecto

p(A) = n < E4 = I, — A € UMg(n))

11. Matrices Elementales y Matriz Inversa

Sabemos de los corolarios (10.4.1) y (10.4.2) que para una matriz A € Mg(n) tenemos que

(1) EA:ES'ES—I"'EI'Ayy

(2) A€ UMg(n)) <= Ex = I,
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Asi que, juntando la informacién tenemos el siguiente resultado:

AeUMg(n)) <= 1I,=FEs - FEs - E1-A<— A=, (6)
Es decir, A € UMRg(n)) siy solo si la identidad es obtenida de A por s operaciones elementales.
Ademas es inmediato que,

AcUMg(n) <= I,=Fs By B - A= A"'=E,-E,_,---E; (7)

Por otra parte,

AcUMg(n)) <= I,=Fs E, - B -Ac=A'=F, B, - E|l, <= 1,2A"" (8

Es decir, A € U(Mg(n)) siy s6lo si A~! es obtenida de I,, por las mismas s operaciones elementales usadas
en (6)

Asi que de (6), de (7) y (8) obtenemos el “Algoritmo”

Al I,
I,| A
Ejemplo 11.1. Si A = ( :13 i > entonces det(A) = —2 y A € UMRg(2)), por tanto podemos aplicar
nuestra técnica para encontrar AL,
A I,

(33) ] (oY)

lg—)lg—?)ll lg—)lg—3ll

(b 3) (57)

lo — —%ZQ lo — —%lg

(b))

ll—>ll—212 ll—>ll—212

(o 0) | (5 1)

I, AL
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11.2. Ejercicios Propuestos. Determine, si es posible, A~! para las siguientes matrices:

11
3 2 3 —6

o(3) @(%75) CINE

55

32 1 111 1 0 =«

4|02 2 Gyl o1 1 @) 1 1 22
01 —1 00 1 2 2 22
1 1 11 1 -3 0 -2 4 -1 2 -2
1 2 -1 2 3 —-12 -2 -6 3 =10 0

Ol 21 210 ] ®l 2 10 2 5] @2 3 1 0
1 3 3 2 ~1 6 1 3 0 7 1 1

12. Ejercicios Resueltos Miscelaneos del Anillo de Matrices

(1) Sean A € Mg(n), B € Mg(n) y C € Mg(n) tal que
(a) det(A) #0
(b) C'B + A)t = (A' + B (I, + O)
Demuestre que C' = (—BA™!)!
Solucién
Etapa 1. P.d.q. C = (—BA™!)!
Etapa 2. Gestion de la informacion
(i) Como C'B + A)t = (A* + BY)(I,, + C) entonces (C'B)! + A! = A + A'C + B* + B'C

Pues, la operacion traspuesta es un homomorfismo de grupos.
de matrices vale la propiedad

es decir en el espacio

(R+S)* =R +St
(ii) Como (C'B)t + At = Al + A'C + B' + B'C entonces B'C + A' = A' + A'C + B! + B'C

Pues, la operacion traspuesta en el producto de matrices satisface la propiedad

(RS)* = R*S*

(iii) Finalmente como (Mg(n),+) es un grupo entonces

A'C+ Bt =0« —Bt = AtC

(iv) Como det(A) # 0 entonces A es invertible (4 € U(n)). Ademés como det(A) = det(A?) entonces
At es invertible, y (A7)t = (47!
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Luego,
C = (AY)L(—BY) = (A1)~ (BY)] = —(A~1)¥(BY) = —(BAY) !
(2) Determine si la siguiente afirmacién es verdadera o Falsa.

Sean D € Mg(4) y E € Mg(4) tal que

o det(D) =3

o det(E) = —2
Si G =D7!. E'- D? entonces det(G) = —12
Solucién : Falso, pues,

1
det D

det(@) = det(DLE'D?) = det(D ') det( E') det(D?) = det(F)(det D)? = det(F) det(D) = —6

(3) Sea A € Mg(n). Demuestre que
A2=0 = ((I,+A4) eUMr(n) A (I,+A) "= (I, A)
Solucién

Etapa 1. P.d.q. (I, + A) € UMg(n)), es decir (I, + A)(I, — A) = I, = (I, — A)(I, + A) o bien
det(I+A) #0

Etapa 2. Gestién de la informacion

Usemos directamente la opcién (I + A)(I — A) y A% = (0), para obtener

(In+A)(I,—A) = I2-A+A-A*=1-A*=1’=1,

Anélogamente

(In— A, +A) = IP+A-A-A>=1>-A>=1’=1,

Asi, que por definicién , se tiene que la matriz (I + A) es invertible y su inversa es la matriz (I — A).

a+b a a a
(4) Si A= a a+b a @ € MRg(4) entonces determine el conjunto
a a a+b a
a a a a+b

S ={(a,0) € (R - {0} xR —{0}) | A € UMg(4))}

Solucion:
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Etapa 1. Debemos determinar condiciones sobre a y b para que A € UMg(4))). Es decir, debemos
determinar condiciones sobre a y b para que det(A) # 0.
Etapa 2. Aplicaremos operaciones elementales, para calcular el det(A)

a+b a a a b 0 0 -b
L1'—>L1—L4 B
a a+b a a Ly Ly — Ly 0 b 0 b
a a a+b a Ly L3 — La 00 b -b
a a a a+b a a a a+b
a
L4'—)L4—EL1 b 0 0 0
L4»—>L4—%L2 0 b 0 0
a 0 0 b 0
L4'—)L4—EL3

a a a 4a+b
Asf que det(A) = b3(4a + b)

Etapa 3. Finalmente

AeU(n) <= AecMg(4)Adet(A)#0
— AecMg(4) Ab*(4a+b)#0
< AecMg(4) A(da+0b)#0 (Pues, b+#0)
Por tanto S = {(a,b) € (R — {0} x R —{0}) | b # —4a}
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13. Situaciones de Desempeno: Estructura de Anillo

13.1. El objetivo de esta seccién es presentar al Estudiante ”Situaciones Problematicas” que
le permitan:

(&) Estimular la comprensién de lectura en problemas matematicos.
(&) Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

(&%) Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucién de problemas que envuelven conceptos
matematicos.

() Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojala eficiente), para responder al problema planteado.

(&) Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades
bésicas que debe conocer, y ”en lo posible haber aprehendido” de los tépicos analizados.

13.2. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

(%) Lea cuidadosamente el problema.

(%) Reconozca lo que es informacion (dato), de lo que es ”incognita”, o lo que a usted se le consulta.

(%) Trate de entender en la forma més clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede usar
”sinénimos matemadticos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto nunca esta

de mas.

(%) Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento de lo que
debe probar.

13.3. Situaciones de Desempeno Propuestas:

(1) Sean D € Mg(4) y E € Mg(4) tal que

e det(D) =3
o det(F) = -2

Si G = D7!-2E". D? entonces calcule det(G).

2

1 n n
(2) Considere la matriz A(n) = | 0 1 2n
0 0 1

(a) Determine la matriz B = A(1) + A(2) — A(3)
(b) Pruebe que A(n)A(m) = A(n+m)
(c) Muestre que A3(1) = A(3)

(3) Si A € Mg(n) tal que A~! = A entonces demuestre que

(%(H A)>2 - %(I+ )
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x Yy z (x—1) 4 1
(4) Sidet [ 3 0 2 | =1 entonces usando propiedades calcule det [ (y —1) 1 1
111 (z—1) 3 1
(a—b—rc) 2a 2a
(5) Si A= 2b (b—c—a) 2b € Mg(3). Demuestre que
2¢ 2¢ (c—a-0)
det(A) = (a + b+ ¢)?
r+a a? a® a’
. a z + a? a? a*
(6) Si A= a 2 z4dd b entonces demuestre que
a a? a’ z +at
3 4y _
det(4) — z?(a(z +a*) — (x +a))
a—1
13 =56 7
(7) Si A= 8 (1) ? _23 € Mg(4) entonces determine
0 0 O 1
(a) det(A)

(b) A1, (si es posible)

(8) Si A= € MR(4) entonces

Q@ Q2
Q oot
SIS IS
oot o

(a) Calcule usando propiedades det(A)
(b) Determine el conjunto

S = {(a,b) eR* | AZ U(Mr(4))}
(c) Grafique si es posible al conjunto S
—a  (a=1) (a+1)

(9) Sea A = 1 2 3 € Mg(3). Determine el conjunto:
2-—a) (a+3) (a+7)

U(4) ={aeR|AecUMe@3))}
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1 sen a cosa

(10) Sea A= | 1 sen 8 cosf | € Mg(3). Determine el conjunto,
1 sen~y cosvy

S = {(a,8,7) | A¢ UMg(3))}

Recuerde que existen las siguientes identidades:

sen (u+wv) = sen wcosv =+ sen vcosu
cos (u+v) = cosucosv F sen usen v
U+ uU—v COSV — COS U
sen sen = —
2 2 2
u—+v uU—v sen v — sen u
cos sen = —
2 2 2
1 1 1 1
(11) Si A= 1 1 —1Fa 1 i b i entonces
1 1 1 1+¢

(a) Calcule usando propiedades det(A)

(b) Determine el conjunto
S = {(a,b,c) eR®| AcUMg(4)}

m  siit=7j

.. 7 donde m #0,a#0.
a sii#j

(12) Si A = (aij) € Mg(3) tal que a;; = {

(a) Sia=1ym=2. Muestre que A € U(Mg(3)) y determine A~!

(b) Determine A € R tal que det(\- I3 — A) =0

29
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14. Solucién de Situaciones de Desempeno: Estructura de Anillo

(1) Sean D € Mg(4) y E € Mg(4) tal que
o det(D) =3
o det(E) = —2
Si G = D~!.2E". D? entonces calcule det(G).

Calculemos directamente det(G). usando propiedades:

det(G) = det(D7'.2E". D?) (Por hipétesis)
= det(D7Y) - det(2E") - det(D?) (det(AB) = det(A) det(B))
= (det(D))"!-2%det(E) - (det(D))* (det A~1 = [det(A)]™! y det(A) = o det(A)
= %.24.(_2).32

= —96

SO =
o= 3

n2
(2) Considere la matriz A(n) = ( 2n )
1
(a) Determine la matriz B = A(1) + A(2) — A(3)

B = A(l)+A@2) - A®3)

A(n)A(m) = (
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2
(3) Si A € Mg(n) tal que A~ = A entonces demuestre que (%(I + A)> = %(I + A)

En efecto

2
<%(I+A)> - i(I2+A+A+A2):i([+2A+I):i(2[+2A):%(I+A)

X
(4) Sidet [ 3
1

Solucién

En efecto

Lo
—

det(A)

) (h — (lh +13))

(2 = (l2 — I3))

) € Mg(3). Demuestre que

2b (c—a—10)

2c
2c )
(—c—a—10)

0
2c )
(—c—a—0)

2b 2c
(b—c—a) 2¢

0
2c
-1

-1 -1 (1)
= det 4 1 3
1 1 1
x Yy z
= det| 3 0 2 | =1
11 1)
2a 2a
(b—c—a) 2b
2¢ (c—a-0)
det(A) = (a+b+c)®
((abc)
det(A") = det 2a
2a
(a—b—rc) 2b
det( 2a (b—c—a)
0 b+c+a
(—a—b—¢) b+4c+a
det 2a (b—c—a)
( b+c+a
(a+b+c) det( —c—a)
(a+b+c) det( —c+a)
(a+ b+ c)*(—1) det b_i+a)
(a+b+c)2(—1)[(—1)(b—c—|—a)—20]
(a+b+ 0 (~1)[(=b+c—a) — 2
(a+b+c)*(=1)(=b—c—a)
(a+b+c)
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2 3 4

x+a a a a
2 3
. a x+a a a
6) Si A= entonces demuestre que
( ) a a2 z+ a3 at q
a a? a’ x + a*

23(a(z +a?) — (z +a))

det(4) =
et(A) p—
Solucién
T +a a? a a z 0 O —x
B a x+a*> @ a’ _ 0z 0 -z
det(4) = det a a r+a®  a = det 0 0 = —=x
a a? a®  x+at a a® @& z+adt
z 0 —x 0 0 —=z
= xdet 0 =« —x —adet| z 0 —=x
a® o x+a* 0 » —=z
= a:2det<:% _$4>+a2xdet<0 _x>+aa:det<0 _$>
a> T+a xr —x r —x
= 2*(z(z +d*) + ®2) + a®2% + a2® = 2*[(x + a*) + @® + a® + d
_ 0 ($+a4)+a4—1 I (a—1)(z+a*)+at—1—(a—1)
a—1 a—1
B 23(a(z +a*) — (z +a))
N a—1
1 3 -5 7
(7) Si A= 8 (1) i _g € M(4) entonces determine
00 O 1
(a) det(A)
Solucién

1 3 =5 7
det(A) = det 8 (1) ? _;
00 O 1

1 2 =3

= 1l-det| 0 1 2

00 1

1 2
=1 1'det<0 1)
= 1-1-(1-1-0-2)
— 11-1
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14. SOLUCION DE SITUACIONES DE DESEMPENO: ESTRUCTURA DE ANILLO

1. (si es posible)

(b)

Solucién

1 # 0 entonces existe su matriz inversa A1

Como det(A)

~—
~—
. —~ —~ o0 D~ AN
RS
N P oo~ I IF 0™ _
— ™
— AN - O
oo — o _ oo~ o + | — |+ = o |
o — . I B — |
_ H Mm—H o O
—
ee< — — O O O N N ™M _
~_ = S Teee IS
N~
. ~—
—~ — —~
S o B TR B CH B I R e ~
| = | 08 T ZEF coo~
— ™
l ma—mo 4 | P+
10O N~ O oo H O
<{ = 7 oS o —-o Law 3
—
o~ O O e e e
M —H O O O— OO
—
—_ o oo = — — o oo — D ce<
N~——— ~_

En efecto

S o o -

o O H O

o —H O O

SO O

OO +H O

o +H O O
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(8) Si A= € MR(4) entonces

Q oo o
QL o
>t o

Q ot Q 9

(a) Calcule usando propiedades det(A)
Solucién

a b b b a b b b

a b a a 0 0 a—b a—>»
ety p | = € b0 0 a-b 0

a a a b 0 a—b a—>» 0

0 a—b a—2»>
= adet 0 a—b 0

a—b a—-2»> 0

b b
(b —a)det 0 a—b a—»b

a—b a—>
= —a(a—0)*+b(a—0)?
= —(a—0)*
(b) Determine el conjunto

S = {(a,b) eR?*| A¢UMg(4))}
Soluciéon
(a,b) € R? A A ¢ U(Mg(4))

=
<~ (a,b) €R?* A det(A) =0
— (a,b) eR* A a=1b

(a,b) €S

Luego, S = {(a,b) € R? | a = b}

(c) Grafique si es posible al conjunto S
Solucién

R? S

)+

b

0

|
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(9) Sea A = ( _104
2-a)

Solucién

Ahora,

Asf que. U(A) =10

(@—1)

(a+3)

(a+1)
2 3

€ Mg(3) Determine el conjunto,
(a+7)

U(4) ={aeR|AecUMe@3))}

a€lU(4) <<= aeR AN AcUMg(3))

< ac€R A det(4)#0

( —a  (a—1) (a+1) )
det(A) = det 1 2 3
2-a) (a+3) (a+7)

(0 (Ba — 1) (4a+1))
= det| 1 2 3

0 Ba—1) (4da+1)
_ Ba—1) (da+1)
= det((sa—n (4a+1)>
=0 (Va; a0 € R)

1 sen a cosa
(10) Sea A= | 1 sen S cosf | € Mg(3). Determine el conjunto
1 sen~y cosvy
S = {(a,8,7) | A¢ UMr(3))}
Solucién
A Qé U(MR(?))) — Ac MR /\ det =0
1 sen a  Cos
< AecMgr@B)Adet| 1 senf cosp | =0
1 sen vy cosvy
1 sen o cos
< AecMgrB)Adet| 0 (sen f—sen o) (cosff—cosa) | =0
0 (sen~y—sen a) (cosy— cosa)
e A€ Mg(3) Adet (sen 8 —sen «) (cos 3 — cos ) _ 0
r(3 (sen v —sen «) (cos~y — cos )
< A€ Mg(3)A(sen 8 —sen a)(cosy — cosa) — (cos f — cosa)(sen v — sen o) =0

35
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Pero,

Asi que

A ¢ UMgr(3)) —
<~
=
=

1 1

.| 1 1+4a
(11) Si A= 11
1 1

sen f—sen « = 2cos

cosy —cosa = 2cos

cosf3 —cosa = 2cos

sen v —sen &« = 2cos

A € Mg(3) A sen <a2;5 sen <a;'y> sen (?) =0
A e Mg(3) A [Sen(a%) :0\/sen<a;7> :0\/Sen<u> —0]
A € Mg(3) A [<Q;5> :kwv<o‘;7> :kw\/<ﬁ%> :km]
AeMrB)A[(a—B) =2knV (a—7)=2krV (8—7)=2kn] (keZ)
1 1

1ib i entonces
1 1+c¢

(a) Calcule usando propiedades det(A)

Solucion

1 1 11
0 a 0 0 a U0
det(A) = det =det| 0 b 0 | =abe
0 0 b O 00 ¢
0 0 0 ¢

(b) Determine el conjunto

Solucién

S = {(a,b,c) eR3| A c UMg(4))}

(a,b,c) €S <= (a,b,c) €R> A AcUMg(4))
> (a,b,c) €R® A det(A) #0
<~

(a,b,¢) €R® A abc# 0

Luego, S = R3 — {(0,0,0)}



(12) Si A = (ai;) € Mg(3) tal que a;; = {

SO = = =N

O =

14. SOLUCION DE SITUACIONES DE DESEMPENO: ESTRUCTURA DE ANILLO

m sit=j

.. 7 dondem #0, a#0.
a SitF#j

(a) Sia=1ym=2. Muestre que A € U(Mg(3)) y determine A~1

= (A=m+a)’[(A —m)— 24
= (A=m+a)’ (A —2a—m)
Luego,
det(A\ — A) =0 A=m+a)’ (A —2a—m)=0

=
— (A=m+a)?=0Vv(A—2a—m)=0

2 11
Como A= | 1 2 1 | entonces para obtener A~! aplicamos el algoritmo descrito en (8),
11 2
1 1|1 0 O 1 1 2|0 0 1 1 1 210 0 1
2 110 1 0 ~ 1 2 1|10 1 0 ~ 0 1 -1]0 1 -1
1 2]0 0 1 21 11 0 0 0O -1 -3(1 0 -2
1 2j0 0 1 11 2 0 0 1 11 2] 0 0 1
1 -1/0 1 -1 ~01—101—1~010—%%—§
1 1 3
0 —4|1 1 -3 00 1|-3 -7 1% 00 1|—-3 —3 3%
0 2] 1 _3 5 1 0 0] 2 1 _1
SO R SO
e D T T T R Ul Do S B
T4 1 1 1 1 1
3 -1 -1
Finalmente tenemos que A ' == -1 3 -1
4
-1 -1 3
(b) Determine X\ € R tal que det(\-I3 —A) =0
A—m  —a —a
Como Al — A = —a A—m —a
—a —a  A—m
entonces tenemos que
A—m  —a —a A—m+a 0 —a
det(\l — A) = —a A—-m —a |R|—-a—-A+m A—-m-+a —a
—a —a A—m 0 —a—A+m A—m
A—m+a 0 —a 1 0 —a
~ | —-A=-m+a) A—-m+a —a |~\A-m+a)?| -1 1 —a
0 —A=m+a) A—m 0 -1 A—m
1 0 —a
~ A=—m+a)?| -2 1 0
0 -1 AX—m
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