Rudimentos 8: Grupos
Profesor Ricardo Santander

Este Capitulo estara destinado a presentar contenidos y actividades que permitiran al estudiante, clasificar
conjuntos que poseen una estructura especial, la estructura de grupos, usando como herramienta central las
funciones llamadas homomorfismos de grupos:

1. Definiciones y Ejemplos Basicos

Nuestra experiencia con los niimeros nos muestra que en forma natural, ”podemos realizar mezclas de el-
los”, incluso somos capaces de aplicar propiedades para mejorar nuestros desarrollos, y asi optimizar nuestro
tiempo de ejecuciéon. En suma para muy pocos, al menos eso creo, resulta incomprensible o desconocida la
palabra operatoria de nimeros.

En este contexto se realiza por ejemplo la adicién de enteros y el formato usual es n +m = r. Ahora
formalmente esta, es una funcién cuyo dominio es Z X Z, y su imagen es Z, pues en primer lugar podemos
modelar + como:

+  ZXZ — Z

(21,22) > +(21,22) = 21 + 22

Y como 24+ 0 =2 (Vz;2 € Z) entonces Img(+) = Z, es decir + es una funcién sobreyectiva. En honor a
estas cuestiones histdricas y a su caracter propio, haremos la distincién para estas funciones en la siguiente
definicién:

Definicién 1.1. Sea C un conjunto no vacio, x se llamard una operacion binaria en C si

*x + Ox(C C
(c1,02) — c1%co

Es una funcion.
Ejemplo 1.1.1. (1) La suma o adicion usual de enteros es una operacion binaria.
(2) En general la adicion de reales y el producto de reales constituyen ejemplos de operaciones binarias.

(3) Sea Zt = {z € Z| z > 0}, es decir los enteros positivos entonces define la operacién binaria,

min(a,b) sia#b

*:Z+XZ+b—>Z+talquea*b:{ )
a sia="b

Por ejemplo:

e 2xH=2
e 3x3=3
o citc.

(4) En Z define la operacion binaria,

axb=a-+b+12

Por ejemplo



e 2x3=17

o 1x1=14
e 5x(—12)=5
e En general, a x (—12) = a (Va;a € Z)

Estamos prestos para definir la estructura que por ahora nos interesa.
Definicién 1.2. Sea G un conjunto no vacio, * una operacion binaria en G entonces diremos que (G, %)

posee estructura de grupo o es un grupo si * satisface en G las siguientes propiedades:

(1) g1 % (92 x g3) = (g1 * g2) * g3, es decir * asocia los elementos de G

(2) Eziste eq € G tal que (Vg; g € G) tenemos,
gxea=4yg A eG*g=4g

ec lo llamaremos elemento neutro de G respecto de *

(3) Para cada g € G existe g € G tal que:

gxg =g xg=eq

El elemento ¢' se llama el inverso de g y es usual notarlo como, ¢ = g~

Si ademds * satisface la propiedad conmutativa en G, es decir:

axgp=g2+xg1 (Vgi; 91 € G), (Vgo; 92 € G)

entonces (G, x*), se llama grupo Abeliano o Conmutativo.

Ejemplo 1.2.1.

1) (R,4) es un grupo abeliano, en este caso: eg =0 yr—1 = —r
) grup 5 R Y

0 -1
(2) (Q,+) es un grupo abeliano, en este caso: eq = 1= 0y (9> =2

(3) (Z,+) es un grupo abeliano, en este caso: ez =0 y 2z~ = —z

(4) (N,4) no es un grupo, pues no tiene solucion en general en N la ecuacion z +mn =0

1
(5) (R —{0},-) es un grupo abeliano, en este caso: eg =1 yr—! ==
,

1 -1
(6) (Q—{0},-) es un grupo abeliano, en este caso: eq = 1= 1y (%) = -
a
(7) (Z,-) no es un grupo, pues no tiene solucion en general en Z la ecuacion: a-x =b
(8) Sea R™ = {(x1,x2,23,...,2y) | z; ER (1 =1,2,...,n)}

o Si(z1,29,...,24) €ER™ y (y1,92,...,yn) € R™. Diremos que

(1,22, Tn) = (Y1,Y2, - s Yn) == x; =1y; (Vi;1=1,2,...n)
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e Ahora si definimos

(x17x27---7xn)+(y17y27"'7yn) = (x1+y17x2+y27”’7xn+yn)

entonces (R™,+) es un grupo abeliano (Vn; n € N), y en este caso:
e cpn = (0,0,...,0) y

-1 _
o (r1,m9,3,...,x,) " = (—x1,—T2,—T3,...,—Tp)
Ejemplo 1.2.2. Si definimos en Z la siguiente operacion binaria:

Zx7 — 7
(a,b) +—— axb

tal que a xb=a+ b+ n, donde n es un entero fijo; entonces el par (Z,*) es un grupo abeliano.

En efecto

e (Z,x) es una estructura cerrada

Como (Z,+) es un grupo con la adicion usual de enteros entonces
axb=(a+b+n)eZ (Najae€Z)(Vb;beZ)
o (Z,*) es una estructura asociativa, pues

(axb)xc = (axb)+c+n
= (a+b+n)+c+n como (Z,+) es asociativo
a+(b+n+c)+n como (Z,+) es conmutativo
= a+(b+c+n)+n
a+ (bxc)+n
= ax(bxc)

e En (Z,x) existe elemento neutro, porque(Na;a € 7)

axe=a <— at+te+n=a<——e=-—n

Ast, ahora podemos comprobar directamente que e = —n es el elemento neutro respecto de la operacion
*:

ax(-n)=a+(-n)+n=aA-n*xa=-n+a+n=a (Va;a € Z)

e En (Z,*) cada elemento admite inverso, pues tiene solucion la ecuacion

axa =e <= a+d+n=-n
— d=—-a—2n
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Ahora si denotamos a~* = —a — 2n entonces

-1

axal=a+(—a—2n)+n=-nAa’

xa=—a—2n+a+n=-n (para cada a € Z)

e Finalmente, (Z,x*), es un grupo conmutativo o Abeliano, porque
axb = a+b+n=b+a+n=>bxa
e Sin =0 entonces (Z,x) = (Z,+)

e Si por ejemplo n = —5 entonces
» axb=a+b—5
»e=5
» al=—-a+10

» Si definimos x> = x x x entonces podemos resolver por ejemplo la ecuacion

24240 -1=0 (1)
Solucion
0 = 2242xzx—1
= z4+r—-5+24+2x—-5-1
= 3x—9
Luego, T =3

En general la operacion * transforma un grupo em otro grupo, o bien traslada la estructura en —n
unidades.

2. El grupo de matrices

Dado un conjunto de datos, un problema siempre interesante es como ordenarlos de una forma rapida y
eficiente, es claro que la rapidez y eficiencia dependen de las necesidades que plantea la situacién; en esta
direccién tenemos por ejemplo la forma como se ordenan los departamentos en un edificio A de n-pisos. Una
forma serfa la siguiente: El departamento a;;, esta en el piso ¢ y ocupa la posicién j en dicho piso; de esta
forma A = (a;j) es una buena representacién del edificio, esto es:

ailp a2 ais .. A1m
a1 a22 a23 .. a2m
A= | a3 azx a ... asy (2)
| @n1 Qn2 Gn3 ... Gnpm |

Definicién 2.1. A serd llamada una Matriz de n-filas y m-columnas ( orden n x m) sobre R si A es de la
forma modelada en (2).
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Usaremos la notacién:
Mg (n x m) = { matrices de orden n x m sobre R}

Mg (n) = Mg (n xn)

2.2. Algunas Matrices Especiales. Si A = (a;;) € Mg(n x m) entonces

¢ A serd llamada Matriz fila si n = 1. Por ejemplo

A:(2 3 =5 7 0) fila de largo 5

¢ A serd llamada Matriz columna si m = 1. Por ejemplo

columna de largo 5

'
Il
© g W

¢ A serd llamada Matriz nula si a;; =0 (Vi;1 < i <n);(Vj;1 < j <m). Por ejemplo

(0)(2x3) = <8 8 8) nula de orden 2 x 3

¢ A serd llamada Matriz cuadrada si n = m. Por ejemplo

2 —4 9
A= 1 5 0 cuadrada de orden 3
-1 7 18

¢ A serd llamada Matriz diagonal si:
en=m
e a;=0sii#]

Por ejemplo

2 0 0
A=10 5 0 diagonal de orden 3
0 0 18

¢ A sera llamada Matriz identidad si:

e N=1m

1: i=3j
o 4. —
* 0: i#j

Y se denota por I,



Por ejemplo

I3 = identidad de orden 3

OO =
O = O
= o O

¢ A serd llamada Matriz triangular superior si:
en=m
®a;;=0sii>j

Por ejemplo

2 3 7
A=10 5 4 triangular superior de orden 3
0 0 11

¢ A serd llamada Matriz triangular inferior si:
en=m
e a;;=0sii<j

Por ejemplo

70
A= 4 5 triangular inferior de orden 3
11 8

—_
O O O

¢ A serd llamada Matriz simétrica si:
en=m
® A;; = Qjj
Por ejemplo

2 3
A=1|3

5 simétrica de orden 3
7 4 11
¢ A serd llamada Matriz antisimétrica si:
en=m

® aij = —aj

Por ejemplo

3 7
A= -3 0 4 antisimétrica de orden 3
4 0
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¢ A' serd llamada Matriz traspuesta de A si: A’ = (aj;) € Mg(m x n) Por ejemplo, si

2 3 7 2 8 3
A=|8 5 4 entonces A= 3 5 0
3 0 11 7 4 11
En general A simétrica si A = A' y A antisimétrica si A = —A?

2.3. Adicién de matrices.
¢ Sean A = (a;j) € Mg (n x m) y B = (b;;) € Mg (n x m) entonces definimos:

A:B<:>aij:bij (1§Z§n),(1§j§m)

¢ Sean A = (a;;) € Mg (n xm) y B = (b;j) € Mg (n x m) entonces definimos una operacién binaria
747 como sigue:

+ : Mg (nxm)xMg(nxm) — Mg (nxm) talqueA+ B=(a;j+b;;) (3)
(A, B) — A+B
. o [2309 (23 6
Ejemplo 2.3.1. 571 A = [ 10 7} y B = [ 3 g _7} entonces
2 39 -2 3 6
AvB = [1 0 7}*[ 3 8 —7}
0 6 15
o 4 8 0
En general,
[a11 a2 a1z ... aim bir b2 biz ... bim
a1 Q22 @23 ... QG2m bor baa b2z ... banm
A+B = + 1 . . .
L anl Ap2 ap3 ... Qanpm bnl bn2 bn3 cee bnm
[ (@11 +b11) (a2 +bi2) (a3 +biz) ... (@in +bin)
B (a21 +b21)  (age +b22) (a3 +0bas) ... (azn +b2p)
L (aml + bml) (am2 + bm2) (am3 + bmS) e (amn + bmn)

Teorema 2.4. (Mg (n x m),+) es un grupo abeliano

Demostracién

4 La relacion definida en (3) es una operacién en el conjunto de matrices.



¢ Si A= (aij) € Mg (n xm)), B=(b;j) € Mg (n xm))y C = (a;;) € Mg (n x m)) entonces usando la
adicién definida en (3) tenemos que
(A+B)+C = ((aij) + (bij)) +cij
= ((aij +bij)) + cij
= ((agj + bij) + cij)
= (aij + (bij + cij)) ( usamos la asociatividad de R)
= aij + ((big) + (ci))
= A+ (B+0)
Luego, (A+ B)+C = A+ (B + C), y la importancia de la asociatividad estriba en que la operacién

inicialmente definida para dos sumados se extiende naturalmente a un nimero finito de sumandos.
¢ (0)(nxm) es el elemento neutro aditivo en Mg (n x m), porque si

Suponemos que A = (a;j) € Mg (n x m)) entonces

A+ (O)(nxm) = (au) + (0)
(az] + 0)
(@) ( usamos la propiedad del neutro aditivo de R)

Luego, A + (0)(n><m) =A= (0)(n><m + A (\V/Aa Ae MR(TL X m))
¢ Si A =(a;;) € Mg (n x m) entonces —A = (—a;;) es el inverso aditivo de A, ya que
Si A = (a;j) € Mg (n x m) entonces
A+-A = (ay)+ (—ai)

= (aij — ay)
= (0)(nxm) ( usamos la propiedead del inverso aditivo de R)

En particular, A — B := A+ (—B) en Mg (n x m)

¢ Si A=(a;j) € Mg (n xm), y B=(bjj) € Mg (n x m) entonces A+ B = B + A, pues

A+B = (aij) + (bij)
(aij + blj)
ij + aij) ( usamos la conmutatividad de R)

(b
(bij) + (aij)
= B+A

2.5. Ejercicios Resueltos.

(1) Determine la matriz A = (a;;) € Mg (1000); tal que

aij:{i ZS] (4)

0 2>y

Ademas calcule la ”traza,” (en simbolos tr) de la matriz A donde:
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1000

tr(A) = Z Qg (6)
i=1

Solucion

(i) De la definicién hecha en (4) tenemos que, por ejemplo:

ass = 2 pues la "fila 2 es menor que la columna 3”

azga = 0 pues la "fila 3 es mayor que la columna 2”

Despues de lo anterior tenemos que:

all a2 ai13 e 11000 1 1 1 ... 1

asl ago a923 e a21000 0o 2 2 2

asy asz2 ass PN a31000 — 00 3 ... 3
a10001 @10002 @10003 --- 10001000 0 0 0 ... 1000

(ii) Finalmente,

1000

tT(A) = Zaii

i=1

1000 - 1001
2

= 500500

(2) En el conjunto de matrices Mg (2), considera el siguiente subconjunto:

S={AeMr(2)| A= A"} (7)

Donde A, es la matriz traspuesta de la matriz A. En simbolos.

a21 a2 a12  G22

SiA= < a2 ) entonces A’ = < @ a2 > (8)

. . (1 3 0 -1
Asi por ejemplo: <3 5>€S A (_1 4>€S
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En general para entender al conjunto S, debemos ingresar al conjunto:

AeS < AeMr(2)AA=A
a a a a a a
A= 11 12 A 11 12 _ 11 12
a1 a2 a1 a2 as a2
a a a a a Qa
A= 11 12 A 11 12 _ 11 21
a1 a2 a1 a2 a2 a2
a1 = a1
a a a = Qa
A= 11 12 A 12 21
az; a2 az; = a12
a22 = a2
a a
— A= 1 129 A a12 = a921]
az; a2
a a
A= 11 12
a2 a2

Ahora si A = (a;;) € Sy B = (bi;) € S entonces A+ B = (a;; + b;;) € Mg (2).

Por otra parte,
(A+B)t = (ay +bij)t = (aj + bj;) = At+ Bt= A+ B
Conclusiéon A+ B € S
) ESysiA= <

Asi que (S, +) es un grupo abeliano

00
00

a2
a2

ail
a2

Ademas, (0) = < > € S entonces —A

Observen que si A € S entonces

2.6. Ejercicios Propuestos.

(

—ai
—ai2

(1) Sea A = (a;j) € Mg (100). Determine la matriz A correspondiente en cada caso:

i<

: en otro caso
i<

: en otro caso
11>

: en otro caso

—ai2
—a22

)es
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i2—j2 i<y
[ aij:
0 . en otro caso

(2) Calcule T'r(A) (traza de A) en el ejercicio anterior.
(3) Demuestre en My (3) que:
o (A=A
e (A+B)=A"+ B
o A=A = (ai;) = (aji)
(4) En Mg (3) determine los conjuntos
e Sy={AecMg (3)| A= A} matrices simétrica de orden 3.
e ASy={AeMg (3)| A=—-At} matrices antisimétrica de orden 3.
(5) Demuestre que:
e AcMg (3) = A+ Al € Sy
e AcMyg 3)= A— Al € ASy
(6) Demuestre que Mg (3) = S4 @ AS4. Es decir que se satisfacen simulténeamente las propiedades?
e Mg (3) = Sa+ ASa
o SaNASs = {0y, 3}

(7) Complete las siguientes sentencias:

2 22

'SeaA:<2gp—1 0

>. Si A = A! entonces x =
e Si A es simétrica entonces A — A? =
e Si A es una matriz triangular superior entonces A’ es

e Si A es una matriz diagonal entonces A? =

(8) Define una nueva operacién en Mg (2) como sigue:

a b Aa b
>\<c d>:<)\c )\d> (A ER)
Consideremos el siguiente conjunto:

1En este caso se dice que Mg (3) es suma directa de los conjuntos Sa y ASa
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=)

e Muestre que

O =

e Demuestre que

e ({(:

—~

G,

) es un grupo

< 1 1 >}> Demuestre que G = G’

3. Grupo de polinomios

(1
g>eG (meg
1)

Definicién 3.1. Un polinomio p(x) con coeficientes en R en la "indeterminada z”, es una suma formal
infinita de la forma:

E a;r' = ag + a1 + agx® + -+ apa" 4 -
=0

donde los coeficientes a; € R son nulos, salvo para un nimero finito de valores de 1.

Ejemplo 3.1.1. (1) p(z) = 2 + 3z + 02% — 52% + 0z* + 02 + --- = 2+ 32 — 52?
(2) q(x) =0+ 2+ 022+ 023 + 02 + 25 + - =2+ 2°
(3) h(z) =0+ 0x 4022 +--- =0

(4) En general, notaremos un polinomio de la forma,

p(x) =ap + a1z + azx® + -+ anz”  (n € NU{0})

Definicién 3.1.2. El conjunto de polinomios serd notado como:

= {Zaiﬂcil (a; GR),(HGNU{U})} (9)
i=0
Observacion 3.1.3. Sea p(z) € R[z]| entonces tenemos dos casos posibles:

¢ Eziste al menos un i tal que a; # 0 en tal caso p(x) # 0, y el mayor de los i no nulos es llamado el
grado del polinomio y lo notamos Op(x)

¢ Caso contrario todos los a; son cero, en este caso decimos que p(x) es el polinomio nulo y lo notamos
p(x) =0 y decimos que su grado no eziste.

Ejemplo 3.1.4.

(1) p(x) =2+ 3z — 523 = Ip(x) = 3

(2) q(z) =z +a° = Ip(z) =5



3. GRUPO DE POLINOMIOS

(3) En general,
p(z) =ap+ a1z + asx® + - + apaz™ A ay #0= 0Op(x) =n
3.2. Adiciéon de polinomios.

(1) Igualdad de polinomios

n m
Sean p(z) = Z azt y q(x) = Z biz' dos polinomios entonces
i=0 i=0

p(x) =qx) = n=m~Aa;=b (Vi;i=1,2,...,n)

(2) Adicién de polinomios
n m
Sean p(x) = Z a;x'y q(x) = Z b;x* en Rlx] entonces definimos la operacién binaria.
i=0 i=0

+ : Rz] x R[z]
(p(z),q(z))

R[]
p(z) + q(x)

Tal que
n .
p(x) +q(x) = Y (ai+b)a’
Ejemplo 3.2.1.
(1) Sip(x) =1+ 2z —32° y q(x) = —4 + 3z + 42% + T2° + 227 entonces
p(z) + q(x) = =3 4 b + 4a® + 42° + 227
(2) Sip(x) =323 yq(zx) =2 entonces p(x) + q(z) =3
Observacion 3.2.2. En general por la forma de sumar dos polinomios tenemos en los ejemplos que:

d(p(z) + q(z)) < max{dp(x),dq(z)}

Teorema 3.3. (R[z],+) es un grupo abeliano.

Demostracién

¢ Ya vimos que "+” es una operacién en R[z]

¢ Sip(z), q(z) y r(x) son elementos de R[z] entonces

[p(x) + q(2)] + r(z) = p(x) + [g(2) + r(z)]

13
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Sip(x Z a;z’, q(x Z biz' 'y r(x Z ¢;x’ entonces
=0
n
+ ZCZ:E = Z a; + bzt + Zcmi
=0 =0

n n

= Z([al + bi] +c— Z):EZ = Z(al + [bi + CZ]):EZ
i=0 =0
Z a;zt + Z[b, + ¢ilat = Z a;z’ + Z bzt + Z cixi]
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

= p(@)+[g(z) +r(z)]

Luego ”+” es asociativa en R|x]

[p(a) + q(x)] + r(2) [Z +Zb:c

¢ cgj;) = 0 es el neutro en Rz], respecto de "+, pues

p(@)+0=p(x) A O0+plx)=plx)  (Vpx);p(zr) € Rlz])
¢ Sip(x Zalzn entonces [p(x Z —a;z' = —p(x), es el inverso de p(x) en R[z], respecto de

747 pues

p(x) + [p(x Zalzn —I—Z —a;z" —Z —ai]xi:ZO:Ei:O:eR[x}

=0 =0

¢ Sip(z Z azx y q(z Z b; 2* entonces

=0

Zalx + Z bix! = Z (a; + by’ = Z(bz +a;)7' = Z biz' + Zaixi = q(z) + p(x)
i=0 i=0 i=0 i=0

Corolario 3.4. Si definimos R, [v] = {p(z) € Rlz] | Ip(r) < n}U{Og, 5} entonces (Ry[x],+) es un grupo
abeliano (Vn; n € N). Observe que R,[z] es el conjunto de todos los polinomios hasta grado n unidos con el
polinomio nulo.

4. Un ejemplo de grupo no conmutativo

Consideremos un conjunto A, para fijar ideas, con tres elementos, quizas los vértices de un tridngulo, o tres
personas distintas sentadas en una mesa o mejor;

A=1{1,2,3}
Define a partir del conjunto A el nuevo conjunto:

S3(A) ={p: A— A| ¢ es una funcién biyectiva}

¢ En primer lugar, determinemos j Quién es S3(A) ?

Sabemos que ¢ € S3(A) <= ¢ inyectiva y sobreyectiva. Asi que para cada uno de los elementos de
S3(A) podemos adoptar la siguiente notacion:
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Yo <1 g g) inyectiva sin duda
p1 <1 g g) inyectiva sin duda
P2 <213 3 i’) inyectiva sin duda
V3 <; i g) inyectiva sin duda
P4 <§ i g) inyectiva sin duda
P5 <é ; i’) inyectiva sin duda

Son las tnicas!!!. Asi que

53("4) = {153(14)7 P1, P2, P35 P4, (105}

4 Si definimos en S3(A), la operacién binaria composicién de funciones:

o Sg(A) — Sg(A)
(pisp5) = (piop;)

entonces (S3(A),0) es un grupo no abeliano.
Para verificar esto, seguiremos la siguiente rutina:
e Aprendiendo a operar:
(O)_1230123_123_
r2ows) 32 1)°\213/7\231)7%
Trabaja por definiciéon, es decir lee asi:
En p3el”1 vaal 2” yen @9 72 va al 27, luego, "1 va al 27.
En @3 el 72 vaal 1” y en @2 71 va al 37, luego, "2 va al 3”.
En @3 el 73 va al 37 y en @2 73 va al 17, luego, 73 va al 1”.
e De acuerdo a esta forma de operar, tenemos que en general:
poopi=wi N piopo=y; (i=1,2,34,5)
Luego, ¢g = 1g,(4) es el neutro en S3(A)

e Buscando los inversos:

15
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(1)~ = ¢
(02)~! = 2
(03)~" =3
(pa) ™! = s
(05) ™" = ¢4

® P30 Py =4 F P20 Y3 = ;5

Luego, (S3(A),0), es un grupo no conmutativo (o no abeliano).

5. Homomorfismos de grupos

Consideremos para fijar ideas los conjuntos: Mg (1 x 2), Ry[z] y R? (en esta direccién no aporta mayor infor-

macién el hecho de tomar ”"n” elementos en vez de 2) entonces podemos hacer las siguientes observaciones

y preguntas:

(1) (Mg(1 x 2),+), (Ry[z],+) y (R?,+) son grupos abelianos, cada uno con su operacién binaria corres-
pondiente.

(2) ¢ Es diferente sustantivamente el arreglo de dos datos en forma de; columna o de fila o de par ordenado ?
En esta direccién tenemos lo siguiente:

e Podemos colocar entre estos conjuntos biyecciones naturales, a saber:

(a11 a12) > a1 + a2

a1 +apr — (a1 aiz)

o]
Rl [a;] — Rz (13)
ap+arx — (ag,ai)

R2 bﬂ R[] (14)
(a,b) — a+bx

MR(l X 2) Ii) R2 (15)

(a1 a12) — (a11,a12)

-1
R2 Y Mg(lx2) (16)
(a11,a12) — (a1 a12)
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e Por ejemplo, la funcién ¢ satisface la siguiente propiedad:

Si A= (a11 a12) y B = (b11 b12) entonces

p(A+B) = ¢[(a1 a2) + (b bi2)]
¢ (a11 + b1 a2+ bi2)
ail + b1 + (CL12 + blg)x
a1 + ap1x + b1 + biox

= ¢(A) +¢(B)

Observen que A+ B representa la suma de matrices fila de orden (1 x 2) y p(A) + ¢(B), representa
la suma de polinomios hasta de grado 1.

Se puede comprobar directamente que las otras funciones satisfacen una propiedad similar en su
contexto, asi que vamos a archivar esta propiedad en una definicién.

Definicién 5.1. Sean (G,*) y (G',*) dos grupos y h : G — G’ una funcién. Diremos que h es un
homomorfismo de grupos si satisface la siguiente propiedad.

h(uxv) = h(u) * h(v) (Yu;u € G), (Yv;v € G)

Ejemplo 5.1.1. Si definimos h : R? — R? tal que h(z,y) = (x + 2y,3x — y) entonces h es un homomor-
fismo de grupos

En efecto, si u € R? yv € R?, debemos mostrar que h(u + v) = h(u) + h(v). En consecuencia:

ueR? — u=(x1,y1)

veER? — u = (z2,92) }:>U+U:(l‘1+$2,y1—|—y2)

Luego,

h(u+v) h(x1 + 2, y1 + y2)

(x1 + 22+ 2(y1 + y2),3(x1 +22) — (1 +42))
(1 + 22 + 2y1 + 2y2, 371 + 3x2) — Y1 — Y2)
(a;l + 291,321 — yl) + (xg + 299, 329 — yg)
h(z1,y1) + h(x2,y2)

= h(u)+ h(v)

n

Ejemplo 5.1.2. Si h : Mg (n) — R tal que para A = (a;;) € Mg (n), h(A) = Zaii entonces h es un
i=1

homomorfismo de grupos.

En efecto, si A= (ai;) € Mg (n) y B = (b;j) € Mg (n) entonces

h(A+ B) = h(a;j + bij;)

n

= Z(aii + bii)
i=1

= ) ai+ Y b
i=1 i=1

= h(A)+ h(B)
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Ejemplo 5.1.3. Si h : Ra[z] — Ra[z] tal que h(ag + a1z + asx?) = ay — asx + agx? entonces h es un
homomorfismo de grupos

En efecto, si p(z) = ap + a7 + asx? € Rolx] y q(x) = by + bz + bax? € Ry[x] entonces

h(p(z) + q(x)) = h(ag+ a1z + azx® + by + byx + boz?)
= h(ag +bo+ (a1 + b1)z + (az + ba)z?)
= (a1 +b1) — (az + b2)z + (ag + bo)z?
= a; + b — asx — bax + apx® + byx?
= a; — asT + apx® + by — box + box?

= h(p(x)) + h(g(z))
Ejemplo 5.1.4. Las funciones definidas en (11), (12), (13), (14), (15), (16), son homomorfismos de grupo
Definicién 5.2. Si (G, x) y (G',x) son dos grupos entonces notaremos
Hom(G,G') = {h: G+~ G' | h homomorfismo} (17)
Lema 5.2.1. Si (G,*) y (G', %) son dos grupos, y h € Hom(G,G'") entonces

(1) hleg) = ecr

Observamos en primer lugar que

hieg) = hleg *eq) ( propiedad del neutro)
h(eg) * h(eg) (h € Hom(G,G"))
Y luego,
(h(eg) * (hleq)) ™" = hleq)) = hleg) = eqr
(2) (h(g)~' =h(g™")
Para verificar esta propiedad podemos proceder como sigue
e = hleg)
hg+g™")
= h(g)xh(g™")

Asi que.
(ecr = h(g) * h(g™)) = (h(9)™" = h(g™")
Definicién 5.3. Si (G,x) y (G, *) son dos grupos, y h € Hom(G,G') entonces
(1) ker(h) ={g € G| h(g) = ec'} se llama el nicleo del homomorfismo h.

(2) Img(h) ={h(g9) € G’ | g € G} se llama la imagen del homomorfismo h.

Teorema 5.4. Si (G, *) y (G',x) son dos grupos, y h € Hom(G,G') entonces
h inyectivo <= ker(h) = {eq}
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Demostracién

¢ Si suponemos que h es inyectiva entonces para g € G

g € ker(h) <= h(g) =eq (definicién de kernel)
= Wg) =hleg) (h(eg) = ec)
= g=eqg (h inyectiva)
= ker(h) C {eg}
= ker(h) ={eg} (Pues, eg € ker(h))

¢ Reciprocamente, si suponemos que ker(h) = {eg} entonces

hg1) = h(g2) = h(g1)* (h(g2)) " = ec
— h(g1) *h((g2)"") = e
= h(g1*(92)7") = e
= g1 % (g2)7" € ker(h
— gix(92) ' =ex
= J1 =92

Ejemplo 5.4.1. Sea h : R3 — Ro[z] tal que h(a,b,c) = a + bx + cz? entonces

e h es un homomorfismo de grupos, pues

Siu = (ay,by,c1) € R3 yv = (ag,by,c2) € R entonces

h(u+wv) = h(ar + az,b1 + ba,c1 + c2)

a1 + as + (b1 + ba)z + (c1 + c2)2”

(a1 + bz + c12?) + (ag + box + cox?)
h(a1,b1,c1) + h(ag,ba, o)

= h(u) + h(v)

e h es inyectivo, de acuerdo al teorema (5.4) si ker(h) = {(0,0,0)}, asi que

u € ker(h)

Luego, h es inyectivo

Ejemplo 5.4.2. Si T : R — R3, tal que T(z,y,2) = (x + 2y + 2,0 — y — 2,2) entonces T es un homo-
morfismo de grupos.

Para ello debemos verificar que T(u +v) = T'(u) + T(v) para cada v y v en R3

Por tanto, si u = (uy,uz,uz) € R? y v = (vy,ve,v3) € R® entonces u+ v = (uy + vy, ug + vo, uz +v3), ¥
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T(u+v) = T((ug+ v1,us + ve,us + v3))

((u1 + Ul) + 2('1,L2 + Uz) + (U3 + ’Ug), (U1 + U1) — (UQ + UQ) — (U3 + U3), (U3 + ’Ug))
(w1 + v1 + 2ug + 202 + ug + v3,u1 + V1 — up — V2 — Uz — V3, U3 + vV3)

(u1 + 2ug + uz, uy — ug — uz,uz) + (v1 + 2v2 + v3,v1 — V2 — V3, v3)

T'(u1,u2,u3) + T'(v1,v203)

= T(u)+T(v)

Ast que, T es un homomorfismo de grupos.

Ahora, calculemos el ”Nicleo de (T)” o kernel de T' o ker(T), para concluir acerca de su inyectividad.

u € ker(T) <= u€R3AT(u)=0gs

<~ u= (u,uz,ug) AT ((ur,u2,us)) = (0,0,0)
<~ u= (u,uz,uz) A (u; + 2ug + us, uy — ug —ug,us) = (0,0,0)
up + 2ue 4+ wug = 0
<— wu=(up,ug,uz) N ug — uz — uz = 0
us = 0

2 -
u = (u1,ug,u3) A {ug =0A “ i_ U2 OH

(75} ug =0

<~
— u=(up,u,u3) Nuz =u; =ug =0
<~

u = (0,0,0)

Luego, ker(T) = {(0,0,0)}, y T es un homomorfismo inyectivo.

Finalmente determinemos la imagen de T, para concluir acerca de la sobreyectividad.

veEImg(T) <= veERIAGBuueR3) :T(u) =0
— v =(vi,v2,v3) AT (u1,uz,u3) = (v1,v2,v3)

u; + 2ue 4+ us = v
— v=(v1,v9,U3) A U — Uz — U3 = Uy
us = v3
Uy + 2uy = v —v
< v = (v1,v2,U3) A |ug =wv3 A 3
Uy — Uy = v2+ U3
— v = (v1,v2,v3) A [U3:U3/\ 3ug = vl—v2—2v3]

V1 — Vg — 2’[)3
u2 g _—

< v =(v1,v2,03) A\ |ug =wv3 A 1)3—1—2%2—1—1)1
U = —
3
. v3 — 200 + V1 U1 — Vg — 203
Luego, tenemos que existe u = 3 , 3 ,v3 |, tal que
v3 + 209 + U1 v — vy — 203
T < 3 : 3 ,’03> = (v1,v2,v3) (18)

Asi concluimos que T es sobreyectiva, pues Img(T) = R?
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En particular, si definimos la funcion H : R3 — R3 tal que

2 — vy — 2
v3 + 209 + V1 V1 — Vg ’U371)3> (19)

H(vi,v2,v3) = < 3 ; 3

entonces de (18) y (19), sigue que:

2 — V9 — 2
(TOH)(Ul,Ug,Ug) T<U3+ Vg +v1 U1 — V2 1)371)3>

3 ’ 3
v3 + 2v9 + v V] — U9 — 2v3 v3 + 2v9 + v V] — U9 — 203
+2 +U37 - — U3, U3
3 3 3 3
= (v1,v2,v3)

Andlogamente,

(H o T)(uy,ug,uz) = (u1,us,us). Es decir, T posee inversa y H, la es. Es decir H=T"1

6. Isomorfismos de Grupos

Definicién 6.1. Sea h € Hom(G,G') entonces h se llama un isomorfismo de grupos si h es biyectiva, es
decir h es inyectiva y sobreyectiva. En tal caso diremos que G y G’ son isomorfos y notaremos G = G’

Al conjunto de isomorfismos entre los grupos G y G, lo notaremos como:

Iso(G;G") = {h € Hom(G,G") | h isomorfismo }, y Aut(G) = Iso(G;G), serd el conjunto de automorfismo
de G.

6.2. Isomorfismos Candnicos. Para cada n € N, tenemos los isomorfismos canénicos.
(1) R" 2 Mg (1 x n)
Basta definir el homomorfismo canénico:

h:R"— Mg (1xn): h(zy,22,...,2n) = (21 @2 - X )

Y su homomorfismo inverso

h_leR(lxn)l—>R": h_l(azl Ty - xn):(xl,x2,...,:nn)

(2) R = R, [z]

Basta definir el homomorfismo candnico:

h: R — Ry [z] 0 h(ag,ar,...,an) =ap+ a1z + - + apz”
Y su homomorfismo inverso
LRy [z] — R Al (ag 4+ a1z 4 - + ana™) = (ag, a1, ..., an)

(3) En suma, como grupos tenemos que (Vn;n € N):
R" =2 Mg (1 x n) 2 R,—1]x] (20)
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6.3. Isomorfismos Elementales de Matrices. Llamaremos operaciones elementales de matrices a las
funciones.

(1) Permutacién de filas:

(Lp+— Ls) : Mg(nxm) —  Mg(nxm)

A (Lo L) (A) 1)
Donde (L, <— Ls)(A) es igual que A salvo que tiene permutada la fila 7 con la fila s
(2) Ponderacién de una fila por una constante no nula.
(L — «L,) : Mg(nxm) —— Mg (n x m) (22)
A — (L <— aL,)(A)

Donde (L, — Ls)(A) es igual que A salvo que tiene multiplicada la fila r por la constante no nula «

(3) Adicién de un miiltiplo de una fila a otra fila.

(Lp <— L, +aLs) : Mg(nxm) — Mg (n x m)
A — (L, <— Ly +aLg)(A)
Donde (L, <— L, + aLg)(A) es igual que A, salvo que tiene la fila r sustituida por la fila 7 mas a veces la
fila s, con o # 0

(23)

Ejemplo 6.3.1. Si consideramos la matriz

2 4 -8 6
A= 3 -5 4 12
9 2 7 1

entonces como la ”composicion de funciones” es una funcion podemos hacer lo siguiente:

2 4 -8 6 1 2 —4 3
3 -5 4 12 (L — 1Ly) 3 =5 4 12 | (Ly — Ly —3Ly)
9 2 7 1 9 2 7 1

1 2 -4 3 1 2 -4 3

0 —11 16 3 | (Ly—L3—9Ly) | 0 —11 16 3

9 2 71 0 —16 43 —26

Teorema 6.3.2. Las operaciones elementales de matrices definidas en (21), (22) y (23) son isomorfismos
de grupos.

En efecto

Que son homomorfismos, es inmediato, y su biyectividad sigue de los siguientes hechos
o L, <+— L, es inversa de L, <— L.
1 .
o L, — —L; es inversa de L; — ol
«

1
o L, — L; + —Lj es inversa de L; — L; + oL;
Q@
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7. Ejercicios Propuestos de Homomorfismos

(1) Sea T : R3 — R? tal que T'(z,y,2) = (v —y,2)
e Demuestre que T' es un homomorfismo de grupos.
e Demuestre que 1" es sobreyectivo.
o Grafique ker(T)

(2) Sea T : R3 — R3 tal que T'(z,y,2) = (v —y,x — 2,y — x)
e Demuestre que T' es un homomorfismo de grupos.

e Demuestre que 7" no es un Isomorfismo.
o Grafique ker(T)

(3) Sea T : R — R3 tal que T'(z,y,2) = (x —y,x — 2,y)
e Demuestre que T' es un homomorfismo de grupos.
e Demuestre que 1" es un Isomorfismo.
e Determine 7!

(4) Sea T : R3 — R3 tal que T'(z,y,2) = (x — y,x — 2,y)
e Demuestre que T o T' es un Isomorfismo.
e Determine (T oT)~!

3
(5) Sea T : MR (3) — R tal que T'(a;j) = Z aj;
i=1

e Demuestre que T' es un homomorfismo de grupos.
e demuestre que T es sobreyectivo.
e Determine ker(T)

(6) Sea h : Mg(2) — R? talqueh<g Z>:(a+d,b—c).

e Muestre que h es un homomorfismo de grupos
e Determine el ker(h)
e Muestre que h es sobreyectivo

(7) Sea h : Mg(2) — R* tal que h< Z Z ) =(a—b,b,c—b,d—a)
e Demuestre que h es un isomorfismo de grupos
e Determine h !

b

(8) Sea h : Mg(2) — R* tal que h < Z d

)z(a—b,b—a,c—b,d—a)

e Demuestre que h no es un isomorfismo de grupos
e Determine ker(h)

(9) Sea T : MR (3) — Mg (3) tal que T'(a;;) = (aj;)

e Demuestre que T' es un homomorfismo de grupos.
e demuestre que T' es un isomorfismo.

b —b b
(10) Seah:MR(2)n—>MR(2)talqueh<g d>:<g—b d—a>

23
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e Demuestre que h es un isomorfismo de grupos

e Determine h~1

b —b —b
(11) Seah:MR(2)n—>MR(2)talqueh<g d>:<g—b ;—a>

e Demuestre que h no es un isomorfismo de grupos
e Determine Img(h)

(12) Si (G,*) un grupoy T : G — G una funcién tal que
e T es un homomorfismo de grupos

o T#(0)yT#Ig
e ToT =T
entonces demuestre que T’ no es inyectiva.

(13) Sea T : Ry[z] — R3 tal que T'(ag + a1z + asz?) = (ag + a1, a9 — a1, a1)
e Demuestre que T es un homomorfismo de grupos
e Determine ker(T")
o Grafique Img(7T)
(14) Sea T : Ro[z] — Ra[z] tal que T'(ap + a1x + agz?) = as + apr — ay2?
e Demuestre que T es un homomorfismo de grupos

e Demuestre que 7' es un isomorfismo
e Determine 7!

15) Sea T : Ry[z] — Rsfz] tal que T'(ag + a1z + asx?) = agzx + N2y 28
( 2 3
e Demuestre que T es un homomorfismo de grupos

e Determine Img(T)

(16) Exhiba un isomorfismo entre los grupos R, [z] y R" y Mg (1 x (n + 1))

(17) Sea T : Ro[z] — Ra[z] tal que T(ag + a12 + a22?) = as — Aaix + apr?. Determine el conjunto

I ={\e€R|T es un isomorfismo de grupos}

(18) Sea (G, +) un grupo abeliano y h : G — G un homomorfismo de grupos tal que
e h # 0 (no es el homomorfismo nulo)
e h # 1g (no es el homomorfismo identidad)
e hoh=nh

Demuestre que h no es un isomorfismo
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8. Proyecto de Integracion: Relaciones de Equivalencia, Grupos y Homomorfismos

Consideremos a la luz de lo que hemos analizado hasta ahora, la idea desarrollada en el proyecto integrado
(??). Recordemos que alli tenfamos los siguientes ingredientes:

¢ R3={(z,y,2) | r € R,y € R,z € R}, un grupo con la adicién ”+” (Ver ejemplo 1.2.1, (8))

¢ R?2={(z,y) | * € R,y € R}, también un grupo con la adicién ”+”

¢ f:R3— R2tal que f(z,y,2) = (x+y+2z2+y—2), no es s6lo una funcién sino que también es un
homomorfismo de grupos, porque.

Siu=(x1,9y1,21) € R3y v =(21,y1,21) € R® entonces

flutv) = flz1+22,y1+y2,21 + 22)
(r1 4+ 22+ y1 +y2 + 21+ 22,1 + T2+ Y1 +y2 — (21 + 22))
= (r1+22+y1+y2+ 21+ 20,71 + T2+ Y1+ Y2 — 21 — 22)
(1 +y1+ 21,21 +y1 — 21) + (T2 + Y2 + 22,22 + Y2 — 22)
f(@1,91,21) + (22,92, 22)

= flu)+ f(v)
¢ Ademss, f71(0,0) = ker(f), pues.

ue f7H0,0) <= wueR3A f(u) =(0,0) < u € ker(f)

Asf que, f71(0,0) = ker(f)

¢ ker(f) es un grupo con la adicién en R3, (Cuando un subconjunto de un grupo es ademas un grupo
con las mismas operaciones del grupo ambiente, se lo llama un subgrupo), ya que.

e Siu € ker(f)y v e ker(f) entonces

r 3 = Op2
5:1};;((;)) : 5:%:%;\\;((3)):8152 }:>f(u+v):f(u)+f(v):0R2

Asi que + es una operacién cerrada en el ker(f).
e Siu € ker(f), ve€ker(f)yw € ker(f) entonces

flutv)+w] = fluto)+ flw) = fu)+ fv) + f(w) = Og:
flut (w+w)] = flu)+flv+w)=flu)+fv)+ f(w) = Og:

Asi que,+ es asociativa en ker(f)
® Op2 = Oer(f), pues f(0,0,0) = (0,0), ver Lema 5.2.1

e Del Lema 5.2.1 sigue también que, f(—u) = —f(u), asi que u € ker(f) = —u € ker(f)
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¢ Sien R3 = {u | u € R}, donde @ = {v € R3 | (u—v) € ker(f)}, definimos la operacién +, como sigue:

ut+tv = u-+v

entonces R3, 4+ es un grupo abeliano, donde ker(f) = egs = (0,0,0), (se los dejo como un ejercicio,
para familiarizarse ain més, con el trabajo de clases de equivalencia).

¢ 7:R3— R3 tal que 7(u) =T es un homomorfismo sobreyectivo, porque.
mlu+v) = utv=u+7=m(u)+ m(v)

Se lo llama usualmente homomorfismo proyeccion.

¢ Ademss, f : R3 — R? tal que f(@) = f(u) es un isomorfismo de grupos, y para verificarlo basta
probar que f es un homomorfismo, pues ya verificamos que es biyectiva en el proyecto integrado (?77)

e Que f es un homomorfismo sigue de que

f@+v) = flutv)=flu+v)=f(u)+ () =f@) + @)

e Sin embargo, para usar nuestras técnicas, podemos mostrar que es inyectiva a través del estudio
del niucleo o kernel de f.

Tecker(f) < TweR3Af(T) =(0,0)
ueR3A f(u) = (0,0)
u € ker(f)

u € (0,0,

S
=

reee

Luego, ker(f = {(0,0,0)}) y f es inyectiva

¢ Finalmente, R3 = R2. Se llama a R3 grupo cuociente y se lo denota en este caso por R3 / ker(f) >~ R?

8.1. Ejercicios Propuestos.

(1) Sea h : Ro[z] — Ry[z] tal que h(ag + arx + azx?) = ag — a1 + asz.
(a) Muestre que h es un homomorfismo sobreyectivo y no inyectivo
(b) Si definimos en Ry[z] la relacién p(z)Rq(x) <= (p(x)—q(z)) € h~1(04+0z) entonces demuestre que:
e R es una relacién de equivalencia
e (0+0x+ 022) = (0 + Oz)

e Muestre que Ry [:E]/ker(h) = Ry [z]
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(2) Sean (G,-) y (G/,-) dos grupos y h : G — G’ un homomorfismo sobreyectivo
e Demuestre que G/ker(h) ~ G
e Concluya que G =2 G’ <= ker(h) = {0g}

9. Situaciones de Desempeno: Estructura de Grupos

9.1. El objetivo de esta seccion es presentar al Estudiante ”Situaciones Problematicas” que
le permitan:

(&) Estimular la comprensién de lectura en problemas matematicos.
(&) Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

(&%) Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucién de problemas que envuelven conceptos
matematicos.

() Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojala eficiente), para responder al problema planteado.

(&) Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades
bésicas que debe conocer, y ”en lo posible haber aprehendido” de los tépicos analizados.

9.2. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

(x) Lea cuidadosamente el problema.

(x) Reconozca lo que es informacién (dato), de lo que es ”incognita”, o lo que a usted se le consulta.

(%) Trate de entender en la forma més clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede usar
”sinénimos matematicos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto nunca esta

de mas.

(%) Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento de lo que
debe probar.

9.3. Situaciones de Desempeno Propuestas:

a-+b
1+ab

(1) Sea G={a€R| —1< a<1}. Define en G la operacién binaria, a * b =
(a) Determine (si existe), el elemento neutro respecto de la operacién x*
(b) Determine (si existe), el elemento inverso para cada elemento de G.

(c) Demuestre que que * es una operacién conmutativa.
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(2) Define en Z la operacién

* 1 LXZ +—— Z talquemxn=m-—-n+1
(m,n) — m=xn

Determine
e El neutro (si es que existe) en Z respecto de la operacién .

e El elemento inverso (si es que existe), respecto de la operacién *, para cada z € Z.

(3) Sea (G, *) un grupo

(a) Demuestre que

zxx =z Vo;zx € G) = G = {eg,} (donde eg es el neutro de G)

(b) Demuestre que

rxx=eg (Vr;z € G)= G es un grupo abeliano, ( es decir x xy = y * x)

(4) Si (G, *) es un grupo abeliano entonces demuestre que
(a * b)? = a® * b

(donde 22 = zx 2 , Vz;2 € G)

(5) Considere la funcién T : Mg(2) — Mg(2) tal que T(A) = A?, donde A! significa la matriz traspuesta
de la matriz A, ver la definicién en el médulo Estruc.:Grupos, anillos y cuerpos, recursos, grupo de

matrices en definiciones y ejemplos.

(a) Demuestre que T" es un homomorfismo de grupos, es decir, demuestre que T(A+B) = T'(A)+T'(B)

(b) Demuestre que T' es biyectiva
(c) Determine 71
(d) Demuestre que ker(T') = {A € Mg(2) | T(A) = (0)} = {Ony(2)}

(e) Determine el conjunto (Mg(2)); = {A € Mgr(2) | T(A) = A}

(6) Sea T : R? — R3 tal que T'(z,y) = (z + vy, — y,x + 3y). Demuestre que
(a) T es un homomorfismo de grupos

(b) T es inyectivo
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(7) Sea T : Mg(2) — Mg(2) tal que T(4) = A — A
(a) Demuestre que T' es un homomorfismo de Grupos

(b) (T es un isomorfismo?. Justifique su respuesta.

(8) Si se define la funcién 7' : Ro[z] — (Ra[z] tal que
T(az®> +bx+c)=(a+ bz +(b—cz+a+b+c

Demuestre que T es un Isomorfismo de grupos

ail a2
9) Sea T : Mpr(2) — R tal T = +
(9) Sea r(2) al que < o1 o > a1 + asn

(a) Demuestre que T' es un homomorfismo de grupos

(b) Determine ker(7"). Concluya que T' no es inyectiva.

(x4+y+z+t) (z+y—2)
(10) Sea T : R* — Mg(2) tal que T'(z,y, z,t) =
(r+y+z+2t) (x—y+2)

(a) Demuestre que h es un homomorfismo de grupos, (VA; A € R)

(b) Determine el conjunto
S1 = {A€R]|hno es inyectiva}

(c) Determine el conjunto
Sa = {X €R| h es sobreyectiva}

29
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10. Solucion de Situaciones de Desempeno: Estructura de Grupos

a-+b
1+ab

(1) Sea G={a €R| —1<a<1}. Define en G la operacién binaria, a *x b =

(a) Determine (si existe), el elemento neutro respecto de la operacién

Debemos resolver la ecuacién a x e = a = eq * a (Va;a € G)
a—+eqg

axeg=a <= T+ aco =
<~ a-teg= a+azeG
— eqg = a2e(;
— (a*>—1)eg=0
— a’=4+1Veg=0
= eq=0 (pues —1<a<1)

Finalmente verificamos directamente eg = 0,

_ a+0 _a_a
S 14a-0 1

[an}

a *

(b) Determine (si existe), el elemento inverso para cada elemento de G.

Debemos resolver la ecuacién axa™ ' =0=a"1*a (para cada a;a € G)

-1
_ a—+a
axa l=0 — —— =0
1+aa~
— a+at=0
= al=—-a
) ) _1 a—a
Finalmente verificamos que a™* = —a, pues a x (—a) = T— 2=
—a

(c) Demuestre que * es una operacién conmutativa.

Debemos mostrar que a x b = b % a para todos los elementos de G.

a+b

1+ ab
b+a

1+ ba
= bxa

axb =

(2) Define en Z la operacién

* . LXZL +—> Z talquemsn=m-n-+1
(m,n) — mxn

Determine

e El neutro (si es que existe) en Z respecto de la operacién .
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Solucién

Etapa 1. El neutro respecto de la operacién (x) existe si y sélo si existe 0z tal que satisface
globalmente la ecuacion

m 0z =0z xm=m (Vm;m € Z)
entonces
mxx0g=m < m-—-0z+1=m
— 0z=1

Finalmente verificamos directamente si el candidato es adecuado:

m+xl = m—-1+1
m (Ym;m € Z)
Pero,
lxm = 1—-m+1
2—m
# m (salvo para m = 1!l

Luego no existe neutro respecto de (x).

e El elemento inverso (si es que existe), respecto de la operacién x, para cada z € Z.
Como no existe neutro respecto de (*) entonces no existe para cada elemento inverso respecto de

(3) Sea (G, *) un grupo

(a) Demuestre que

zxx =z Vo;r € G) = G = {eg,} (donde eg es el neutro de G)

En efecto
Como G es un grupo entonces su neutro eg es unico, respecto del cumplimiento de la relacién,

rxeg=egxx=x (Vr;zei)
Luego,
zxrx=zVr;z€G)=r=eg =G C{eg} CG= G = {eg}
(b) Demuestre que
rxx=eg (Vr;z € G)= G es un grupo abeliano, ( es decir x xy = y % x)
En efecto, en primer lugar,
THr=eg=>x =1 ' (%)
En segundo lugar, como

(wry) s (yra) = (@ry) s @ ey ) &

entonces (zxy) ' = (y*x2)" !y

THRY = Y*T
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(4) Si (G, *) es un grupo abeliano entonces demuestre que
(a * b)? = a? x b

(donde 22 = zx 2z , Vz;2 € G)

En efecto

(axb)? = (axb)*(axb) ( Definicién de la operacién *)
Asociatividad respecto de la operacién )
Conmutatividad de la operacion x*)
Asociatividad respecto de la operacién x)

P

(5) Considere la funcién T : Mg(2) — Mg(2) tal que T'(A) = A!, donde A! significa la matriz traspuesta

de la matriz A.
(a) Demuestre que 7" es un homomorfismo de grupos
Sean A = (a;j) € Mr(2) y B = (bi;) € Mr(2). P.d.q T(A+ B) = T(A) + T(B) entonces
T(A+ B) = T(aij + bij) = (aji + bji) = (aji) + (bji) = T(asg) + T(bij) = T(A) + T(B)
Luego, T' es un homomorfismo de grupos.

(b) Demuestre que T' es biyectiva

Etapa 1. Por demostrar que T es inyectiva. Supongamos que A = (a;j) € Mg(2) y B = (bi;) €

Mg(2) y que T'(A) = T'(B) entonces

At — Bt

(aji) = (bji)

aji=bji (1<i<2);(1<j<2)
(aij) = (bij)

A=B

Ll

Luego, T es inyectiva

Etapa 2. Por demostrar que 71" es sobreyectiva. Sea B = (b;;) € Mg(2) dada entonces debemos

construir A = (a;;) € Mg(2) tal que T'(A) = B.

B = (blj) S MR(Q) — B'= (bﬂ) € MR(Q)
= T(B') = T((bji)) = (bij)

Luego, basta tomar A = Bt y T(A) = Al = (B!)! = B. Asi que Mg(2) C Img(T) y entonces

Mg(2) = Img(T) y T es sobreyectiva

(c) Determine T~!. Observamos que,

(ToT)(aij) = T(T(aij))
T(ayi)
(aij)
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Ast que, (T'oT) = lyg(2)

y entonces T~ =T

(d) Demuestre que ker(7') = {A € Mg(2) | T(A) = (0)} = {Omp(2) }

A € ker(T)

1reee

A€ (Mg(2)): A
A
A

A

Luego, (M (2))1 = {A -

[ A

b
Il
e s e W

A e Mg(2) AN T(A) =(0)

A = (aij) € Mr(2) A T(az;) = (0)

A = (a;;) € Mr(2) A (aji) = (0)

A=(a;) EMp(2) A aji=(0) (i=1,2A7=1,2)
A= (0)

(aij) € Mg(2) A T(aij) = a;

air  ai12
az1 a22

a a a Qa a a
11 12 c MR(Z) A 11 21 — 11 12
a1 a2 a2 a2 a21 Q22
aip ai2

a1 a2

m
sl
—~
N/

>

s}
—_
[\

I

=)

N
=

air  ai12
a2 a22

ail  a12
€ Mg(2) | a11 € R,a12 € R,as € R
( G2 Gz > r(2) | a11 12 22 }

(6) Sea T : R? — R3 tal que T'(z,y) = (z + vy, — y,x + 3y). Demuestre que

(a) T es un homomorfismo de grupos

Sean u € R? y v € R?. Por demostrar que T'(u + v) = T(u) + T(v).

u € R? <= u = (z,9)
v € R? <= v = (a,b)

Luego,

Tu+v) =

}:>u+v:(x—|—a,y+b)

T(x+a,y+Db)
(x+a+y+bar+a—(y+b),z+a+3y+0b))
(r+y+a+br—y+a—bx+3y+a+3d)
(x+y,x—y,x+3y)+ (a+b,a—b,a+ 3b)
T(xz,y)+ T(a,b)

T(u)+ T(v)

Entonces T es un homomorfismo de grupos.
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(b) T es inyectivo, por demostrar que ker(T") = {(0,0)}

uker(T) <= wueR?*AT(u)=0Ogs

— u=(z,9) ER*AT(x,y) = (0,0,0)

= u=(r,y) ER*A(z+y,2—y,z+3y) = (0,0,0)
z+y =0

— u=(r,y) eER*AN z—-y = 0
z+3y = 0

— u=(z,9) ER*Az=y=0

— u=(0,0)

= ker(T) = {(0,0)}

(7) Sea T : Mg(2) — Mg (2) tal que T'(A) = A — A®
(a) Demuestre que 7" es un homomorfismo de Grupos

Si A€ Mg(2) y B € Mg(2). Debemos mostrar que T(A+B)=T(A)+T(B)
T(A+B) = A+B-(A+B)
= A+B-A'-B
(A— A"+ (B- B
= T(A)+T(B)

(b) (T es un isomorfismo?. Justifique su respuesta.

T serd isomorfismo de grupos: si es homomorfismo de grupos, (cosa que ya verificamos) y ademas
debe ser biyectiva.

1. Estudiemos el nicleo de T', para verificar si T' es inyectiva o no.
Acker(T) <= AeMg(2)AT(A) = Opg (2
— AeMr(2)ANA—A" =0y,
— AcMgp(2)AA=A" (%)
Estudiemos que significa en (x) que A = A’

AeMr2)ANA=A" = A= (a;) A (ai;) = (aji)
PN A:<a11 a12>/\<a11 a12>:<a11 a21>
agr a2 azr a2 aip a2
— A= < @ a2 > A ajoa2l
agr a2
s A_ < air ar2 >
a2 a2
— A— all 0 + 0 ai19 + 0 0
a2 0 0 a

Asf que ker(T) {( >< ;( >|aeR/\beRAceR}

Luego, T no es inyectiva y por tanto no es isomorfismo.
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(8) Si se define la funcién 7' : Ro[z] — (Ra[z] tal que
T(az® +bx+c)=(a+bz?>+(b—c)x+a+b+c

Demuestre que T es un Isomorfismo de grupos
Etapa 1. Por demostrar que T" es un homomorfismo.

Sean p(r) = ag + a17 + azx? € Roz] y q(z) = by + b1 + bex? € Ro[z] entonces

T(p(z)+ q(z)) = T((ag+bo) + (a1 + b))z + (a2 + by)z”)

ap + bo) + (a1 +b1) + (a2 + b2) + [(a1 + bl) — (CL() + bo)]x + [(CLQ + b2) + (a1 + bl)]xz
ag + by + ay + by + az + bo) + [(a1 + by — ag — bolz + [as + bo + a1 + byx?

ag 4 a1 + ag + by + by + by) + [a1 — ag + by — bolx + [ag + ay + by + by]a?

ag + a1 + as) + (a1 — ap)x + (az + a1)x® + (bg + by + bo) + (b1 — bo)x + (by + by )2?
= T(ap+ a1z + a2x2) +T(by + by + b2x2)

= T(p(e)) + T(a(a))

Luego, T es un homomorfismo de grupos

o~ o~ o~ o~

Etapa 2. Por demostrar que T es inyectivo

p(w) = ag + a1z + aze? A [ de (1) = (3)) ap = 0; de (2) a1 = 0; de (3) az = 0]
p(x) = 04 0z + 0z?

Asi que ker(T) € {0+ 0x + 022}, y como 7' es un homomorfismo entonces {0 + 0z + 022} C ker(T'). de
forma que

p(z) € ker(T) <= p(x) € Ro[z| AT (p()) = Ogy[u)

— p(x) =ag + a1z + agx® A T(ap + a1z + azx?) = 0 + 0z + 02>

— p(x) = ag + a1z + agx® A (ag + a1 + ag) + (a1 — ag)z + (az + ay)x? = 0+ 0z + 022
agt+a;+ay = 0 (1)

— p(z) =ag+ a1z + ax® A a1 —ag = 0 (2
ay + az =0 (3

—

—

ker(T) = {0+ 0z + 0z%}

Y T es inyectivo
Etapa 3. Por demostrar que T' es sobreyectiva, esto es por demostrar que Img(7") = Ro[x]
Como T es una funcién entonces Img (7') C Ra[x]. Asi que debemos mostrar que Ro[z] C Img (T)

Para ello serd suficiente mostrar que si q(z) = bg+byz+boz? € Ry[z] es dado entonces debemos resolver
la ecuacién T'(p(z)) = q(z), para algin p(x) = ag + a12 + azx? € Ry[z]

T(ag + a1z + apz?) = by + bz + boz? < (ag + a1 + az) + (a1 — ag)z + (ag + a1)z? = by + biz + byz?

ap+ar+ax = by (1)
< ayp — ag = b1 (2)
ai1 + ao = by (3)

— [ de ((1) — (3)) ag = by — by; de (2) a1 = by + bg — by;
de (3) a9 = 2b2 — bo — bl]
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Luego, T'(bg — by + (b1 + by — b2)x + (2bg — by — b1)x?) = by + b1 + byx®

Asi que , Ro[z] C Img (T') y entonces Ro[z] = Img (T').
(9) Sea T': MRg(2) — R tal que T’ < a2 > = a1 + a2
a1 a2

(a) Demuestre que 7" es un homomorfismo de grupos

Solucién

sid=(

b1
bo1

a12
a22

a1
a21

Jvu

T(A+ B)

bi2

bao
a1 + b
T
( az1 + b2

(a11 + b11)

a2 + b1
a2 + b

+ (ag2 + b22)

) entonces por demostrar que T(A + B) = T(A) + T(B).

)

= (a11 +az2) + (b11 + ba2)
all a1 bll b12
= T T
( azi+ az > + ( ba1  bao >
— T(A) +T(B)

Luego, T es un homomorfismo
(b) Determine ker(7"). Concluya que T' no es inyectiva.

En efecto,

A € ker(T) r(2) = Or

D>D>

GMR <(CIZC)Z>:0

2)Na+d=0

NN

S~ N7 N7 N7 N Z
RIS

SIS

NN

o
o
o

[ A

h

AN laeRAbeRAceR)

Entonces

ker(T")

1€ )}

_2) |(aeRAbeR/\ceR)}7ﬁ{<8 8

e}

x

(10) Sea h: Mg(3 x 1) — R3 tal que h | y
z

(a) Demuestre que h es un homomorfismo de grupos, (VA; A € R)

=Ar+y—2z,x+\y—2z2,2)

En efecto
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e En primer lugar, h es bien definido, transforma una matriz en un trio.

e Ahora, si A =

T

Y1
21

T2

eMr(Bx1)yB=| y2 | € Mg(3 x 1) entonces debemos probar

22

que h(A+ B) = h(A) + h(B)

h(A+ B)

(b) Determine el conjunto

h

T

Y1
21

+ X9
+ Y2
+ 29

(AMz1 +22) + (y1 +y2) — 2(21 + 22), (¥1 + 22) +
Ay1 +y2) — 2(21 + 22), 21 + 22)

(Az1 4+ y1 — 221,21 + A\yp — 221, 21) +

(A2 + yo — 220, T2 + Ay — 229, 22)

I )
Al v | +h| v
Z1 z92
h(A) 4+ h(B)
= {A€R|hno es inyectiva}

S1

Solucién: Como h es un homomorfismo entonces podemos utilizar el ker(h).

A€E S

<= A€ R A hno es inyectiva
<— MAeR A ker(h) 75 {OMR(?)Xl)}

Asi que debemos estudiar la forma del ker(h)

A € ker(h)

—

A=

e R N 8 v 8 e

INEENS

X
Ah| y | =(0,0,0)
V4

ANAx+y—2z,2+ Ay —22,2) = (0,0,0)

Medty—22 = 0
No+dy—2z = 0|l=A-1z+1-Ny=0
z =0

ANA=D(z —y) =

ANA=1)=0V(z—y)=0]

Luego, \—1#0=2-y=0= A+1)z=0=[(A+1)=0Vaz=0]. Asi que

S o= {-1,1}
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(c¢) Determine el conjunto
Sa = {X €R|h es sobreyectiva}

Solucion

A€ Sy < Xe&R A h es sobreyectiva
> AER A Img(h) =R3

Sabemos que es suficiente resolver en Mg(3 x 1), la ecuacién. h(A) = u para u € R? dado

x
Entonces si u = (a,b,c) € R? dado, y A= | y
z
x
h(A)=u <= h| y | =(a,b,c)
z
Ax4+y—2z = a
— (M+4y—2z,2+ y—22,2)=(a,bc) <= x+AXy—2z = b
z = ¢
— z:c/\()\—l)(x—y):a—b<:>z:c/\x—y:§—_l;/\()\—l7é0)
& z=cAx = +a—b
SOV
Luego,
a—"b a—"b
h(A)—u<:>Z—c/\x—y—l—m/\()\—l—l)y—b—l—Zc—)\_1
Asi que

Sp=R—{-1,1}
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