Rudimentos 7: Funciones
Profesor Ricardo Santander

Este Capitulo esta destinado a presentar contenidos y actividades que permitirdn al estudiante, clasificar
conjuntos, usando como herramienta central las propiedades cualitativas de las funciones y de sus graficos.
Estudiaremos en primer lugar, la técnica de inyectar un conjunto A en otro conjunto B, con el fin de copiar
B por defecto (por el interior).

En segundo lugar, estudiaremos la técnica de cubrir un conjunto B por otro conjunto A, con el fin de copiar
B por exceso (por el exterior).

Finalmente haremos coexistir, si es posible, ambas técnicas y concluiremos si los conjuntos son comparables
0 no.

1. Ideas Basicas

Si deseamos inyectar un conjunto en otro entonces, ya tenemos predeterminado un orden de actuacién, es
decir debe haber una relacion entre los elementos del conjunto que se inyecta y los del conjunto inyectado.

Ejemplo 1.1. Si A ={2z |z € Z} y B = Z entonces podemos definir naturalmente la relacion 1:

2z ¢ 2z (Vz;2€7Z)

Es decir, una inclusion natural de los enteros pares en los enteros y la podemos simbolizar como

{,-2,0,24,}={,-2-101234-}
27 Z

Aqui podemos identificar los pares en los enteros, e incluso podemos graficar este comportamiento en el plano
cartesiano:

Ejey
«’(6.6)
° (4,4)
* (2,2)
Eje x
(0,0)
(_27 _2) i
Figura 1

Respecto del dominio y la tmagen de la relacion i tenemos:
o dom(V)=2Z={2k|keZ}={--,-2,0,2,4,---}

o Img(y)) =27 C 7Z, (Por ejemplo 3 & I'mg(v)))



o Img(2k) = {2k}, para cada k € Z. Asi que podemos notar sin ambigiedad (2k) = 2k para cada
k € Z, y en este caso, Y se comporta como la relacion identidad

o Ademds, (2k1) = (2ky) = 2k1 = 2ky. Asi que

Dkt £ 2ky = (2k1) £ (2ky)

Ejemplo 1.2. Podemos también definir la relacion ¢ como sigue

z ¢ 2z (Vz;z€Z)

Es decir, una relacion entre enteros y pares y la podemos simbolizar como

{ 7_27_17071727374”'}>_){”' 7_47_27072747”'}

Z 27Z

Aqui, a cada entero le asociamos o lo transformamos en un par, es decir la accion es multiplicar por 2, al
igual que en el caso anterior podemos graficar este comportamiento en el plano cartesiano:

Eje y

Eje x

(_17 _2) A

Figura 2

Respecto del dominio y la tmagen de la relacion i tenemos:

o dom(p) =7
o Img(p) =27 C Z, (Por ejemplo 3 ¢ Img(p))

o Img(k) = {2k}, para cada k € Z. Asi que podemos notar sin ambigiedad p(k) = 2k para cada k € Z,
y en este caso, p no se comporta como la relacion identidad

o Ademds, (k1) = p(ke) = 2k = 2ko = k1 = ko. Asi que

ki # ke = (k1) # p(k2)

Ejemplo 1.3. Ahora consideremos la relacion entre enteros ¢ definida como sigue:

z ¢ 22 (Nzz€Z)
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La podemos simbolizar como

{ 7_27_17071727374'“}H{"' 707174797”'}

Z Z

Aqui, a cada entero le asociamos su cuadrado, al igual que en el caso anterior podemos graficar este com-
portamiento en el plano cartesiano:

Ejey
(_379) . """" 91 ® (379)
[ [
e | e .
ex
-3 3 J
Figura 3

Respecto del dominio y la imagen de la relacion ¢ tenemos:

dom(¢p) =7

Img(¢) ={0,1,4,9,... }

Img(k) = {k*}, para cada k € Z. Asi que podemos notar sin ambigiiedad (k) = k%, para cada k € 7Z
Ademds, qb(k‘l) = qb(k‘Q) - k‘% = ]{7% - (k‘l + ]{72)(1{71 — k‘Q) =0= k‘l = k‘Q V k‘l = —]{72. Ast que

ki #ky #= ¢(k1) # ¢(k2)
Pues, 2 # =2 N ¢(2) = p(—2) =4

Ejemplo 1.4. Ahora consideremos la relacion entre enteros 0 definida como sigue:

20z (Vz;2 €Z)

Aqui tenemos un problema porque, la raiz merece un andlisis cuidadoso en el siguiente sentido:
VZ2E€ETL <= 2>0Az=u*> (Para algin u;u € Z)

{,0,1,4,9,16--- } > {--+ ,0,+1, 42,43, +4.-- }

cuadrados Z

El comportamiento grdfico en el plano cartesiano es el siguiente:



Eje y

Eje x

Figura 4

Respecto del dominio y la imagen de la relacion 6 tenemos:
e dom(0)={---,0,1,4,9,16--- }

o Imyg(0) =172

o Img(k?) = {£k}, para cada k € NU {0}. Asi que no podemos notar como antes, 0(k?) =?, porque la
1magen de un cuadrado es dupla, salvo para el 0

Observacion 1.5. En los ejemplos expuestos encima observamos distintas maneras de relacionar elemen-
tos, en los ejemplos 1.1, 1.2, y 1.8, a cada elemento le asociamos un unico elemento, pero en 1.4, el
comportamiento es diferente y en realidad no es posible escoger una imagen, porque no hay una politica
clara para hacerlo. Asi que en la seccion siguiente debemos aclarar estas diferencias

2. El Concepto de Funcién

Definicién 2.1. Sean A y B dos conjuntos no vacios. Diremos que f es una funcion del conjunto A en el
conjunto B si:

(1) f C Ax B, es decir f es una relacion de A en B.

(2) dom(f) = A

(3) f(a)={b€ B|afb} posee un inico elemento (Va;a € A)
Ast que una funcién es una relacion especial pues;

e Su dominio coincide con el conjunto de salida de la relacion.

e Todo elemento del dominio posee una unica imagen.

Notaciones usuales para describir una funcion:
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. f
fooA— B A +— B a€A— fla)=beB
a +— b

A continuacién exhibiremos un listado de ejemplos, que nos permita por una parte, valga la redundancia,
ser un ejemplo para el concepto actual de estudio, y por otra obtengamos conclusiones que enriquezcan el
andlisis y podamos avanzar en la consecucién de nuestros objetivos

Ejemplo 2.1.1. f:N+— N tal que y = f(z) =2 -2+ 1. Con esta formula podemos obtener algunos pares
que la satisfagan

o f(1)=2-141=3
¢ f(2)=2-24+1=5
¢ f(3)=2-3+1=7

o f(4)=2-4+1=9

Ejemplo 2.1.2. f:Z+— Z tal quey = f(x) = 2-x+ 1. Para esta formula tenemos también algunos pares
que la satisfacen

e« f1)=2-1+1=3
e f(2)=2-2+1=5
¢ f3)=2-3+1=7

o f(4)=2-4+1=9

Ejemplo 2.1.3. f:R+— R tal quey = f(x) = 2-x+ 1. Para esta férmula tenemos también algunos pares
que la satisfacen

o f(—m)=2-(—m)+1=-21r+1



¢ f(0)=2-0+1=1

1 1
e f(1)=2-1+1=3
¢ f2)=2-24+1=5
¢ f(3)=2-34+1=7

o f(m)=2-m+1=21+1

Observando los ejemplos, 2.1.1, 2.1.2 y 2.1.3, vemos que la misma relacién (férmula), se comporta segin
el conjunto que provee los elementos !!!. Asi que en la definicién que sigue debemos precisar los elementos
relevantes que la distinguen

Definicion 2.2. Sea f una funcion entonces

(1) Llamamos dominio de f al conjunto
dom(f)={a € A| (3b;b € B): f(a) =1}
En particular, si A= B =R entonces
dom(f) ={z e R| f(z) € R}
(2) Llamamos imagen o recorrido de f al conjunto
Img(f) ={b€ B|(Ja;a € dom(f) : f(a) = b}
En particular, si A= B =R entonces
Img(f) ={f(x) |z € dom(f)}
(3) Llamaremos grdfico de f al conjunto
graf(f) ={(a,b) | b= f(a)}
Ejemplo 2.2.1. Si f : N+—— N tal que y = f(x) =2-x + 3 entonces

» dom(f) =N

En efecto

z€dom(f) < zeNA f(z)eN
< z€NA2r+1€eN

< ze€N (Los naturales son cerrados para el producto y la adicion)

» Img(f) ={2x+1]|z €N}

En efecto
(z,z e N): y = f(x)
(Fz,zeN): y=2z+1

y€Img(f) <=
<~

Es decir, Img(f) = {2z + 1|z € N}
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» Su grdfico es de la forma:

Fiew . (3./3)

*(2,/(2)

* (1, /(1))

FEje x

Figura 5: f(z)=2z+1 (xz€N)

Ejemplo 2.2.2. Si f: Z+— Z tal que y = f(z) =2 -z + 1 entonces

» dom(f)=7Z

En efecto

xe€dom(f) <= x€Z N f(z)€eZ
= z€Z N2x+1cZ

<= zcZ (Los enteros son cerrados para el producto y la adicion)

» Img(f) ={2z+1]|z €N}

En efecto

ye€Img(f) <— @r,zeN): y= f(z)

< ([@r,zeN):y=20+1

Es decir, Img(f) ={2x+1|x € Z}

» Su grdfico es de la forma:



ey . (3.503)

*(2,/(2)

° (1,£(1))
1 (0, £(0))
Eje x
(=1, f(=1))
(=2,f(=2)) »
Figura 6: f(z)=2z+1 (z€Z)
Ejemplo 2.2.3. Si f : R+—— R tal que y = f(x) =2 -x + 1 entonces
» dom(f) =R
En efecto
x€dom(f) <= xze€R A f(x)eR
— zeRA2x+1€R
— zecR (Los enteros son cerrados para el producto y la adicion)

> Img(f) =R
En efecto
yeImg(f) <— @r,zeR): y= f(z)
<— (Gr,zeR): y=22+1
—1
<= (Jz,z € R) x:yT
— yeR

Es decir, Img(f) =R
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» Su grdfico es de la forma:
Ejey

y=2x+1

Eje x

Figura 7: f(z)=2z+1 (z €R)
Ejemplo 2.2.4. Definamos f : R? — R? tal que f(x,y) = (z +y,3x + 3y) entonces

(1) Determinemos dom(f)

— (z,y) € R?2A f(z,y) € R?
— (2,y) e R®A(z+y,3z + 3y) € R?
— (z,y) € R?

(z,y) € dom(f)

Luego, dom(f) = R?

(2) Determinemos Img(f)

(u,v) € Img(f)

(A(z,y); (x,y) € R?) A

[

u = VvV 3u=wv

v
3
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Asi que, Img(f) = {(z,y) € R? | y =3z} = {(z,3z)| © € R}. Luego, esta funcion transforma el plano
en una recta

(3) Grdficamente la situacion puede ser vista como sigue:
RQ RZ
v =3u

f o/ (2 +y,3(z+7y))

Figura 8: El plano se comprime a una recta

Observacién 2.3. En este ultimo ejemplo, observamos que el plano se trasforma en una recta, y entonces
no podemos esperar que la geometria del plano se mantenga.

(1) Necesariamente ”debemos tener que a algunos puntos de la recta le corresponde mds de un punto del
dominio, o mejor una imagen tiene mds de una preimagen”.

En efecto

Si llamamos f~Y(u,v) = {(z,y) € R? | f(x,y) = (u,3u)} entonces por ejemplo

(z,y) € f710,0) < (z,y) eR* A f(z,y) = (0,0)

r + y =0
3z + 3y = 0

— (z,y) eR®? AN z4+y=0
— (r,y) ERPAy=—z
— (zr,—z), z€R

— (z,9) €R? A

Grdficamente la situacion es la siguiente.

R? R?

Figura 9: La recta y = —x se comprime a un punto
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(2) Ademds, sabemos que toda relacion R, digamos R C A x B tiene una relacion inversa R~ C B x A tal
que R"1o R C A(A) y RoR™! C A(B), donde A(A) = {(a,a) |a € A}, y A(B) = {(b,b) | b € B} son
las diagonales de A% y B? respectivamente. Sin embargo para una funcion podemos tener problemas,
justo como en el ejemplo de encima, f~! es una relacion pero no funcion, porque falla, cuando menos
para f~1(0,0) = {(z,—x) | * € R}/!.

(3) Es necesario también observar que existe una funcidn que permite mirar, a un conjunto, como su do-
minio y su tmagen simultineamente.

En efecto
Para cualquier conjunto A se puede definir la funcion identidad del conjunto A, como sigue

la @ A— A tal que 14(a) =a (Yaja € A) (1)

Es claro que dom(14) = A e Img(1la) = A y que graf(14) = A(A) = {(a,a) | a € A}

3. Clasificacién de funciones

Definicién 3.1. Sea f : A —— B una funcién entonces diremos que f es inyectiva si

x1 # x9 en el dom(f) = f(x1) # f(x2)

Equivalentemente
f(z1) = f(z2) = 21 = 22

Ejemplo 3.1.1. Sea f: R? — R? tal que f(x,y) = (x +y,x — y) entonces f es inyectiva

En efecto

flxi,y1) = f(x2,92) = (z1+y,x1 — 1) = (22 + y2, 22 — Y2)

T1+Y1r = T2+ Y2
1 —Yr = T2—Y2

= 2x1 =219 A 2y = 299
= X1 =T2ANY1 = Yo
= (z1,y1) = (22,92)

Luego, f es inyectiva

Ejemplo 3.1.2. La funcion f : R? — R? tal que f(x,y) = (z + y,3x + 3y) definida inicialmente en el
ejemplo 2.2.4 no es una funcion inyectiva, porque
(1,-1) # (2,-2) sin embargo f(1,—1) = (0,0) = f(2,—2)
Definicién 3.2. Sea f : A +—— B una funcién entonces diremos que f es sobreyectiva si
Img(f) =B
Ejemplo 3.2.1. Sea f: R? — R? tal que f(x,y) = (x +y,x — y) entonces f es sobreyectiva

En efecto
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Para wverificar la sobreyectividad debemos verificar que Img(f) = R2, es decir debemos demostrar que,
Img(f) C R? y R? C Img(f), asi que esto sugiere naturalmente el siguiente algoritmo de trabajo:

e En primer lugar, como f : R? — R? es una funcion entonces naturalmente Img(f) C R?

e En sequndo lugar, par demostrar que R?> C Img(f), debemos verificar que si (u,v) € R? entonces existe
(z,y) € R? tal que f(z,y) = (u,v), es decir f serd sobreyectiva si y sdlo si tiene solucion en R? la
ecuacion f(z,y) = (u,v)

Asi que veamos si nos son favorables las condiciones para resolver dicha ecuacion:

f(xay) = (uvv) — (m—i—y,x—y) = (u,v)

r+y = u| (i)
r—y = v| (i)

U+ v U—v
—— ——

Asi que,

PRI = o) (0 () € R = (u,0) € Tl

Ejemplo 3.2.2. La funcion f : R? — R? tal que f(x,y) = (z + y,3x + 3y) definida inicialmente en el
ejemplo 2.2.4 no es una funcion sobreyectiva, porque por ejemplo, la ecuacion f(z,y) = (1,1), no tiene

solucion en R?, es decir porque R? ¢ Imyg(f)

En efecto

r + y =1
floy) =11 <= 4 o3y o= 1 —= 3 =1(=<«)

Definicién 3.3. Sea f : A+—— B una funcidén entonces diremos que f es biyectiva si f es inyectiva y [ es
sobreyectiva

Ejemplo 3.3.1. Sea f: R? — R? tal que f(x,y) = (x + y,x —y) entonces f es biyectiva como lo hemos
mostrado en los ejemplos 3.1.1 y 3.2.1

Ejemplo 3.3.2. Sea f: R3 —— R? tal que f(x,y,2) = (x+y+ 2,2 +y — 2) entonces estudiemos si f es o
no biyectiva

(1) f es sobreyectiva si tiene solucion la ecuacion: f(z,y,z) = (a,b), para cada par (a,b) € R?

flz,y,2) = (a,0) <= (v+y+z,2+y—2)=(ab)

r+y+z = al (i)
r+y—z = b (i)
a—2b a+b
= 2= A (x4y) = 5
(4)— (i) (4)+(id)
a—>b a+b
= z= -
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Luego, f es sobreyectiva y

f<x,a—2|_b—x,agb>:(a,b) (%)

(2) f es inyectiva si se verifica la propiedad
(T1,91,21) # (22,92,22) = f(21,91,21) # f(22, 92, 22) 0 bien
f@i,y1,21) = f(22,y2,22) = (21,91, 21) = (22,92, 22)

De acuerdo con la formula (x) f no es inyectiva pues, por ejemplo

f(lv _170) = (0’0) ) f(27 _2’0) = (070): ) (17 _1’0) # (2’ _2’0)

Asi que f no es una biyeccion.

Definicion 3.4. Sean f : A—— B y g : B — C, dos funciones entonces adaptamos la definicion de
composicion de relaciones para funciones poniendo,

(gof): Ar— C tal que (go f)(a) = g(f(a))  (Vaja € A)

La idea aqui es la siguiente:

gof
a f(a) g(f(a))

Figura 10: Esquema para go f

Lema 3.4.1. (go f) es una funcion de A en C.
En efecto

e Como f y g son relaciones de A en B y B en C respectivamente, entonces de acuerdo a la definicion
7?7, go f es una relacion de A en C

e Como f es una funcién de A en B entonces dom(f) = A, es decir para cada a € A, f(a) € B, como
también g es una funcion de B en C entonces dom(g) = B, es decir, para cada b € B, g(b) € C, en
particular como f(a) € B entonces g(f(a)) € C. Luego dom(go f) = A

e Finalmente, supongamos que (go f)(a) =c1 y (9o f)(a) = c2, es decir, g(f(a)) = c1 y g(f(a)) =c2 y
como g es una funcion entonces ¢; = co.

Luego, go f es una funcion.
Ejemplo 3.4.2. Consideremos las funciones f : R? — Ry[z] tal que f(a,b) = a +bx y g : Ryfx] — R?
tal que g(ag + a1x) = (ag,ay) entonces para cada (a,b) € R?
(g © f)(av b) = g(f(av b))
= g(a+bx)
= (av b)

Es decir, aqui vemos que la funcion (go f) se comporta como la funcion lp2
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gof
m
R? Ry [z] R2
(a,b) a+ bx (a,b)
Figura 11
Andlogamente, podemos componer las funciones
(fog)lao+az) = fl(glao+ arz))
= f(ao,a1)
= aop+ a1
Ahora f o g se comporta como la funcion 1g, ]
feog
K—\
Ry [z] R2 Ry [a]
ap+ a1z (ao,al) ap + a1x

Definicién 3.5. Sean hy : A—— B y hy : A—— B dos funciones. Diremos que hy = hy si hi(a) = ha(a)
Ya;a € A

Observacion 3.5.1. Del ejemplo 3.4.2 podemos colegir algunas importantes cuestiones, al momento de
querer comparar conjuntos.

(1) La funcién f y g son biyectivas
En efecto

e Si f(a,b) = f(c,d) entonces por definicion a+ bx = ¢+ dx, luego usando la definicion de igualdad
de polinomios, tenemos que a = c y b=d, asi que

f(av b) = f(C, d) = (a’ b) = (Cv d)

Y por tanto la funcion f es inyectiva

e Para verificar que f es sobreyectiva, aplicamos la técnica, consistente en resolver la ecuacion
f(a,b) = ap + a1z, para cada polinomio ag + a1z € Ry[x]

fla,0) =ap+ a1z <= a+br=ayp+ax
<— a+br=ag+aizx
<~ a=ay Nb=ay

Asi que f(ag,a1) = ag + a1z, lo que muestra que siempre hay solucion para esta ecuacion y por
eso, que [ es sobreyectiva, y por ende una biyeccion
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e Para ver que g es una biyeccion procedemos en forma andloga que para f, es decir
g(ao + alx) = g(bo + bla;) — (ao, al) = (b(), b1
— aqy=byANay =b

= ap+ a1z =by+ b1z

Asi que g es una funcion inyectiva

Para ver que g es sobreyectiva nos basta resolver la ecuacion g(ag + arx) = (a,b), para cada
(a,b) € R2.

glap + a1z) = (a,b) == (ao,a1) = (a,b)
= ay=aNa=0b

Asi que g(a + bxz) = (a,b) y g es sobreyectiva y por ende una biyeccion
(2) Ademds (9o f) = 1gz y (fog) = Ig,[]

Definicion 3.6. Sea f : A —— B una funcion. Diremos que f, es una funcion invertible o que tiene inversa
si existe una funcion g : B — A tal que

fog = 1p
gof = 1

A una tal funcion la llamamos la inversa de f y la notamos f~', es decir g = f=1

Ejemplo 3.6.1. Si Consideramos las funciones definidas en el ejemplo 3.4.2, es decir f : R? — Ry[z]
tal que f(a,b) = a+bx y g : Ry[z] — R? tal que g(ap + a1w) = (ag,a1) entonces f~' = g, es decir
fYao + a12) = (ap,a1).

Ejemplo 3.6.2. Sea T : R? — R3, tal que T(x,y,2) = (x — y,x + 2y + 32,2 + y) entonces
» T es inyectiva
En efecto

Supongamos que T(x,y,z) =T(2',y,2") entonces

T(z,y,2) =T(2,y,2) <= (r—yo+2+3z,z+y)= (' —y 2" +2) +32,2" +)

T -y = o' —y
= r+2y+3z = 2 +2¢y+37 ®
z+y = a'+y

Sumando a la primera ecuacidn la tercera ecuacion en ® tenemos que x = x’, sustituyendo este resultado
directamente en la tercera ecuacion obtenemos y = v/, y finalmente reemplazando estos resultados en
la sequnda ecuacion de ® tenemos que z = 2'. Asi que (z,y,z) = (2',y',2") y entonces T es inyectiva,
es decir

T(x,y,2) =T y,2") = (2,y,2) = (2",y,7)
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» T es sobreyectiva

En efecto

Debemos resolver para cada (p,q,r) € R3 la ecuacion, T(z,y,2) = (p,q,7), o equivalentemente, re-
solvemos el sistema

r—y = D
r+2y+3z = q ®
r+y = r
. ., . p+r
Sumando a la primera ecuacion la tercera obtenemos que 2x = p + r, es decir x = . Ahora

+r

. . . . r—p
sustituyendo en la primera ecuacion tenemos que —y = p, es decir que y = ——, finalmente

. . +r r—
reemplazando los valores de x y de y en la sequnda ecuacion se obtiene que P 5 +2 [ 5 p] +3z=gq,

2q+p—3r

es decir z = 5

. Luego la solucion encontrada es de la forma

p+r r—p 2g+p—3r
T =
( 5T T 6 > (P, a.7)

Observamos para concluir que dicha solucion sdlo depende de (p,q,r) lo que garantiza que T es so-
breyectiva y ademds nos permite construir su inversa T, definiéndola como:

_ p+r r—p 2¢+p—3r
Tl(p,q,r):< sy G >

Para estar sequros que nuestro trabajo es correcto, aplicamos la definicion 3.6
(ToT Hpqr) = TUT '(p,gq,7))

T p+r r—p 2q+p—3r
2 7 27 6

p+r r—pptr r—p 2q+p—3r ptr r—p
- 2

< 2 2 72 + 2 3 6 T2 + 2

p+r r—pp+r 2r—2p+2q+p—3r p+7‘+r—p

2 2 72 2 2 T2 2

= (qr)

Es decir que, T o T™' = 1gs. Un cdlculo andlogo muestra que T~ oT = 1gs

Observaciéon 3.6.3. En los ejemplos anteriores, hemos mostrado que es posible para algunas funciones,
construir su correspondiente funcion inversa, pero no tenemos dimensionado el problema de su existencia y
su unicidad, para remediar esto tenemos el siguiente resultado

Teorema 3.7. Sea f: A+ B una funcion entonces son equivalentes las siguientes propiedades:
(1) f biyectiva

(2) Emiste una tnica funcion f~': Br— A tal que flof =14y fofl1=1p
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Antes de probar este teorema, que de suyo, es una importante herramienta es mecesario precisar algunas
cosas que serd util conocer:

» Cuando decimos que estas propiedades son equivalentes estamos queriendo indicar que, “ellas son
sinonimos en el lenguaje matemdtico, por ende podemos usar libremente el uno o el otro segun nos
parezca conveniente”.

» Para probar este tipo de proposiciones se procede usualmente de la siguiente forma:

e En primer lugar se prueba segin las reglas de la ldgica bdsica que: (1) = (2), en este caso en-
tonces la hipétesis serd f biyectiva, y la tesis sera que: Existe una unica funcion f~': B+— A
tal que ftof=14y fofl=1p

e En sequndo lugar, procedemos de forma absolutamente andloga al punto anterior para probar que
(2) = (1), y ast completar la validacion del enunciado.

Demostracion
(1) = (2) si definimos f~1: B+ A tal que f~(b) = a <= f(a) = b entonces
o Claramente f~' C B x A, es decir f~! es una relacion de A en B.

e Sib € B entonces como f es sobreyectiva existe a € A tal que f(a) = b, es decir f~1(b) = a, asi que
B C dom(f~') y como dom(f~') C B entonces dom(f~1) = B

e Si f71(b) = a1 y f~H(b) = az entonces f(a1) = b = f(az), como f es inyectiva entonces a1 = as y
podemos concluir que f~' es una funcion

e Finalmente, como por definicion, f(a) = b <= f~1(b) = a entonces

(ftof)la) =
—(b) = flof=14

Andlogamente

(fo f7H(b)) = FFH)

El razonamiento anterior muestra que (1) = (2)

Ahora para mostrar que (2) = (1), debemos verificar que f es biyectiva:

e Para ver la inyectividad de f observamos que:

fla) = fla) = N (f(a) = F"(f(a2)
— (f'of)a) = (f7" o f)(a2)
= la(a1) = 1a(a2)
— a1 = ay
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Para la sobreyectividad de f observamos que:

beB = flb)=acA

= f(f7'(b) = fla) € B
= f(a)=beBRB

Luego, B C Img(f) y como siempre Img(f) C B entonces Img(f) = B y f es sobreyectiva, y por
ende biyectiva.
Asi que (2) = (1), y (1) es equivalente a (2).

4. Ejercicios Propuestos de Funciones y sus Propiedades Cualitativas

(1) Sea f: N+~ N tal que f(x) = x + 2. Demuestre que f es inyectiva, pero no sobreyectiva.

(2) Sea f:Q+—— Q tal que f(z) = 3z — 22. Demuestre que f es biyectiva

(3) Sea f: R+ R tal que f(z) = —z,y g: R+ R tal que g(z) = {é Z i i 0. Demuestre que
(a) fof=1g (laidentidad de R)
(b) gog=1r
(c) fog=gof
2 -3z

(4) Sea f:R+—— R tal que f(z) =5z —1y g:R+— R tal que g(x) =
una funcién h: R — R tal que ho f =g

5 Determine, si es posible

(5) Sea f: R+~ R tal que f(x) = z + ¢, para ¢, un nimero real fijo. Demuestre que

f*(x) =2+ nc (Vn;n € N) (donde, f" = fofo---of (nveces ) yf® = 1g)

(6) Sean f: A~ By g: B+~ C dos funciones.
(a) Demuestre que g o f inyectiva = f inyectiva
(b) Demuestre que g o f sobreyectiva = g sobreyectiva

(7) Considere los conjuntos A y B y las funciones f : A~ By g: B~ A. Demuestre que

go f =1, = f inyectiva y g sobreyectiva

(8) Considere los conjuntos A y B y las funciones biyectivas f : A—— By g : B — A. Demuestre que

g=fle=f=g"
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(9) Considere los conjuntos A, B C y las funciones f: A~ By g: B —— C. Demuestre que

f biyectiva y g biyectiva => (go f) ™' = ftog!

(10) Sea f: R? — R? tal que f(z,y) = (z + 2y, — y).
(a) Demuestre que f es biyectiva
(b) Determine f~!
(11) Sea T : R? — R? tal que T(z,y) = (z —y,2z + 3y) y H : R? — R? tal que H(x,y)=(-2y,y-2x)
(a) Pruebe que H es una biyeccién
(b) Pruebe que T es inyectiva
(c) Determine T o H~1
(12) Sea f:R? +— R? tal que f(x,y) = (az + 3y, bx + 2y), donde a y b son nimeros reales.
(a) Determine el conjunto B = {(a,b) € R? | f es biyectiva}
(b) Si (a,b) € B entonces determine 1
(13) Sea f: R3 +— R3 tal que f(x,9,2) = (z +y+ 2,2 —y + 2,32)
(a) Demuestre que f es una biyeccién
(b) Determine explicitamente f~1

(14) Sea f : R? — R2 tal que f(x,y) = (ax + y,z + 3y). Determine el conjunto
D ={a € R | f es invertible}

(15) Considere T : R? — R3 tal que

T(z,y,2)=(1—a)x4+y+2z2c+2—a)y+2z,24+y+ (1 —a)z); (a€R)

Determine los conjuntos:

S1 ={a € R| T no es una biyeccién}
Sy = {a € R| T es una biyeccién}

(16) Sean f:R+—> Ry g:R+— R dos funciones biyectivas definidas por y = f(z) e y = g(x) respecti-
vamente

(a) Sih : R+ R tal que y = h(x) es una funcién. Demuestre que

hof=gof=h=gyg
(b) Si H : R? — R2 tal que H(z,y) = (f(z),9(y)). Demuestre que H es biyectiva
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(17) Sea h : R? — R? tal que h(z,y,2) = (x +y + 2,2 — y + 2).
(a) Demuestre que h no es inyectiva
(b) ;h es sobreyectiva?

(c) Grafique el conjunto K = {(x,y,2) € R | h(z,y,2) = (0,0)}

5. Proyecto de Integracion: Relaciones de Equivalencia y Funciones

El punto aqui es inaugurar un espacio, donde podamos fundir ideas de dos o mas topicos para generar nueva
informacién, en este caso, por ser incipiente atin nuestro estudio, no haremos andlisis formal de los detalles,
pero en compensacién trataremos de ”agudizar en cuanto podamos nuestra intuicién.”

Consideremos la funcién f del ejemplo 3.3.2, es decir f : R? — R? tal que f(z,9,2) = (x+y+2,24+y—2),
sabemos que f es sobreyectiva pero no inyectiva, es decir

La ecuacién f(x,y,z) = (a,b) tiene mas de una solucién para cada (a,b) € R?2

Ya vimos que f(1,—1,0) = (0,0) y f(2,—2,0) = (0,0), incluso més, f(z,—z,0) = (0,0) (Vx;z € R) en-
tonces la unica forma que esta funcion fuese inyectiva es que el conjunto

F7H0,0) = {(z,—=2,0) |z € R} (2)

Deberia tener ”cardinalidad 1”7, lo que es imposible en condiciones normales, porque sélo de muestra,
(1,-1,0) # (2,—2,0), por tanto, ”la cirugia que debemos hacer es mayor”

El problema general es que hay que hacer cirugia reductiva en todos los conjuntos del tipo

b —-b
fYa,b) = {(x,a; —x,az > ]weR}Paracada(a,b)eR2

como son muchos es necesario buscar algin detalle cuantificable que nos permita, aunque sea en teoria,
manejarlos con un proceso finito.

(1) Supongamos que tomamos u € f~'(a,b) y v € f~!(a,b) tal que u # v entonces existen los reales z1 y

x9 tales que
B a+b a—2> Ao a+b a—2b
u=\, 2 €y, 2 v=| T2, 2 €2, 2

entonces

u—v=(z1 — 32, — (1 — 22),0) € £71(0,0) (*)

(2) Motivados por lo obtenido en () y por los resultados del Capitulo de Relaciones definamos en R? la
relacién = como sigue:

(z1,91,21) = (2,92,22) <= [(x1,91,21) — (22,92, 22)] € f71(0,0)
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Deseo que observen que la relacién definida encima, significa lo siguiente:

(z1,91,21) = (¥2,92,22) <= [(1,91,21) — (22,42, 22)] € f71(0,0)
= (21— 22,91 — y2,21 — 22) € f71(0,0)
= f(w1— 22,91 — Y2, 21 — 22) = (0,0)
= (v —m2o4y1 —y2+2 — 2,01 — T2+ Y1 — Y2 — 21+ 22) = (0,0)
TN —To+y1—yY2+21—22 = 0
— x1—:ﬂ2+zi—zz—£+zz = 0
—

21 =2 N (x14+y1) = (2 + y2)

Entonces tenemos una definicién mds operacional para la relacién, es decir, para v = (x1,y1,21) ¥
v = (72,Y2,22)

u=v <= (r1+y1)=(r2+y2) N 21 =2 (3)
Entonces la relacién definida en (3) es una relacién de equivalencia
En efecto

e Siu=(x,y,2) entonces z =z y x + y = x + y, entonces de (3) sigue que (z,y,2) = (z,y,2), y =
es una relacion reflexiva

e Sean u = (z1,y1,21) ¥y v = (22,2, 22) tal que u = v entonces

u=v & (r14+y1)=(xa+y2) N z1=2=>(x2+y2)=(x1+y1) N 22=21 =>v=u

Por tanto, = es una relaciéon simétrica

e Sean u = (z1,y1,21), v = (T2,Y2,22) y w = (3,y3,23) tal que u =v A v = w entonces

u=v & (T1+y1)= (2 +y2) A2 =2 = (z1+uy1) = (w3 +y3) ANz1 = 23
v=w & (r2+4y2)=(x3+ys) Aze =23 = u=w

Luego, = es una relacién transitiva, y producto de verificar simultaneamente las propiedades de
reflexividad, simetria y transitividad, es una relacion de equivalencia.

e Como consecuencia de los itemes anteriores, si u = (z,y, z) entonces su clase de equivalencia se
caracteriza por definicién como sigue

veu <= v=(a,bc)\u=v
r+y=a+bAz=c
b=x+y—alc=z

[

v=(a,z+y—a,z)

Por tanto, una clase de equivalencia genérica es de la forma

(r,y,2) = {(a,z4+y—a,z)]|acR} (4)
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(3) Ahora, debemos entender atin mejor, lo que hemos hecho, a fin de conectar el proceso de relacionar los
elementos de esta forma con la funcién que f que estamos estudiando

e Observando la forma de los elementos del conjunto descrito en (4), podemos concluir que
(€,9,2) = flety+zrty—2)

En efecto

En primer lugar,

(t+y+z,e+y—2) =
(x+y+z,o+y—2), Va;a e R) =
(x4+y+z,2+y—=2)

f(a,:z:—l—y—a,z

—_

)
(a,x+y—a,z) €
(x,y,z) C

f
=
En segundo lugar,

wueRAN f(u)=(z+y+z,2+y—2)
u=p.¢r)Nf(p,gr)=(@+y+z,0+y—2)
(p+q+rp+qg—r)=(x+y+z,c+y—=2)
p+qg+r = z+y+z

p+qg—r = z+y—=z

r=z Ap+aq)=(x+y)
u=(p,x+y—p,2)

u € (z,y,2)
fFllaty+z,2+y—2) C (2,y,2)

ue fH e tytz,xty—2)

Frie 1 11e

Por tanto, efectivamente f~1(z +y+ 2,2 +y — 2) = (z,y, 2)
e Ahora vamos a conectar nuestro trabajo definiendo los siguientes comandos bésicos

o R3 = {(x, y,2) | (z,y,2) € Rg} representard al conjunto de clases de equivalencia generadas

por la relacion de equivalencia =.
o m:R? — R3 tal que n(x,y,2) = (x,y, 2), serd la funcién proyeccién
o 7R — B2 tal que F ((,9,2)) = f(2,,2)

o Finalmente conectamos a través de un diagrama matematico para que el ingenio funcione:

R? f R>

|
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e [ es una biyeccién y R3 es comparable con R2.
En efecto
» f es sobreyectiva

(a,b) e R? = (3(az,y,2);(z,y,2) €R3) : f(x,y,2) = (a,b) (Pues, f es sobreyectiva)
— (3A(z,y,2); (z,y,2) €ER3) : ((az,y,z)) = (a,b)

Luego, R? C Img (7) y entonces R? = I'mg (7) Asi que f hereda la sobreyectividad de f.

» f es inyectiva. (Aqui debemos concluir que la cirugfa funcioné)

F(@rvne) =7 (@) = f@e) = flasyz)
(w1 +y1 + 21,71 +y1 — 21) = (w2 + Y2 + 22,72 + Y2 — 22)
1+ +z1 = x2+y2+ 29
1+ —z21 = X2+ Y2 — 29

Z1=%22 N T1+Yy1 =22+ Y2
(71,y1,21) = (22,92, 22)

(xl,yl,zﬁ = ($2,92,Z2)

Fer vl

Y f es inyectiva, y juntando la sobreyectividad es una biyeccién.

5.1. Ejercicios Propuestos.

(1) Sea f:R3 +— R? tal que f(z,y,2) = (x +y,z —y).

(a) Muestre que f es sobreyectiva y no inyectiva
(b) Si definimos en R3 la relacion uRv <= (u —v) € f~1(0,0) entonces demuestre que:

e R es una relacién de equivalencia

* (0,0,0) = f7(0,0)
(c) Muestre que 7 :R3 — R? tal que f(u) = f(u) es una funcién biyectiva
(d) Grafique R3
(2) Sea h : Ro[z] — Ry[z] tal que h(ag + arx + azx?) = ag — a1 + asz.
(a) Muestre que h es sobreyectiva y no inyectiva

(b) Si definimos en R? la relacién u R v <= (u —v) € h~1(0,0) entonces demuestre que:

e R es una relacién de equivalencia

¢ (0,0,0) = h=1(0,0)

(c) Muestre que h : Ro[z] — Ry[z] tal que h(p(z)) = h(u) es una funcién biyectiva
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(3) Sea f:R™+—— R"™ tal que n < m una funcién sobreyectiva
(a) Si definimos en R™ la relaciéon u R v <= (u — v) € f~(Orn) entonces demuestre que:

e } es una relaciéon de equivalencia
o Opm = f_l(ORn)

(b) Muestre que f : R™ — R" tal que f(@) = f(u) es una funcién biyectiva

6. Proyecto Colaborativo: Construccion del Grafico de Algunas Funciones

El punto aqui es inaugurar un espacio, donde podamos fundir ideas de dos o més ramas de la matemética
para generar nueva informacion, para mejorar el estudio y comprension de un tépico.

1 1
6.1. Caso de la funcién f(x) = — . Dada la relacién real y = f(x) = —, determinaremos en primera
x x

instancia las condiciones para que f se transforme en una funcion real a valores reales, posteriormente grafi-
caremos su comportamiento y finalmente intentaremos deducir alguna propiedad en lo posible generalizable
a otros casos.

¢ Partamos determinando el dominio de f.

1
xedom(f)<—=z€eR A f(z) eER<=z€R A EGR@QEGR/\ r#0<=zecR—-{0}
Asi que dom(f) =R — {0}

¢ Determinemos la imagen de f.

1 1
yez’mg(f)<:>y:f(3:)paraX€R<:>y:5: 3:7&0<:>3::§€R—{0}<:>y750
Asi que Img(f) = R — {0}, y la funcién f es la siguiente

1
f:R—{O}»—>R—{0}talque$€R—{0}r—>y:f(:E):EGR—{O}

¢ [ es una funcién biyectiva

En efecto
. (fof)a) - f<f<x>>f<i)®x — (o) =leg = 1= 1

Asi que, de acuerdo al teorema 3.7, f es biyectiva.

¢ Determinemos el grafico de f.

e Pegraf(f)<=P=(z,f(z)) AN flx)=1 $#0<:>P:<:E,%> AN x#0

e Analicemos los puntos del gréfico buscando regularidades:
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faoy)y = 0.1 = (10',0.1) € graf(f)

f(10%) = o0.01 = (102,0.01) € graf(f)

f(10%) = 0.001 = (10%,0.001) € graf(f)

f(10%) = 0.0001 = (10%,0.0001) € graf(f)

f(aom) = 0.0---01 = (10",0.0---01) € graf(f)
n—1

e Si notamos a — +oo cuando a es “grande, grande y positivo” y b+~ 07 cuando b “pequeiio, pequeiio
y positivo” entonces

X = +o00 = f(x) — 0F;

x = 07 = f(x) — +00

1
Figura 12: y=—; x>0
x

e Andlogamente, si notamos a — —oo cuando a es “pequeno, pequeno y negativo” y b+— 0~ cuando b
“grande, grande y negativo” entonces

X~ —o0 = f(x) = 07;

x 07 = f(x)— —o0

1
Figura 13: y=—; <0
x




26

e Finalmente si juntamos ambas informaciones obtenemos que, su comportamiento gréfico es:

X — oo = f(x) — 0T;

x— 0" = f(x) — +o0

x — —o0 = f(x) — 07;
x0T = f(x)— —c0

1
Figura 14: y=—; x#0
x

Aplicacién 6.1.1. Si definimos f(x) = . cona € R, b € R y no ambos nulos entonces la idea es

aprovechar lo que hemos aprendido en el punto 6.1, para estudiar este caso.

1
(1) Sia =0 entonces f(x) = 5 con b0, (sequn las hipdtesis que hemos puesto) entonces

e Como f(z) = % eR, (Vz;z € R), sigue que dom(f) =R e Img(f) = {%} En estas condi-

ciones la funcion f se encuadra en las llamadas funciones constantes

e Como graf(f) = {<:L', %) |beR— {0}} entonces los posibles grdficos son:

Eje y

(0.3)

Eje y

-

Eje x

1
Figura 15: y = 7 b>0

1
Figura 16: y = 7 b<0
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1

(2) Sia#0 entonces f(x) = prry

e Como f(x) = p—

€ER, <= azx+b#0, sigue que dom(f) =R — {——}

e Para calcular la imagen observamos que

yeImg(f) — <E|3:;3:6R—{

o1y, _ 1
a 'y_ax—i-b

— <E|3:;3: eR— {—S}) cy(ax +b) =

<= <E|x;x€R—{—é}> ;w:i_é
a ay a

— y#0

Por tanto Img(f) =R — {0}

e Como graf(f)= {<w, e

b
) | z # ——} entonces los posibles grdficos son:
a

27

1
Figura 17 y=—; b=0Aa >0
ax

1
Figura 18: y=—; b=0Aa <0
ax
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r=—- a
a
Fi 19: y = i b<OA 0 Fi 20: y = ;o b>0Aa>0
igura Y P < a > igura Y P a
b b
r=—-— T=——
a a
Figura21:y:ax+b; b>0ANa<0 Figura22:y:ax+b; b<0Aa<O0
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Aplicacién 6.1.2. Si ahora, definimos f(x) = +c¢; cona € R, b € R, no ambos nulos y ¢ € R

axr +b
entonces podemos calcular en forma semejante al caso anterior.
En efecto
Sia# 0 entonces f(x) = —— +
ia entonces f(x) = c
ar + b
. b
e Como f(x)= +ceR, <= ax+b#0, sigue que dom(f) =R — 4 ——
axr +b a

e Para calcular la imagen observamos que

b 1
yelmg(f) <EIx,xeR—{—a}> ty = ax+b+c

b

= <E|3:;3:6R—{—E}> (y—c)(ax+b) =1

1

— <E|3:;3:6R—{—é}> ::L':i_é
a aly—c) a

— y#c

Por tanto Img(f) =R — {c}
1 b
e Como graf(f) =<z, P + c> | z # ey #* c} entonces algunos de los posibles grdficos son:

Figura 23: y = +¢ b<0 a>0; Figura 24: y = +c¢ b>0; a>0;

+b c>0 az +b c<0
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Figura 25: y =

+¢ b>0; a<0; Figura 26: y =

ar+b >0 ar+b

+¢ b<0; a<0;
c<0

.y, . . . _ cx+d
Aplicacién 6.1.3. Para concluir esta primera clase de aplicaciones definiremos f(x) =

;cona € R,

. . . b .
beR,ceR ydeR, no ambos nulos entonces intentaremos aplicar nuestras técnicas para analizar esta
funcion.

(1) Observamos que d(az + b) = d(cx + d) = 1, asi que procedemos efectuar la divisién de polinomios de
grado 1, aplicando la divisién usual de polinomios:

ct+d : ax+Db _
a

- bC d bC
cm—l—; = cx+d ¢ T4 (%)
=—+
ar+b a ax+b
be
d— =
a

bc
(2) Sien (%) hacemos p = — y ¢ = d — — entonces tenemos que () se transforma en:
a a

_cx+d q
f<$)_a:1:—|—b B p+a$+b—p+q<

a:nl—l- b> (%)

Asi que podemos aplicar lo estudiado (%3 ), y tenemos entonces algunos de los posibles casos:




6. PROYECTO COLABORATIVO: CONSTRUCCION DEL GRAFICO DE ALGUNAS FUNCIONES

¢ Caso 1: Sip>0; a>0; b<0; q>0 entonces su grafico es del tipo presentado en la Figura 23
¢ Caso 2: Sip<0; a>0; b<0; qg<O0 entonces su grafico es del tipo presentado en la Figura 24
¢ Caso 3: Sip>0; a>0; b<0; qg<O0 entonces su grafico es del tipo presentado en la Figura 25

¢ Caso 4: Sip<0; a<0; b<0; qg<O0 entonces su grafico es del tipo presentado en la Figura 26

r+1

Ejemplo 6.1.4. Si f(z) = 1 entonces aplicando nuestro proceso de division obtenemos que:

r+1 2
=1
r—1 +3:—1

fz) =

¢ Asi que dom(f) =R — {1}
¢ E Img(f) =R—{1}

¢ Su grdfico es una variante de la Figura 23, mds precisamente
Ejey

Eje x
1
Figura 27: y = Tt
z—1
. . . 1
6.1.5. Ejercicios Propuestos de Funciones cuyo Gréfico envuelve a f(x) = —.
e

. 1 .
(1) Si f(z) = i entonces determine:

(a) dom(f)

(b) Img(f)

(c) gra(f)

31
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1
(2) Si f(z) = . entonces determine:

(a) dom(f)
(b) Img(f)

(3) Si f(z) = po| entonces determine:

(4) Si f(z) = 1 entonces determine:
x

2
(5) Si f(z) = <L1> entonces determine:
x

(6) Si f(r) = —————— entonces determine:

(z —=1)(5—=)

1
(7) Si f(z) = entonces determine:

V1422
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6.2. Caso de las funcién pardbola canénica P(x) = ax?, a € R.
¢ Para determinar el dominio de la funcién P observamos, segin nuestra técnica que:

zedom(P) < zc€RAPx)cR<=zcRAw’cR
— zeR ( Pues, az® € RVa;2 € R)

luego, dom(P) =R
¢ Para determinar la Img(P), procedemos segiin nuestro proceso, es decir:

Img(P) = {P(z)|lz € R} = {az?|z € R}

Asf que, para la funcién P tenemos: P : R +— {az?|z € R}
r — az?

¢ Para su grafico graf(P) = {(x,az?) | * € R} encontramos las siguientes opciones:

e Si a = 0 entonces el grafico es graf(P) = {(x,0) | z € R} = Eje x

Eje x

Figura 28: y =0
e Si a # 0 entonces podemos hacer el siguiente andlisis:

2 = 2?2 para cada z € R

o x2 >0, pues (—x)
oa>0:>a3:220y

ca<0= ax?<0
Luego, los posibles graficos son del tipo:

Eje z

Eje x

Figura 29: y = az?, a >0 Figura 30: y = az?, a <0

33
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Aplicacién 6.2.1. Si definimos f(x) = a(x + h)? para a # 0 y h € R entonces para usar la informacion
generada en (6.2), podemos hacer lo siguiente:

¢ Si llamamos a uw = x + h entonces f(u) = au?, que ya se parece al caso original.

¢ Ahora x = 0 = u = h asi que el nuevo “eje x” es x = h y el origen correspondiente es (h,0). Es
decir tenemos segun el valor de h, los siguientes casos:

ea>0ANhheR

Eje x Eje x

v v

Figura 31: y = a(z +h)?, a>0; h<0 Figura 32: y = a(z +h)%, a>0; h>0

e a<0ANheR

Eje x Eje x

Figura 33: y = a(z +h)?, a<0; h<0 Figura 34: y = a(x +h)?, a <0; h >0

Aplicacién 6.2.2. Si definimos ahora, g(z) = ax®+k para a # 0 y k € R entonces para usar la informacion
generada en (6.2), podemos hacer lo siguiente:

¢ En este caso, + = 0 = ¢(0) = k asi que el nuevo “eje y” es y = k y el origen correspondiente es
(0,k). Es decir tenemos sequn el valor de k, los siguientes casos:

ea>0ANkeR
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Eje y Eje y

Eje x
e \/ ........... - y==k

Figura 35: y = ax®> +k, a > 0; k>0 Figura 36: y = ax? +k, a > 0; k<0

e a<0OANRER

Eje y Eje y

Figura 37: y = ax®> +k, a <0; k>0 Figura 38: y = ax®> +k, a <0; k<0

Aplicacién 6.2.3. Siq(z) = az? +bx+c, a € R— {0}, b€ R yc € R entonces para aplicar lo aprendido
a esta funcion podemos hacer lo siguiente:

b
ar’ +br+c = a<w2+—w>+c
a
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Luego, la funcion se representa como:

oo z) + (45)

4ac — b2
Para compatibilizar con nuestras técnicas notemos, h = %a y k= <T>, y de paso obtengamos algu-
a a

nas conclusiones utiles para identificar el grdafico de la funcion:

b 4ac — b? b 4dac — b?
L ] <—%> = <T> = <_%’T> € graf(q)

4ac — b?
4a

b 2
> Y <x + —) > 0 entonces, ya sabemos que tenemos dos

b\ 2
¢ Como, a <a:+—> = q(x) — < 50

2a
casos segun el "signo de a”

4ac — b 4ac — b
e a>0=qx)— facm v >0=q(z) > facm v (Vx; z € dom(q))
4a 4a
. dac — b? .. , »
De donde sigue que, k = s el valor minimo alcanzado por la imagen de la funcion q, en
a

b b dac — b?
el "Eje x = —2—” y el punto V = (——, tae >
a

es un punto minimo del grdfico de q
2a 4a

4ac — b 4ac — b
o a<0=¢q(x)— S P q(z) < e (Vz; z € dom(q))
4a 4a
, dac — b? L. ) ., ) b
Aqui, k = e es el valor mdzimo alcanzado por la imagen de la funcion q, en el "Eje x = o 7

b 4dac—b?
yelpuntoV = ——, facm v es un punto mdzimo del grdfico de q
2a 4a
. b b
¢ SizgeRyxy eRtal quex; — | —— ) = | —=— | — 2o entonces
2a 2a

(o) = —I-i 2+ dac — b2

aito) = afTo 2a 4a
N R S
- 1 2a 4a
B —I-i 2+ dac — b2
DA 2a 4a

= q(m)
¢ Después de este andlisis, podemos asignar nombres y notaciones:
b 4dac — b?

o Al punto V = <— ,

lo llamaremos el vértice de la pardbola
2a 4a
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b
e La recta x = o la llamaremos el eje de Simetria de la pardbola
a
o g(z) =ar? +br+ccona€R,beR yceR. La llamaremos Funcion Cuadrdtica.

¢ Finalmente, podemos decidir el comportamiento grdfico de la funcion a través exclusivamente de los
coeficientes, a, b y c.

e FEn primer lugar, para la imagen tenemos:

q(z) =y (para algin x € R)
y=az’+br+c
ar® +br+ (c—y) =0

 —b£\/b? —4a(c—y)
N 2a

b? —4da(c—y) >0
v’ > 4a(c —y)
b2 > dac — 4day
day > 4dac — b2
4ac — b?

4

y € Img(q)

X

[ A A

ay =

Asi que tenemos dos casos posibles para la imagen de q:

—b+ Vb2 — dac

2a

¢ En particular, como ax® +br+c=0+= =
Podemos concluir que:

o Sib? — 4ac > 0 entonces la pardbola intersecta al eje = en a lo mds dos puntos a saber:

—b+ Vb2 — 4dac
2a

x b2 —dac>0=— x =

—b

* 0 —dac=0=—= 1= —
2a

o Sib? — 4ac < 0 entonces la pardbola no intersecta al eje x.

¢ En resumen los grdficos posibles para una funcion cuadrdtica son:
e a>0A(b?—4ac) >0
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—_b
X = "2,
DV = b 4ac—b?
: - 2a’ 4a

Figura 39

e a>0A(b?—4ac)=0

Figura 40

e a>0A(b?—4ac) <0

Figura 41 E
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6.2.4. Ejercicios Propuestos de Funciones cuyo Grafico envuelve a q(x) = ax? + bx + c.

(1) Determine Dominio, imagen, vértice, eje de simetria, Intersecciones con el eje x, con el eje y, y grafico
de las siguientes funciones cuadraticas.

o g(z) =22 +2r+1
o g(z) =22 +2r—1
e qz)=2>+z+1
o () = (- (= - 3)
(2) Grafique las siguiente funciones.

o flx)=a*+222+2; (v €R)

3

o ha) =T (@<0)
3 —1

i) =T L (@20
3 —1

'h(iﬂ):ﬁQ (z €R)

23+ 622+ 122 + 8
* 9@) = x+2

o p(z) =6(x —4)3 +7(x —4)? — 3(x — 4)

(3) Sig: R+ R tal que g(z) = az?+bx +c es una funcién cuadratica. Determine los siguientes conjuntos

S ={q]q(0) =0}
S={qlq(-1)=1}
e S={q]q(0)=0A¢q(1) =1}

(4) Siqi(z) =22+ 1y go(x) = 3 — 222

e Determine el conjunto graf(qi) Ngraf(qz)
e Determine la region del plano encerrada por los graficos de g y g2 respectivamente.
(5) Si q(x) = axz® + bx + ¢ es una funcién cuadratica con vértice V = (h, k). Demuestre que
VeEjey < b=0

(6) Considere las funciones [ : R — R tal que I(x) = bx +ccon b € Ry c € R, y la funcién cuadratica
q: R+ R tal que g(x) = az?. Determine el conjunto

S = graf(l)Ngraf(q)
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7.1.

7. Situaciones de Desempeno: Funciones

El objetivo de esta seccién es presentar al Estudiante ”Situaciones Problematicas” que

le permitan:

7.3.

Estimular la comprension de lectura en problemas matematicos.
Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucién de problemas que envuelven conceptos
matematicos.

Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojald eficiente), para responder al problema planteado.

Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades
bésicas que debe conocer, y ”en lo posible haber aprehendido” de los tépicos analizados.

. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

Lea cuidadosamente el problema.

Reconozca lo que es informacién (dato), de lo que es ”incognita”, o lo que a usted se le consulta.
Trate de entender en la forma mas clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede usar
”sinénimos matematicos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto nunca esta

de mas.

Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento de lo que
debe probar.

Situaciones de Desempeno Propuestas:

Sea T : R?® — Ro[z] , tal que T(a,b,c) = ax® +cx — b
(a) Demuestre que T es biyectiva.

(b) Determine 71,

Sea h : Ro[z] — Ra[z] tal que h(ag + arx + azx?) = (ag + a1 + az) + (ag — a1 + az)x + azx?.
(a) Demuestre que h es biyectiva

(b) Determine h~*
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(3) Sea Ra[z] = {p(x) = ap + a1 + azx® | d(p(z)) < 2} el conjunto de polinomios reales de grado menor o
igual que 2. Si definimos la funcién.

h:Rolz] — R? tal que h(ap + a1z + a2x2) = (ap + Aa1 — ag,ap — a1 + Aag,ag + a1 + az)

entonces determine el conjunto

S ={X € R | h es biyectiva}

(4) Considere la funcion h : R3 —— R? tal que h(z,y,2) = (A +y + 2,2 + Ay + 2). Si llamamos
S = {X € R | h inyectiva}. Demuestre que S = ()

(5) Si f:R%+—— R? tal que f(x,y) = (az + by, cx + dy). Demuestre que
ad —bc#0 = f inyectiva
(6) Considere las funciones f: A+—— By g : B +—— C. demuestre que:

f biyectiva A g biyectiva = g o f biyectiva

(7) Sean Ay B dos conjuntos no vacios y f : A — B una funcién
(a) Siexiste g:B+— A tal que (go f)(a) =a (Ya;a € A) entonces demuestre que f es inyectiva

(b) Si existe g : B+—— A tal que (fog)(b) =b (Vb;b e B) entonces demuestre que f es sobreyectiva
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8. Solucién de Situaciones de Desempeno: funciones

(1) Sea T : R?® — Ry[z] tal que T'(a,b,c) = ax® +cx — b

(a) Demuestre que T es biyectiva.

Solucién

Etapa 1. T es Inyectiva, pues si (a,b,c) € R? y (ag, bo, cg) € R? entonces

T(a,b,c) = T(ap, bo,co)aaz2 +ex—b < ar’+cx—b=agx?®+ cor— by

Etapa 2. Para que T' sea sobreyectiva, debemos mostrar que Img (7')
funcién entonces Img(7") C Ra[x]. Asi que s6lo resta mostrar que Ry[z]

—

= ((1, b7 C) = (a())b(]aCO)

C

(a=ag) A (b=10bo) N (c=cp)

Ro[z], pero como T es
Img(T).

Para ello debemos resolver en R? la ecuacién T'(p, q¢,7) = ax?® + bz + ¢ € Ry[x] entonces

T(p,q,r) =az’ +br+c < pr*+re—q=ar’+bx+c

Luego T(p,q,7) = T(a, —c,b) = az® + bx + ¢, y entonces Ry[z] C Imag(T) C Ryx].

Determine 7 L.

Solucién

Basta definir, la funcién inversa, conforme al punto anterior como

En efecto,

T (az? 4+ bz + ¢) = (a, —c,b)

(T o T Y (az® + bz + ¢)

(T oT)(a,b,c)

T
T

(
(

T(T~(az® + bz + ¢))
T(a,—c,b)

az?® + bx — (—c)

az® 4 bz + ¢

H(T(a,b,¢))
Yaz? + cx — b)
a, —(—b),C)
a,b,c)
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(2) Sea h : Ro[z] — Ro[z] tal que h(ag + ar1x + azx?) = (ag + a1 + az) + (ag — a1 + az)w + azx?.

(a) Demuestre que h es biyectiva

Solucién

Etapa 1. h es inyectiva , pues si p(z) = ag + a12 + agz? € Ro[z] v q(z) = by + b1x + boz? € Ry[z]
entonces

hiq(z)) <= h(ag + a1z + agz?) = h(by + byx + box?)
<~ (ao + a1 + ag) + (CL() —a1 + ag)x + a2x2 = (bo + b1 + b2) + (bo — b+ bg)x + b2x2
apg+ar +ay = byg+by+ by
<= apg—a; +ay = byg—0b1+ by
a9 = bg
B apt+ar = bo+0b1|(1)
— as = by A ao—ay = by—by (2)
(1);(3) as = by A 2ag = 2bg

—_
~

ag =byNag=bgNa1 =b

De donde concluimos que h es inyectiva.

Etapa 2. Para que h sea sobreyectiva, debemos mostrar que Img (h)

= Ralz], pero como h es
funcién entonces Img (h) C Ra[x]. Asi que sélo resta mostrar que Ro[z] C Im,

g(h).

Para ello debemos resolver la ecuacién h(p(x))) = q(x), para q(z) € Ralx|. Asi que si p(x) =
ao + a1z + axx? y q(x) = by + by + boz?

h(p(z))) = q(z) <=  hlag+ a1z + azz?) = by + byz + boz?
—  (ap+ a1 + az) + (ag — a1 + az)x + asx® = by + byz + byz?

ag+ a1 +as = by
< apg—ay+ay = b
a9 = b2

. ap+ar+ax = by | (1)

= a=hA ap—ar+ax = by |(2)
(1)—(2) by — b1

= ag=byANa; =

2

b()—bl b0—2b2+b1
/\aozf

—
—
~

as =by ANaj =
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Luego,

_9 _
h(bo §2+b1+b02b1x+b2x2> = by + byx + boa?

Asi que h es sobreyectiva, y por ende biyectiva
(b) Determine h~1

Usando el resultado anterior tenemos que

bo— 2bo + by by —b
h (b + bz + byx?) = <° 2101, % 1:17+b2:172>

2 2

Y podemos comprobar que:

bop —2ba+b1  bgp—b
0 20 bo—h

h(h™ (b + b1z 4+ bez®)) = h < 5 5

r+ b2x2> = by + b1z + byx®

Asi que, ho h™! = IR, [«)

Analogamente

h=t(h(ag + a1z + agz?)) = b1 ((ag + a1 + az) + (ag — a1 + a2)z + asz?)) = ag + ayz + asa?

Asi que, h™t o h = 1, (]

(3) Sea Ry[z] = {p(z) = ap + a17 + azx? | d(p(x)) < 2} el conjunto de polinomios reales de grado menor o

igual que 2. Si definimos la funcién.

h : Rolx] — R? tal que h(ag 4 a1 + agz?) = (ag + Aa1 — ag, ag — ay + Aag, ag + ay + as)

entonces determine el conjunto
S ={X € R | h es biyectiva}

Solucién
Etapa 1. A € S < h es biyectiva, es decir, h debe ser inyectiva y sobreyectiva

Etapa 2. Estudiemos bajo que condiciones de A\ h es inyectiva. Es decir, jcudndo es verdadera la
proposicién logica?

h(p(z)) = hg(z)) = p(x) = ¢(z)

Si hacemos p(z) = ag + a12 + asz? € Rafx] v q(x) = by + b1z + baz? € Ry[x] entonces por definicién
tenemos que:



ao
ao
ao
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hp(z)) = (ao+Aar —az, a0 — a1 + Aag, a0 + a1 + az), y
h(g(z)) = (bo+ Ab1 — ba,bo — b1 + Abg, by + b1 + b2)
Asi que, h(p(z)) = h(q(z)) siy sélo si

(ao + a1 — a9, a9 — a1 + Aao, (ao + a1 + az) = (bo + by — bo,bg — b1 + Aba, by + b1 + bg)

Asi que para determinar las condiciones que debe verificar A, debemos resolver el sistema de ecuaciones:

apg + Aag — ag = by + Ao — bo
ayg — ap + Xag = by — b1 + Abe (5)
ag -+ a; + ay = by + b1 + bo

Ahora procedemos a resolver el sistema (5).

+ a1 — ag = by + b1 — by (ao - bo) + )\(al — b1) + (b2 - ag) =0
- ar + Xag = by — by + Ay | = (ao - b()) + (b1 - a1) + )\(&2 — bg) =0
+ a1 + ay = by + b+ by (ao—bo) + (a1—0b1) + (a2—by) = 0

Si llamamos ¢y = (ag —bg), ¢1 = (a1 —b1) y ca = (a2 — be) entonces sustituyendo en el sistema anterior
tenemos que

ag + Adag — ag = by + A1 — by co + g — co = 0 (1)
ag — ar + Xag = by — by + M| <= ¢ — c1t + A = 0 (2)
ayg + a; + ay = by + by + by co + cp + co = 0 (3)

De (1) = (2) y (1) — (3) obtenemos

()\ + 1)(61 — C2) =0 (4)
()\ — 1)61 — 262 = 0 (5)

Ahora si A+ 1 # 0 en (4) sigue que ¢; = ¢y y sustituyendo en (5) tenemos que (A — 3)c; = 0.
Asiquepara A+ 140y A—3#0c1 =c2=¢9 =0,y p(x) = q(z) de donde
S=R-{-1,3}
Etapa 3. Estudiemos bajo que condiciones de A h es sobreyectiva. Es decir, jcuando es verdadera la
proposicién logica?
Para cada u € R? : (3p(z); p(x) € Ra[z]) : h(p(z)) = u

Es decir, si hacemos p(z) = ag+a1z+azz? € Ra[x] y u = (20,0, 20) € R? debemos resolver la ecuacién,

h(ag + a17 + asx?) = (w0, 90, 20) <= (ap + Aa1 — az,ap — a1 + Aaz,ap + a1 + az) = (w0, Yo, 20)
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Equivalentemente, debemos resolver la ecuacion

ap -+ )\(11 - az = X9 (1)
ayg — ar + a2 = Yo (2) (*)
a + a1 + a2 = 2|3

Ahora en el sistema (x), si hacemos (1) — (2) y (1) — (3) obtenemos

(A+1)(a1 —az) = xo—yo | (5)
()\ — 1)a1 — 2a2 = T — 20 (6)
Si A+ 1 # 0 entonces en (5) tenemos que
_ To— Yo _ T —Yo
al ag = A1 < a2 = aq Mt 1 (7)

Sustituyendo (7) en (6) sigue que:

o — Yo\ _ _ _ . . Zo — Yo
()\ 1)&1 2 <a1 P > =9 — Ry < ()\ 3)&1 (1‘0 Z()) 2 < P >

Si A — 3 # 0 entonces en (8) tenemos que:

(w0 — 20) To — Yo
“= ) ‘2<<A+1><A—3>> ©)

Sustituyendo (9) en (7) obtenemos que

_ (zo — 20) To — Yo (xo — yo)
2=y _2<()\+1)()\—3)>_ O+ 1) (10)

Finalmente, sustituyendo (9) y (10) en (3) tenemos que:

_ (w0 — 20) Zo — Yo (xo — yo)
“O‘Z°‘2< (h—3) >+4<<A+1><A—3>>+ O+ 1)

Asi que para A+1# 0y A — 3 # 0 h es sobreyectiva, y entonces

S=R-{-1,3}
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(4) Considere la funcion h : R3 —— R? tal que h(z,y,2) = (A +y + 2,2 + Ay + 2). Si llamamos
S = {X € R | h inyectiva}. Demuestre que S = ()

Solucién
Un camino es mostrar que
hMz,z,— Xz —z) = (A +2x— Az —x,x+ A\x — Az — z) = (0,0)
Para cada x € R entonces h no es inyectiva y S = ().
(5) Si f:R%+—— R? tal que f(x,y) = (az + by, cx + dy). Demuestre que
ad —bc#0 = [ inyectiva
Solucion

Etapa 1. Debemos mostrar que si ad — bc # 0 entonces f es inyectiva, es decir, debemos verificar que
para cualquier u € R? y v € R% Si f(u) = f(v) entonces u = v.

Equivalentemente si u = (z1,y1) € R? y v = (22,72) € R? entonces debemos mostrar que
flry,y) = f(z2,2) = (z1,01) = (22,12)
Etapa 2. Gestién de la informacién.

fxi,p1) = f(xa,42) = (ax1 + byr, cxr + dy1) = (ax2 + bya, cxa + dy2)

ar1+byr = axo+ by
— cx1+dyr = cxo+dys
a(zxy —x2) +b(yr —y2) = 0
=
clxr —x2) +dlyr —y2) = 0 (*)

N ad(ml —x9) + bd(y1 — y2) = 0 ‘
be(xy —xe) +bd(y1 —y2) = 0

=  (ad—bc)(x1 —x2) =0

=  (ad—bc)=0 V (r1—22)=0

1 —x2=0
T1 = X9
Finalmente, sustituyendo en (x) obtenemos que b(y; — y2) = 0 A d(y1 — y2) = 0. Asi que
b=0 VvV d=0 V y1-p=0=y-p=0=y =1
Pues, si b =0y d = 0 entonces ad — bc = 0 lo que contradice nuestra hipétesis, asi que b 0V d # 0

De donde (z1,y1) = (z2,y2) y f es inyectiva

(6) Considere las funciones f: A+—— By g : B+~ C. demuestre que:

f biyectiva A g biyectiva = g o f biyectiva
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En efecto

e Supongamos que (go f)(z) = (9o f)(y)

(go f)x)=(90°f)y) = g(f)@)=9(f)(y)
— f(x)=f(y) (g inyectiva)
= z=y (f inyectiva)
Luego,(g o f) es inyectiva.

e Sea c € C, como g es sobreyectiva entonces existe b € B tal que

g(b) = ¢ (%)

Como f es sobreyectiva entonces existe a € A tal que

fla)="b ()

Sustituyendo (**) en (*) tenemos que ¢g(f(a)) = c. Asi que existe a € A tal que

(o f)la) =c

Por tanto, (g o f) es sobreyectiva y entonces biyectiva.

(7) Sean Ay B dos conjuntos no vacios y f : A — B una funcién

(a) Siexiste g: B+ A tal que (go f)(a) =a (Ya;a € A) entonces demuestre que f es inyectiva

Solucién

Para mostrar que f es inyectiva debemos verificar que

flar) = fla2) = a1 =ay

En efecto

flar) = fla2) = g(f(a1)) = g(f(a2))

Aplicando la hipétesis del problema
— (e Na)=(goNar) (N P p )

obtenemos que:

flar) = fla2) = a1 =ay

(b) Si existe g : B+—— A tal que (fog)(b) =b (Vb;b € B) entonces demuestre que f es sobreyectiva

Solucién

Para mostrar que f es sobreyectiva debemos mostrar que Img(f) = B, pero como f es una funcién
entonces se verifica naturalmente I'mg(f) C B. Por tanto sélo nos resta mostrar que B C Img(f)
Entonces
(Pues g : B+—— A es una funcién )
= f(g(b)) = f(a) € B (Pues f: A+ B es una funcién )
( ( Definicién de composicién de funciones)
( Por hipdtesis del problema)

Asi que
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