Rudimentos 5: Teorema del Binomio
Profesor Ricardo Santander

Este capitulo esta destinado a presentar contenidos y actividades que permitirdn al estudiante: Operar con
simbologia matematica, desarrollar expresiones que involucren un ntimero finito de productos binomiales, y
emplear el concepto de busqueda instantdnea, a fin de determinar rédpida y eficientemente los términos en
desarrollos binomiales mediante un algoritmo

1. Introduccion a los Factoriales

Definicién 1.1. Para cada n € N llamaremos n factorial an! =1-2-3---n, y definimos ademds 0! = 1

Ejemplo 1.1.1. n!l = (n—1)!-n  para cada n € N

En efecto

nl = 1-2.3---(n—1)n
= [1-2:3---(n—=1)]'n
= (n—1!-n

Definicion 1.2. Para cada n € N,k € N y k < n llamaremos nimero combinatorio a

<Z> B (n—nil'c)'k' (1)

4 41 314
Ejemplo 1.2.1. () = _ _ 4
JEmPpIo <3> 4—3)3 13l

Observacion 1.2.2. Consideremos un conjunto con cuatro elementos, digamos C' = {1,2,3,4} C N en-
tonces

o La cantidad de subconjuntos de C con cardinalidad 3 son los siguientes

Cy ={1,2,3}, Cy={1,2,4}, C3=1{1,3,4}, C3 ={2,3,4}
Son como se ve cuatro conjuntos lo que coincide con <3>

o La cantidad de subconjuntos de C' con cardinalidad 2 son los siguientes seis conjuntos
Cy=1{1,2}, Cy={1,3,}, Cs={1,4}, C3={2,3}, C3 ={2,4}, C3 ={3,4}

4 4! 21-3-4
Y que también coincide con <2> = @22 = orar = 6

. . . L. , . . n
En realidad esto no es una coincidencia, ya que en la prdactica el numero combinatorio </<;> con k <n,

fue construido para contar la cantidad de grupos con k elementos a partir de n elementos dados, (de
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alli la restriccion k < n)

1.3. Propiedades de los Numeros Combinatorios. Entre muchas propiedades de los ntimeros combi-
natorios, sélo exhibiremos las que necesitamos estrictamente para conseguir nuestros objetivos.

0 (%) =0

En efecto

(Z) - (n—nl!f)!k! - (n—/ﬁ)!(rfti n—k) <nik>

En particular, <8> = <n> = 1, para verificar esta igualdad, basta hacer £ = 0 y recordar que el
n

conjunto vacio no tiene elementos y es subconjunto de todos los conjuntos

2 ()= (3)

En efecto
<n+1> B (mn+1! nlln+1)  —nl (n+1)
k K+ 1—k)! kln+1-k)! kK (n—k+1)!
_nl (n+1) B n! (n+1)  (n (n+1)
B H'(n—k)l(n—kﬂ)_k!(n—k)!'n—(k—l)_<k>'n—(k—1)
n+1 n+1/n
3] <k+1>:k—+1<k>
En efecto
n+1) (n+1)! B n!(n+1) B n! n+1l (n\ n+l
<k+1> - (k+1)!(n—k)!_k!(k:+1)(n—k)!_k!(n—k)l’k+1_<k>’k+1
n n—k(n
14 <k+1>:k—+1<k>
En efecto
n n! n! n! 1
</<;+1> T G+ Dn—k—-1)! KE+O)n—k—11 Kk (k+1L)n—k—1)
_on! n—k B n! n—k (n\ n—k
H'(k:+1)(n—k)!_k!(n—k)!’k+1_<k>'k+1

5 () (eh) = (i)

En efecto
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n n B n! n! ~nl(k+1)+nl(n—k)
<k> * (k + 1> T RHm—R) T GE D k=1 =Rkt D)
_ onlk+1+n—-k)  nln+1) (n+1)! _(n+1
=Rk (n—B)Ik+1D)! (n—k)(k+1) (k; + 1>

2. Teorema del Binomio

Teorema 2.1. (Teorema del Binomio). Sin € N, a € R y b € R tal que a + b # 0 entonces

(a+0)" = <Z> a"kpk

Demostracion

n
n
¢ Debemos verificar que (a + b)" = Z <k> a"kpk
k=0
¢ Gestion de la informacion: Como n € N entonces podemos usar el proceso de induccion matemdtica,

para verificar la validez de la formula

F(n): (a+b)" = - (" a"*v*  (Yn;n e N)
> ()

o Debemos mostrar que F(1) es verdadera

1
1 1 1
Por una parte tenemos que (a+b)* = (a+b), y por otra, Z (k‘) a"kpk = <0> a' 700 4 <1> a7t =a+4b
k=0

1
1
Asi que, (a+b)l = Z </<;> a™ Fok, y F(1) es verdadera
k=0
o Hipdtesis de induccion: Supongamos que F(n) es verdadera, es decir

(a+b)" = Zn: <Z> avkpk (H)

k=0

o Tesis de induccion. Debemos mostrar que F(n+1) es verdadera

o Desarrollando F(n+1) tenemos que

(a+b)" = (a+b)"(a+0)

n

D arny <Z> a" b

k=0
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o Aplicando la propiedad del reloj (??), a la sequnda parcela en (%) tenemos que

n n+1
N\ p—kik+1 n n+l—kik
N O A L

k=0 k=0+1

n+1 n
_ n+l—ki k
= 3, e

k=1

o Reemplazando en (x) tenemos que:

n n+1
ntl  _ Y n—k+1pk n ntl—kpk
(a+0) Z<k>a b —l—kz::l<k_1>a b

k=0

_ n+1 Qg n n N n A n+1 et
0 P k k—1 n+1

TL+1 +1 n—l—l Fl—kik TL+1 +1
— n nHl=hp b"
("o e (e et (L
n+1
_ <” + 1> gk
k
k=0

(a+b)" = <Z> a"kpk

Corolario 2.2. En Teorema (2.1) Para cada k =0,1,...,n—1 el término de orden k+ 1 es de la forma:

n _
tk:—i—l — <k> a® kbk

En efecto

Del teorema (2.1) sigue que

(a+b)" = <Z> a"kpk




Ast que tgiq = <

[10]

[11]
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n

k>a"_kbk, para k=0,1,2,...,n

3. Ejercicios Propuestos del Teorema del Binomio

Determine el séptimo término en el desarrollo binomial (2z — y)'?

x
Determine el noveno término en el desarrollo binomial (2 + Z)

20
Determine el decimocuarto término del desarrollo binomial <4x2y — 2wly2>

27
. I . . . 2
Determine el término que contiene a z? en el desarrollo binomial <\3/7 — —2>
x

2 2\8
Determine el término que contiene — en el desarrollo binomial <— -y )
Y
n
Determine el término que contiene a x” en el desarrollo binomial <x + —)
T

. .. . . 60 _ .
Si uno de los términos en el desarrollo binomial (2:v2 — %) es de la forma a - x~°%. Determine el valor
de a

Determine el término independiente de = (si existe) en el desarrollo binomial (m3 — x_12)30
1\20
Determine el valor de a en el desarrollo binomial (— + —> , de tal forma que el término independiente
a

de z sea igual al coeficiente de z2
1 n

En el desarrollo binomial <a;\/5 + —2> el coeficiente binomial del 3% término es mayor que el coefi-
x

ciente binomial del 29° término en 44 unidades. Determine, si existe, el término independiente de z.

Muestre que el coeficiente del término central del desarrollo binomial (1 + )27, es igual a la suma de
los coeficientes de los dos términos centrales del desarrollo binomial (1 4 x)?*~!

1\" 1\"
Dados los desarrollos binomiales <x2 + —> ,y <a:3 + —2> . Determine el conjunto
x x

T = {ne€N]| Los terceros términos de los binomios sean iguales}

Si en el desarrollo binomial (1 4 x)*3, los coeficientes de la posicién (2m + 1) y (m + 2) son iguales.
Determine, si es posible, el valor de m

Determine el coeficiente de 2" en el desarrollo binomial (1 — z + z2)(1 + )27 +!

T 15
En el desarrollo binomial (— — y2) , el término que contiene a y?? presenta el coeficiente numérico
a
455

T Determine el valor de a

n
n
Demuestre que Z (z) =2"
i=0
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Considere los reales positivos p y ¢ tales que, p + ¢ = 1. Demuestre que
n
n
re = < > kg 0<k<n) = Z(k~rk):n~p.
k
k=0
4. Situaciones de Desempeno: Binomio de Newton

El objetivo de esta seccién es presentar al Estudiante ”Situaciones Problematicas” que

le permitan:

4.3.

Estimular la comprension de lectura en problemas matematicos.
Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucion de problemas que envuelven conceptos
matematicos.

Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojald eficiente), para responder al problema planteado.

Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades
bésicas que debe conocer, y "en lo posible haber aprehendido” de los tépicos analizados.

. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

Lea cuidadosamente el problema.

Reconozca lo que es informacién (dato), de lo que es ”incognita”, o lo que a usted se le consulta.
Trate de entender en la forma mas clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede usar
”sinénimos matematicos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto nunca esta

de mas.

Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento de lo que
debe probar.

Situaciones de Desempeno Propuestas:

1 n

En el desarrollo binomial, B = <3: — —3> para (n € N). Demuestre que si existe un término de la
x

forma =% entonces n debe ser un multiplo de 4.

Determine, (si existe) el término independiente de x en el desarrollo binomial

(22 + 1) <1 + %)n

Demuestre usando el teorema del binomio que
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n

\" 1
Si(neN),y A= (mz + —> y B = <x3 + —2> , son dos desarrollos binomiales tales que t;(A) es el
x x
k- ésimo término de A y t;(B) es el k- ésimo término de B, (k > 1) entonces demuestre que
tx(A) = tx(B) = n es un numero par

n
Si en el desarrollo binomial (\?/E + > , la relacién entre entre el término séptimo contado desde el

1
V3
principio, y el término séptimo contado desde el final es G entonces determine n.

En el desarrollo binomial (2z + b)>. Determine b, para que el coeficiente del término que contiene a 4,

sea ocho veces el coeficiente del término que contiene a x>.

Calcule usando el desarrollo del Binomio de Newton

S=(\V2+1)° - (vV2-1)

Del desarrollo binomial de (3z 4+ 1)?" + (3z — 1)?" deduzca que
- 2n n—m 1 2n 2n
ZO<2m>9 = (@ +2°)

Si en el desarrollo binomial (m2 + %)n, el coeficiente de Ty y Ti3 son iguales entonces determine el
término independiente de zx.

_3 \"
Si en el desarrollo de <z 220 ) , la razén entre el coeficiente binomial del término t3 y el del término

5
. , . . -2
ts, es — entonces determine el término que tiene a z

7

Determine, si es que existen, en el desarrollo del binomio (3z + 2)'°, dos términos consecutivos tales
que sus coeficientes sean iguales.
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5. Solucién de Situaciones de Desempeno: Binomio de Newton

1 n
[1] En el desarrollo binomial, B = <a: — —3> para (n € N). Demostremos que si existe un término de la
x
forma =% entonces n debe ser un multiplo de 4.

Solucién
¢ Debemos mostrar que n =4 -r
¢ Gestion de la informacion

¢ tsy1 es el término pedido si y solo si

tot = <Z> 2= (=1)°

—4

o x~*"™ aparecerd en el término ts41 si y sélo si

gTAm — gn—4s . 4m =n — 4s
— 4s—4m=n

= 4(s—m)=n

¢ Conclusioén : ” n es un multiplo de 4.”
[2] Determinemos, (si existe) el término independiente de z en el desarrollo binomial
2 n
2z +1) <1 + —>
x
Solucién
¢ Debemos determinar el término independiente de x, es decir aquel en que aparece z¥ = 1.
¢ Gestion de la informacion
¢ Del Teorema del Binomio (2.1) sigue que
2\" " /n 2\* & /n
142 _ 1=k (2] = ok o~k
(2) = 2 -5
k=0 k=0
© Multiplicando por (2z + 1) tenemos que

2z +1) (1 + %)n = (22 +1) f: (Z) ok =k = f: <Z> Pt kD) 4 Y <Z> ok y—k

k=0 k=0
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o Luego, existira el término independiente de x si

—k+1=0AN-k=0 < k=1ANk=0

1 0

[3] Demostremos usando el teorema del binomio que

¢ Asi que el término pedido es <n> 22 4 <n> 20 =dn+1

Solucién

1-1)"=0A(1-1" = . <S>(1)<H>(—1)S] — 0= no <Z>(—1)S

n

\" 1
[4] Si(neN),y A= <x2 + —> y B= <x3 + —2> , son dos desarrollos binomiales tales que t;(A) es el
x x
k- ésimo término de A y ti(B) es el k- ésimo término de B, (k > 1) entonces demostremos que
tx(A) = tx(B) = n es un numero par

Solucion

¢ Debemos verificar que n = 2 - s, para alguin entero s.
¢ Gestién de la informacién

¢ Para el binomio A tenemos que:

te(A) = (k: i 1) (z2)n= k=1 # _ (k: i 1) (z)2n—30=1)

¢ Para el binomio B tenemos que:

ty(B) = (k: i 1) (£3)n= 1) . (:Ez;k_l _ <I<: ﬁ 1) (z)3n=5(k=1)

¢ Finalmente comparando términos tenemos que n es par, pues,

A (R (e PR [

— (x)2n—3(k—1) — (x)?m—S(k—l)
— 2n—-3(k—-1)=3n-5k-1)
— n=2(k-1)

——

s
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n
[5] Sien el desarrollo binomial (\75 + > , la relacién entre entre el término séptimo contado desde el

1
V3
principio, y el término séptimo contado desde el final es G entonces determine n.
Solucién
(a) Sabemos que en est desarrollo binomial sus términos son de la forma

by — (Z) o(255) 3-(%)

(b) Como este desarrollo binomial tiene n + 1 términos entonces aquellos cuya relacién es % son t7 y
tn—5, por tanto tenemos que

Pero,

<n . 6) T h-(n— g;)! (n—6) 6!(nni 6)! (2)

Luego, aplicando este resultado en (x) obtenemos

n _n—=6

=6 o2 52 n—=6 n—-6 .
6-23 37°=2°3"3 —63 =6=—=>n=9

[6] En el desarrollo binomial (22 + b)®. Determine b, para que el coeficiente del término que contiene a 2%,

sea ocho veces el coeficiente del término que contiene a x>.

Solucién

(a) El término de orden k + 1 en este binomio es de la forma:

) _
thy1 = <k>(2$)5 "o

_ <2> 95—k pk 5k

) _
Chal = <k> op—kpk

(b) Ahora, t;11 es el término que contiene a z* si y sélo si s = 5 — k equivalentemente k = 5 — s, por

tanto
tl = <5> 25_161335_1 — C] = <i> 24b

to = <2> 25_21)23:5_2 — C2 = <2> 23b2

Luego, el coeficiente de t;y1 es

—
(@)
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(c¢) Finalmente,

cy =8¢ +— (i) 24p = 8(2) 23p2

5!
4_ o3 3
<— 5:2"=2 —3!2!219

1
— b=-
8

[7] Calcule usando el desarrollo del Binomio de Newton
S=(V2+1)°-(vV2-1)

Solucién

(a) Aplicando directamente el Teorema del Binomio de Newton obtenemos,

wierp =3 (2 ay

wiorp =3 (2

k=0

(b) Asf que restando miembro a miembro tenemos,

(V2+1° - (V2-1P = 25: <2>252’“(1)’f + 25: <Z>252’“(—1)k+1

- [ (e )

[8] Del desarrollo binomial de (3z 4 1)?" + (3z — 1)?" deduzca que

n
2n 1

gn—m _— _ 42n 22n

(o Jorm = 5420

2
m=0 m

En efecto,
(a) Si desarrollamos directamente los binomios obtenemos que,

2n
o = 30 () et

k=0

2n
o1 = 50 () e eyt

k=0

11
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(b) Si sumamos los desarrollos binomiales anteriores tenemos

2n 2n
Bz +1)%" + Bz — 1) =) (2:> () Rk + ) (21?) (3z)2nk(—1)k
k=0

k=0

2n 2n 2n 2n
=1 32)*" 7+ 1- 32)*" 7+
—I—(l)(w) + +(2n)+ (1)(56) toti,,
2n
_ 2n 2n—2k
=> 2 ( ok ) (32)
k=0
(c) Si hacemos & =1 en los datos gestionados encima entonces se deduce que

- 2n
4271 2277, — 2 gnfm
w2322 )

m=0

Equivalentemente
= 2n 1

gnfm i 42n 2277,
3 (o) = g 42

[9] Si en el desarrollo binomial (m2 + %)n, el coeficiente de Ty y 113 son iguales entonces determine el
término independiente de zx.

Solucién

(a) Como el término general de este desarrollo binomial es de la forma,

thal = <Z>x(2n—2k)x—k _ <Z> 203k

entonces el coeficiente de este término es de la forma

n
Ck+1 = <k>

(b) Ahora, comparando los coeficientes tenemos que

e = (3)=(0)

— 12=n-3=>n=15
= n=15

(c) Del resultado obtenido sigue que el término general del desarrollo binomial es:

15
tpot = < . >x30—3k

(d) Finalmente concluimos que el termino independiente de = se produce cuando 30 — 3k = 0, es decir
cuando k=10 y entonces el término pedido es

(1
11 — 10
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_3 1\ "
[10] Sien el desarrollo de (z : - z§> , la razén entre el coeficiente binomial del término ¢3 y el del término

ot

ts, es - entonces determine el término que tiene a z
Solucién

(a) El término general del desarrollo binomial es en este caso,

11k—9n
tk+1=<z>2’ G Vi

Por lo tanto el coeficiente del término general es:

Chi1 = <Z>(—1)k

(b) Esto nos permite la siguiente deduccion,

= m—2m-3 7
— n’-5n—-36=0
<< n=9vn=-4
<— n=9

(c) Asi el término general del desarrollo binomial es:
9 11k—81 k
tht1 = (k;)z (-1

(d) Finalmente en el desarrollo binomial existe un término que contiene a z
ke€{0,1,...,9} tal que:

5
2

, si y solamente si existe

0

11k — 81
— =

+— 11k —-81 = -15
~— k=6

Y, el término buscado es,
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[11] Determine, si es que existen, en el desarrollo del binomio (3x + 2)!?, dos términos consecutivos tales
que sus coeficientes sean iguales.

Solucién
(a) Como
1
ter1 = <Ij> (3z)197R) 2k
_ <1l<:9> 3(19-k) ok 19—k
entonces

Chp1 = <113> 3(19—k) ok

(b) Conforme a lo anterior en el desarrollo binomial existen dos términos consecutivos que tengan el
mismo coeficiente si se verifica la relacion,

19 19
Cki1 Ck42 < < L > (3) 2% = <k 1) (3) 2

19\ 2/ 19
E) 3\k+1
<— k=7

(c¢) Finalmente, los términos pedidos son tg y tg
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