Rudimentos 2: Loégica Matematica
Profesor Ricardo Santander Baeza

El capitulo Rudimentos sobre Légica Matematica estd destinado esencialmente a desarrollar técnicas, que
permitan validar o refutar férmulas proposicionales a través de procesos concretos y abstractos. Para ello
se generard un proceso de validacién, con sustento en la definicién de tablas de verdad y falsedad para las
operaciones l6gicas iniciales; conjuncién, disyuncién, implicacién (inferencia) y doble implicacién (equivalen-
cia), para posteriormente dar origen a una base de datos que permita validar o negar proposiciones més
complejas (proposiciones compuestas), y finalmente prescindir de la estructura de "tablas de verdad”, para
validar en forma abstracta las proposiciones légicas.

1. Proposiciones Logicas

Para demostrar que una situacién es correcta o incorrecta, deben ocurrir algunas situaciones que aparente-
mente son tan naturales, que ni siquiera nos damos cuenta de su existencia.
En efecto

e Para demostrar la veracidad o falsedad de "algo”, debe existir una situacién, la cual debe ser decidida
de acuerdo a ciertas claves enmarcadas en un sistema comprensible (l6gico) para los que estédn involu-
crados en el suceso.

e Dicha situacion para ser infalible en su decisién, debe poseer dos y s6lo dos ”"opciones de verdad”, es
decir, verdadera o falsa (creible o no creible).

e La argumentacién total debe estar compuesta de una sucesion de estas situaciones las cuales interactiian
armoniosamente, ya sea para obtener un valor de verdad verdadero o un valor de verdad falso.

Definiciéon 1.1. Llamaremos proposicion logica a una oracion declarativa que es verdadera o falsa, pero
nunca ambas.

Ejemplo 1.1.1. p: fflgebm es una asignatura anual de Ingenieria Civil en la Universidad de Santiago de
Chile

Ejemplo 1.1.2. ¢: 22 =6
Ejemplo 1.1.3. r: Colo Colo es el mejor equipo de fitbol de Chile

Con toda seguridad, p y q son proposiciones légicas, porque existen formas bien definidas que permiten cor-
roborar el valor de verdad de las mismas, y aunque pese, r en las actuales condiciones, no es una proposicién
légica, pues no existe un proceso véalido que permita decir que efectivamente ella es verdadera o falsa.

Ejemplo 1.1.4. Si llamamos p(x) = x — 1 € R[z] entonces para a € R fijo podemos definir el ”conjunto”
Sa = {zeR|[p(x)=a}
En este ejemplo, podemos ”segin nuestra experiencia” tratar de determinar para ese a € R, el conjunto S,

es decir tratar de decir quienes son los elementos de S,, y por ende también decir quienes no son miembros
de S,, para ello procedemos como sigue:
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r€S, <= zeRAp(x)=a (1)
<— zeRANz—-1=a (2)
— zeRAz=a+1 (3)
Por tanto, tenemos que
Se = {a+1} (4)

Después del procedimiento observamos que:

[1] Para caracterizar los elementos de S, es necesario, segin (1), realizar dos operaciones: Una saber
quienes son los elegibles o candidatos y la otra es verificar quienes de esos satisfacen el filtro, o hacen
que la proposicién légica sea verdadera, decir p(x) = a.

[2] La etapa descrita en (2) es una operacionalizacién del filtro o proposicién 16gica, es decir plantea la
ecuacién r — 1 =a

[3] La etapa descrita en (3) reduce el problema de pertenecer o no al conjunto, resolviendo en R la ecuacién
r=a+1

[4] Finalmente, (4) caracteriza, en este caso, al elemento del conjunto como a + 1, y por ejemplo para
a = 0, tenemos que Sp = {1} y en este caso:

1 €Sy pues es verdadero que p(1) =0
2 &Sy pues es falso que p(2) =0

2. Generacién de Proposiciones y Tablas de Verdad

Definicion 2.1. Sip es una proposicion légica entonces le asociaremos una ”Tabla de verdad” de la forma:

1
0

donde, 1 representa el valor de verdad verdadero(encendido)y 0 representa el valor de verdad falso (apagado).

Definicion 2.2. Sip es una proposicion légica entonces ~ p representard la proposicion megacion de p, y
le asociaremos una ”Tabla de verdad” de la forma:

D|~D
1] 0 (5)
0| 1

Definicidon 2.3. Una proposicion légica se dird compuesta si es formada por mas de una proposicion logica.
Para las proposiciones p y q, las siguientes proposiciones compuestas por ellas serdn consideradas bdsicas

Definiciéon 2.3.1. Liamaremos Conjuncion o Producto légico dep yq ap N q, y le asignaremos la " Tabla
de verdad”

pla|lprAg
T[1] 1
110l 0
0/1] 0
0/0] 0
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Sintetiza el concepto de interseccion en el sentido que: p A q serd verdadera sdlo si p y q lo son si-
multdneamente

Definicion 2.3.2. Llamaremos Disyuncion o Suma légica de p yq ap V q, y le asignaremos la ”Tabla de
verdad”

= ¢

OO~ 3
O = O R

Sintetiza el concepto de union en el sentido que: Para que pV q sea verdadera basta que una de ellas lo sea

Definicién 2.3.3. Liamaremos Implicacion légica dep y q a p = q, y le asignaremos la Tabla de verdad

Plg|P=4q
1)1 1
110 0
01 1
010 1

Sintetiza el concepto de relacion causal, en el sentido que p = q serd falsa sélo cuando la hipdtesis p es
verdadera y la conclusion q es falsa. Caso contrario la nueva proposicion es verdadera.

Definiciéon 2.3.4. Llamaremos Bicondicional l6gico de p y q, 6 equivalencia logica, a la proposicion
p<=4q, o (p=q) y le asignaremos la "Tabla de verdad”

pla|psgq
1)1 1
110 0
01 0
010 1

Sintetiza el concepto de equivalencia, concepto central en el proceso de clasificacion, p <= q serd verdadera
solo cuando ambas tengan el mismo valor de verdad.

Definicion 2.4. Una proposicion compuesta se llama una Tautologia si su valor de verdad es siempre ver-
dadero, independiente del valor de verdad de las proposiciones que la componen

Ejemplo 2.4.1. Sip es una proposicion légica entonces ~ (~ p) <= p es una tautologia

En efecto

—_
—_

pl~p|~(~p) |=|p
1
0
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Definicion 2.5. Una proposicion compuesta se llama una Contradiccion si su valor de verdad es siempre
falso, independiente del valor de verdad de las proposiciones que la componen

Ejemplo 2.5.1. Sip es una proposicion légica entonces p A ~ p es una contradiccion

En efecto
Pl~p|P|AN|~DP
110 |1]0] O
0O 1 |0l0] 1
C

3. Ejercicios Resueltos de Légica

3.1. Ejercicios Resueltos Usando Tablas de Verdad.

[1] Si p, ¢ y r son proposiciones légicas entonces son equivalentes p A (g Ar) y (p A q) A r, es decir la
proposicién

pA(gAT) <= (PAQ AT

es una tautologia conocida como: Asociatividad de la conjuncién

En efecto

pla|r|aAr | pA@AT) | = |pAg|(PAGAT
T[1]1] 1 1 1 1 1
1/1]o| o 0 1 1 0
1jofl1| o 0 1 0 0
1{olo| o 0 1 0 0
ol1]1] 1 0 1 0 0
0/1(0]| 0 0 1 0 0
ojlof1]| 0 0 1 0 0
0jlo(0]| 0 0 1 0 0

[2] Sip, ¢ y r son proposiciones ligicas entonces son equivalentes p A (gV r)y (p Aq) V (p Ar), es decir la
proposicién

pA(qVr) <= (@AgQV(pAT)

es una tautologia conocida como: Distributividad de la conjuncién
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En efecto
plalr|qVr|pA(gVr) < |pAg|pAr|(PAgV(pAT)
T[1]1] 1 1 1 1 1 1
1l1]0]| 1 1 1 1 0 1
1lo|1] 1 1 1 0 1 1
1{olo] © 0 1 0 0 0
o|1]1| 1 0 1 0 0 0
oj1]|o| 1 0 1 0 0 0
ojlo|1] 1 0 1 0 0 0
ojloflo]| o 0 1 0 0 0

[3] Sipy ¢ son proposiciones l6gicas entonces son equivalentes p =—> q y ~ p V ¢, es decir la proposicién
(p=14q <= (~pVq

es una tautologia conocida como: Transformacién de la implicacién o inferencia en disyuncién

En efecto

pla|~p|lp=q|<=|~pPVQq
I[1] 0 1 1 1
1[0] 0 0 1 0
01| 1 1 1 1
0/0] 1 1 1 1

[4] Sipy g son proposiciones ldgicas entonces son equivalentes ~ (pVq) y (~ p A ~ g)es decir la proposicién
~ (Vg = (vpA~q) (6)

es una tautologia conocida como: Ley de De Morgan para la disyuncion

En efecto

pla|~p|~q|pVa|~{pPVg | |~pPA~q
1]1] 0 | 0 1 0 1 0
1{o] 0 | 1 1 0 1 0
o[1] 1|0 1 0 1 0
olo| 1 | 1 0 1 1 1

[5] Sipy g son proposiciones entonces
pA(p=q)]=q (7)

es una tautologia conocida como: Modus Ponens o Método de Afirmacién
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En efecto

plalp=qlpAnp=29q |IpAN(p= )] = ¢
T[1 ) 1 1
1{o] o 0 1
01 1 0 1
00 1 0 1

[6] Sip, gy rson proposiciones entonces

(= )N(g=r1)]= (p=1)

es una tautologia conocida como: Implicacién Légica o Ley del Silogismo

En efecto

plalrip=qlq=r|p=Nqg=r)|=|p=r
111 1 1 1 1 1
1{1]0 1 0 0 1 0
1{0]1 0 1 0 1 1
11010 0 1 0 1 0
011 1 1 1 1 1
ol1]0 1 0 0 1 1
0101 1 1 1 1 1
0l0]0 1 1 1 1 1

[7] Sipy ¢ son proposiciones entonces

es una tautologia conocida como: Modus Tollens o0 Método de Negacion

En efecto

plalp=q|~q|p= AN ~q|=|~D
1)1 1 0 0 1 |0
110 0 1 0 1] 0
01 1 0 0 1|1
0l0 1 1 1 1|1

[8] Si p es una proposicién y C una contradiccién entonces

(~vp=C)=p
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es una tautologia conocida como: Método de Contradiccién o Reduccién al Absurdo

En efecto

p|l~p|C|~p=C|(~p=C)=p

3.2. Ejercicios Resueltos Usando Propiedades. !

[1] Sip1,p2,...,Pn ¥ ¢ son proposiciones 16gicas entonces

[(PrAp2 A~ Apn) =g =[(pr Ap2 A App A~ q) = C]

En efecto

Si hacemos p = (p1 Apa A -+ A p,) entonces

p=—q <= pA~qg=—>qN\~(q
— pA~qg=—C

[2] Sip, q, ry s son proposiciones l6gicas entonces
(p=r)N(~vp= AN (g=s)] = [(~r = 5)]

es una inferencia légica, (implicacién verdadera)

En efecto

p=rAN(~p=gN(q@=3s) <= (~r=~p)A~p=q)N(q=53)
~—_——

contrapositiva

— (~vr= 9 Ng=5)
| ——

silogismo
— ~ T = S
——

silogismo
[3] Sip, q, ry s son proposiciones logicas entonces
(p= )N (a= (rAs)A(~rV(~EVu)APpAL)] = u

es una inferencia légica

1Observen que el término propiedades, aqui significa que podemos usar nuestra base de datos, ya probada con las Tablas de

Verdad
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En efecto

Si hacemos w = [(p = @) A (g = (r As)) A (~71V (~tVu))A(pAt)] entonces

w = (p= (T As)A(~rV(~tVu))A(pAt) silogismo
— (p=7r)A(~rV(~tVu)Ap [(a A b) = a]tautologia
= p ANp=r)N(~rV(~tVu)) conmutatividad de A
= rA(~rV(~tVu)) Modus ponens
= rA((~7rV~t)Vu) Asociatividad de V
= rA(~ (T At)Vu) De Morgan
= rA(~rVu) [(a A b) = a]tautologia
— (7‘/\ ~r)V(rAu) distributividad de A en V
= CV(rAu) ley del inverso
= rAu ley del neutro
= u [(a A b) = b]tautologia

4. Uso de Cuantificadores

Una forma natural de generar proposiciones es a través de férmulas para hacer proposiciones, como por
ejemplo:

[1] p(z): = es un natural mayor que 3

En este caso

Si notamos por I el conjunto de naturales x para los cuales p(z) es verdadera y por O el conjunto
de naturales = para los cuales p(x) es falsa entonces

I = {xeN|p(z)verdadera} = {4,5,6,...}
O = {xeN|p(x) falsa} = {1,2,3}

2] glx,y) : v €EReyeRAZE+ Y2 =1

En este caso, como veremos més tarde, I define un circulo con centro en (0,0) y radio 1y O es el
resto del plano cartesiano R?

Definicién 4.1. p(x1,x2,...,x,) se llama una férmula proposicional definida en un conjunto A si:
o Cada x; para 1 =1,2,...,n son variables en A, es decir pueden tomar valores en el conjunto A

o Para cada sustitucion de las variables en A la formula se transforma en una proposicion légica

Ejemplo 4.1.1. Ya observamos que (p(x) : x es un natural mayor que 3), es una formula proposicional, y
en particular tenemos:

e p(1) es falsa

e p(2) es falsa
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e p(3) es falsa

e p(z) es verdadera para cada v € N yx >4

Asi p(x) es verdadera para algunos nimeros naturales y también p(zx) es falsa para algunos nimeros natu-
rales.

Definicién 4.2. Si p(z) es una férmula proposicional entonces

[1] 7 Para algin x; p(x)” es una proposicion y la notaremos por [3x; p(z)].
[2] 7 Para un unico x; p(x)” es una proposicion y la notaremos por [3! z;p(x)].

[3] 7 Para todo x; p(x)” es una proposicion y la notaremos por [Vx; p(x)]

Ejemplo 4.2.1. Definamos en R las proposiciones:

oplx) x>0
o q(z) :22>0
or(z) 22 -3r—4=0
o s(x): 22 —3>0
entonces
o Jz: (p(x) Ar(x)) es verdadera, pues existe 4 € R tal que p(4) y r(4) son verdaderas.
o Vz: (p(x) = q(x)) es verdadera, pues para cualquier valor real a, q(a) es verdadera.

o Vz: (q(x) = s(x)) es falsa, pues por ejemplo q(1) es verdadera y s(1) es falsa.

La siguiente tabla especifica el comportamiento de los cuantificadores (3) y (V)

Proposicion Verdadera Falsa

Jz : p(x) Para al menos un a, p(a) es verdadera | Para cada a, p(a) es falsa

V@ p(x) Para cada a, p(a) es verdadera Existe a tal que p(a) es falsa

Jdz :~ p(z) | Existe a tal que p(a) es falsa Para cada a, p(a) es verdadera
Va :~ p(z) | Para cada a, p(a) es falsa Existe a tal que p(a) es verdadera
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5. Ejercicios Propuestos de Légica

Usando una tabla de verdad muestre que la proposiciéon es una equivalencia

(p=14q) <= [pA~q = (rA~7)

Usando una tabla de verdad muestre que la siguiente proposicion es una equivalencia

(p=lqVr]) <= (~[gVr]=~p)

Demuestre que la proposicion siguiente es una tautologia

[(~pVg) =r)AN(r= (sVt))AN(~sA~u)\N(~u=n~t)] =p

Muestre usando propiedades que la siguiente proposicién es una inferencia légica

~(p=q) = (~ p=~ q)

Si p, q, r y t son proposiciones que satisfacen:
o (pAq) =>~ r es una proposicion falsa
o g<= t es una proposicién falsa

entonces determine el valor de verdad de la proposicién:

{[ft N\pV~r)]= ¢ = {(~pVgArr}

Muestre justificando paso a paso, (usando propiedades, no tablas de verdad), que la siguiente proposicién

es una inferencia légica:

~[{(~vg=r~p)AN(r=38)} A(~qV~s)]=I[(pAr)]

Si para las proposiciones légicas p y ¢, se define el conectivo l6gico * como sigue:

p*q es Falsa siy sélo si py g son verdaderas, caso contrario p % g es verdadera

Demuestre usando propiedades, que la siguiente proposicién es una tautologia

(p=q) Vg = I[pA~q*~d
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[8] Sean p y ¢ dos proposiciones légicas. Si definimos el nuevo conectivo légico:

p#q=[(gAp) =~ p|A ~q

Entonces demuestre que
{anlp= W#}V~p=~p

[9] Sean p y ¢ dos proposiciones légicas. Si definimos los dos nuevos conectivos 16gicos:

(pxq=~p=>~q) A (p#q=~pNq)

Entonces demuestre que

(~p*qQ)#(~ a#p) =p N g
[10] Demuestre usando propiedades que

{lp= @rn~nrpr@=n"]}V{lpAg VIrA(~rVg) Apl} =pAg

6. Las proposiciones légicas y el casting conjuntista

Definiciéon 6.1. Relacién entre conjunto y proposiciéon légica
Si p es una proposicion légica entonces llamaremos Ay, o A, si no hay confusion al conjunto de elementos
que filtra p, es decir

A, = {x | p es verdadera para el caso o suceso x} := {x | p(x)}

Ast que, tenemos una ”correspondencia” entre conjuntos y proposiciones que podemos simbolizar como sigue:

p proposicion l6gica  «----» A, :={z | p(z)} 9)

En la simbolizacion hecha en (9) hemos ”adoptado un orden” en el sentido que una proposicion es interpre-
tada como un filtro que permite, ”conjuntar” elementos que son homogéneos respecto del valor de verdad o
falsedad de la proposicion p. Es decir tenemos que.

Si x es un elemento de A, entonces "z es un elemento elegible” y x verifica la condicion descrita por p,
y reciprocamente si "r es un elemento elegible” y x verifica la condicion descrita por p entonces x es un
elemento de A, en simbolos notaremos

r €A, < u eselegible \p(z) es verdadera (10)

Ejemplo 6.1.1. Si u es la proposicion l6gica que filtra el hecho de aparecer o no aparecer en la base de
datos de alumnos de la Universidad de Santiago entonces

Ay = {Alumnos que aparecen en la base de datos de la Universidad de Santiago} (11)

Definicién 6.2. Conjunto Complemento
Si p es una proposicion ldgica entonces como ~ p es una proposicion légica
Avp={z]| ~p(x)}

Se llama el conjunto complementario o complemento respecto de los elegibles que satisfacen al filtro p, y lo
notaremos (A~p)¢ o A® si no hay confusion.
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Lema 6.2.1. Sip es una proposicion légica tal que A = {x | p(x)} entonces
A = {z|z¢A} (12)
En efecto

r € A® <= =z es elegible N ~ p(x)
<=z es elegible A p(x) es falsa ( wver (5))
— zx €A

Definiciéon 6.3. Unién de Conjuntos
Sip y q son dos proposiciones logicas entonces llamaremos conjunto union de los conjuntos A, y A, a:

AyUA, = {z | p(x) Vq(z)} (13)

Lema 6.3.1. Operacionalmente la definicion dada en (13) significa que

re(AyUA)) = zehAyVvarel, (14)
En efecto
z € (ApUA)) <= z eselegible A (p(z)Vq(z))

<= (x es elegible Np(x))V (x es elegible A q(x))
— xzcA,Vzecl,

Ejemplo 6.3.2. Si definimos la proposicion ldgica p como los alumnos de la Universidad de Santiago que
son alumnos requlares, es decir cumplen los requisitos establecidos por la institucion, para ser considerados
alumnos con todas las franquicias y deberes que establece el regimen de estudio vigente entonces

A, =A,UA,
donde A, es definido en (11). Pues
[1] Ap ={z € Ay [ p(z)}
2] Avp={z €Ayl ~p(z)}
Definicion 6.4. Interseccién de Conjuntos

Sip y q son dos proposiciones logicas entonces llamaremos conjunto interseccion de los conjuntos A, y A,
a:

ApnA, = {z]p(x)Ag(x)} (15)

Lema 6.4.1. Operacionalmente la definicion dada en (13) significa que

re(ApNA) <= zeAyNxecl, (16)
En efecto
z € (ApNA)) <= x eselegible N(p(z) Aq(x))

<= (z es elegible Np(x)) A (x es elegible A q(x))
— cTeA,NTEA
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Definicion 6.5. Si A y B son dos conjuntos entonces llamaremos ”Diferencia entre A y B” al conjunto
A — B definido por:

A-B=AnNB‘={x|xz€ ANz ¢ B} (17)
En particular, obtenemos que
A—A =0

Definicion 6.6. Inclusién de Conjuntos

Para p y q dos proposiciones logicas diremos que el conjunto A, es un subconjunto del conjunto A4, o estd
incluido en el conjunto A, cuando los elementos de A, son también elementos de Ay. Si a una tal condicion
la notamos por A, C A, entonces

Ay Chy = Ay={zeh,|p(@) (18)

Lema 6.6.1. Operacionalmente la definicion dada en (18) significa que

AyCA, = (xehAh)y=zxch) (19)
En efecto

re€A,CA;, = zecAjNp(x)
<=z es elegible Aq(z) A p(zx)
<= 1 es elegible N p(x) = x es elegible N q(x)
— wzehA, =z

Definicién 6.7. Igualdad de Conjuntos
Para p y q dos proposiciones logicas diremos que el conjunto A, es igual al conjunto A, cuando los elementos
de A, son los mismos elementos de A,. Si a una tal condicion la notamos por A, = A, entonces

Ap=A, < (A, CA)A (A, CA) (20)

Lema 6.7.1. Operacionalmente la definicion dada en (20) significa que

Ay=A, &< e <=1l (21)
En efecto

A=A, < (A, CA)A(A,CA)
= (eA,=zecA)N(xeh;, =z ch)) (ver (19))

Observacion 6.8. Las asociaciones construidas en esta seccion pueden ser pensadas, respecto de su utilidad
como sigue:

[1] La unién de conjuntos es una accién cuantitativa o acumulativa, por ejemplo la accion ”acumular
archivos en un disco duro.”

[2] La interseccion de conjuntos es una accion que busca regularidades, situaciones discriminables, pero
comunes por ejemplo la accion de ”generar carpetas por periodos.”

[3] La inclusion de conjuntos es una accion que busca dependencias o condiciones de refinamiento, por
ejemplo ”generacion de subcarpetas en un periodo.”

[4] La igualdad de conjuntos es una accion que busca clasificar, es decir busca la eficiencia por comparacion
respecto de un criterio dado, por ejemplo, es poco probable que busquemos imdgenes en un directorio
que contenga archivos con extension que indique texto.
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7. Ejercicios Resueltos de Conjuntos

Si A es un conjunto entonces
AUA=A

Esta propiedad se llama Idempotencia de la unién de conjuntos
Solucion

Etapa 1. Si usamos el lenguaje definido incipientemente en la parte de logica, es decir, conforme a
la identificacién definida en (9) hacemos A = {z |p(z)} entonces el resultado sigue del hecho que
pV p <= p es una tautologia.

Etapa 2. Con el lenguaje propio de los conjuntos obtenemos lo siguiente:

r€(AUA) <= =xeselegible AN(xc AvaeecA) ( Ver (14))
<= 1z es elegible A p(z) es verdadera
— wefz|pl)} (Ver (9))
— zcA

AN A=A (Idempotencia de la interseccién de conjuntos)
Solucién

Etapa 1. Si usamos el lenguaje definido incipientemente en la parte de légica, es decir, conforme a
la identificacién definida en (9) hacemos A = {z |p(x)} entonces el resultado sigue del hecho que
p A p <= p es una tautologia.

Etapa 2. Con el lenguaje propio de los conjuntos obtenemos lo siguiente:

xr€(ANA) <= =xeselegible A(zr€ ANz e A) ( Ver (16))
<= 1z es elegible A p(z) es verdadera
— wefz|pl)} (' Ver (9))
— zcA

(A°)¢ = A (Idempotencia de la inclusién de conjuntos)

Solucién

Etapa 1. Si usamos el lenguaje definido incipientemente en la parte de légica, es decir, conforme a
la identificacién definida en (9) hacemos A = {z |p(x)} entonces el resultado sigue del hecho que

~ (~ p) <= p es una tautologia.

Etapa 2. Con el lenguaje propio de los conjuntos obtenemos lo siguiente:

xr € (A°)¢ <= wxeselegible A(z ¢ A) ( Ver (12))
<= =z es elegible Ap(z) es verdadera
= wef{z|p)} (Ver (9))
< xcA

Estos ejercicios nos dicen que, después de la segunda aplicaciéon no obtendremos nueva informacion, si
se verifica ”la ley de Idempotencia.”



8. EJERCICIOS PROPUESTOS DE CONJUNTO

8. Ejercicios Propuestos de Conjunto

8.1. Para A y B conjuntos: Determine la veracidad o falsedad de las proposiciones.

[1] AC (AUB)
2] (ANB) C (AUB)
3] (AN B) C B
[4] (AUB)° C (AN B)°
5] BC (AN B)
6] (AUB)° C A°
7] (ANB)UB =B
8.2. Para A y B conjuntos: Simplifique las proposiciones.
[1] (AnB)u(A°N B)
2] (AUB)°U (4°N B)
8] AUBUA
[4] (AU0)uU A)°
5] (AUB)N(AUB°) N(AUDB)
8.3. Para A y B conjuntos: Demuestre que.
1] AU(ANB)=A4
2] AN[B-(ANB)|=10

B] [([ANBY)*—(AUB)|U(ANB)=18

15
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9. Situaciones de Desempeno: Légica y Conjuntos

9.1. El objetivo de esta secciéon es presentar al Estudiante ”Situaciones Problematicas” que
le permitan:

(&) Estimular la comprensién de lectura en problemas mateméticos.

(%) Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

(&%) Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucién de problemas que envuelven conceptos

matematicos.

() Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojala eficiente), para responder al problema planteado.

(%) Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades
bésicas que debe conocer, y "en lo posible haber aprehendido” de los topicos analizados.

.2. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

) Lea cuidadosamente el problema.
*) Reconozca lo que es informacién (dato), de lo que es ”incognita”, o lo que a usted se le consulta.

) Trate de entender en la forma més clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede usar
”sinénimos matematicos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto nunca esta
de miés.

(%) Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento de lo que
debe probar.

9.3. Situaciones de Desempeno Propuestas:
[1] Demuestre usando propiedades (algebra de proposiciones) que es una es Tautologia la siguiente proposicién.

(p=q¢)=4q V [~p]

[2] Si definimos el conectivo 16gico # como sigue:

a#tp=[p= (~qr~p)]V(qVp)
entonces demuestre que

(~p = Q#[(PA ~ Q)# ~ Q)# ~ (] (*)

Es una tautologia
[3] Si definimos el conectivo logico *

p * g es Falsa solo si py g son verdaderas, caso contrario p * ¢ es Verdadera.
entonces determinemos el valor de verdad de la proposicién

[(p = q) Vq] < [(pA ~ ¢)* ~ ¢ ()

[4] Si Ay B son dos conjuntos entonces demuestre que
(a) (AUB)¢= A°N B¢ (Ley de De Morgan)
(b) (AN B)¢ = A°U B¢ (Ley de De Morgan)
[5] Si A, By C son conjuntos entonces demuestre que
(a) AC BAB C C == AC C (Transitividad de la Inclusién)

(b) (ANBY)U(A°NB)=AUB<+<= ANB=10
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10. Solucién Situaciones de Desempeno: Légica y Conjuntos

Demuestre usando propiedades (algebra de proposiciones) que es una es Tautologia la siguiente proposicién.

(p=49)=4q VvV [vp]

Solucién
Etapa 1. Debemos mostrar que [(p = q) = ¢q] V [~ p] es una tautologia

Etapa 2. Gestién de la informacién: Aplicamos directamente propiedades y obtenemos.

(p=q¢)=4qVI~p] = [~p=q9 VgV~
= [~(~pVQ VgV~
= [(pA~q)VqV[~p]
= [V A(~qVq]V[~p]
<~ [(pVg A(T)|VI[~p] (T significa tautologia )
= [(pVq]VI~p]
= [(pVI~p) V]
<~ [T V]
— T

Si definimos el conectivo l6gico # como sigue:

q#p=1[p= (~qN~p)]V(gVDp)

entonces demuestre que
(~p = Q#[A ~ Q)# ~ Q)# ~ ] (%)
Es una tautologia
Solucion
Etapa 1. Por demostrar que (*) es una tautologia, o sea que es una proposicién siempre verdadera
Etapa 2. Gestién de la informacion

Observamos aplicando directamente la definiciéon que

[p=(~qgN~p)VqgVp <= [~pV(~qA~p)]V(qgVDp)
[~pV ~(gVp)Vi(gVp)
~[pA(gVp)V(gVp)
~[gVvplV(gVp)

[

Luego, q#p es una tautologia

Etapa 3. Articulacién de la informacién
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Asi que,
(~p= Q#(PA ~ Q# ~ Q# ~ ¢

es una tautologia.
Si definimos el conectivo l6gico

p * g es Falsa sdélosip y ¢ son verdaderas, caso contrario p * g es Verdadera.

entonces determinemos el valor de verdad de la proposicion
[(p = @) Vq] = [(pA ~ q)* ~ ¢ (%)

Solucién
Etapa 1. Debemos estudiar el valor de verdad de la proposicién (xx)
Etapa 2. Gestién de la informacion

e Si usamos las tautologias:
p=4q)Vqg <= (~pVq)Vg<=~pVyq
entonces estudiar la proposicién (x#) es equivalente a estudiar la proposicion:
(~pVq) = [(pA~ q)x ~ (]
e M3ds ain, conforme a la ley de De Morgan
~ (pA~q) =~pVyq
De donde (x%) se transforma en
(~pVg) =~ (~pVa)x~q

Si hacemos m =~ p V ¢ entonces (*x) finalmente se reduce a la proposicién

m <~ mx ~ ¢

Etapa 3. Conclusiones:

Caso 1. Si m es verdadera ~ m es falsa y entonces por definicion ~ mx* ~ q es verdadera, y
m e~ mx ~ q

es verdadera
Caso 2. Si m es falsa entonces ~ m es verdadera y tenemos dos subcasos:

(i) Si ~ ¢ es verdadera entonces ~ mx* ~ q es falsa, y se tiene que
m S~ mx ~ ¢

es verdadera

(ii) Si ~ ¢ es falsa entonces ¢ es verdadera y m =~ pV ¢ es verdadera, lo cual contradice la
hipétesis, por tanto este subcaso, no es posible

Luego, (**) es una tautologia
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[4] Si Ay B son dos conjuntos entonces demuestre que
(a) (AUB)¢ = A°N B¢ (Ley de De Morgan)

Solucién
r € (AUB)° <= wxeselegible Nz & (AUB)
<= xeselegible AN(z € ANz & B)
<= uzeselegible A (z € ANz € BY)
< =z € (A°NB°
(b) (AN B)¢ = A°U B¢ (Ley de De Morgan)

r € (ANDB)° <= wxeselegible Nz & (ANDB)
<= xeselegible ANz € AV ¢ B)
<= uzeselegible A (z € A°V 2 € BY)
< =z € (A°UB°)

[5] Si A, By C son conjuntos entonces demuestre que
(a) AC BAB CC = A C C (Transitividad de la Inclusién)
Solucién
Etapa 1. Por demostrar que A C C, es decir por demostrar que t € A = x € C
Etapa 2. Gestién de la informacion
(i) ACB<=zrcA=2€B (%)
(i) BCC«=zrxeB=zcC (xx)
Etapa 3. Articulacién de la informacién
() *)

red Y e ptely
(b) (ANBY)U(A°NB)=AUB<+=ANB=10

zeC

Solucién
Etapa 1. Por demostrar que (AN B)U(A°NB)=AUB <= ANB=1

Etapa 2. Gestionando directamente la informacién obtenemos que

(ANB)U(A°NB)=AUB <= [ANBYUAN[(ANB°)UB)|]=AUB
[

(BCUA)N(AUB)=AUB
(BNA‘N(AUB)=AUB

(BNA) =10

11t

(AUA®Y N (B°UAY N[(AUB)N(B°UB))] = AUB
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