Rudimentos 13: Clasificacién de Espacios Vectoriales
Profesor Ricardo Santander

Si Consideramos dos K espacios vectoriales V y W entonces segiin lo que hemos discutido en el
Capitulo Espacios Vectoriales, estos espacios solo tienen sentido si en cada uno de ellos se define
claramente las reglas del juego, es decir se opta por una base que permita representar en forma
finita y precisa cada uno de los vectores de ese espacio como una combinacién lineal, o como una
imagen matricial usando ”la funcion corchete” correspondiente en su espacio coordenado de matrices.

En concreto tenemos para a = {vy, v9, ..., v,} una base de V y para = {wy, ws, ..., w,,} una base
de W la situacion:

U:Zaivi w:ZCiwi
i=1 Q 7 i=1
(V) e -(W, 8)
(1)
MK(TL X ].) """"""""""" > I\\/JIK(m X 1)
a1 C1
as Co
(V)]0 = ) [w]g =
Ay Cm

Figura 1: Cuadro 1 de mando para la gestion externa

En el diagrama (1) vemos que el conector que necesitamos, mas que llevar vectores en vectores, debe
llevar combinaciones lineales de V en combinaciones lineales de W. Respecto de esto, tenemos dos
antecedentes, que podemos exhibir:

(1) Para cualquier base « del espacio vectorial V
(a) [u+v]a = [ua + [v]a, ¥

(b) [A - u]o = A[u], para A € K.

Es claro que lo anterior es gestion interna, y lo que queremos hacer ahora es gestion externa entre
espacios vectoriales, esta se realizara a través de las aplicaciones naturales entre ellos, las que son
conocidas como transformaciones lineales. Esencialmente lo que se desea es clasificar los espacios
vectoriales, respecto del inico criterio que hasta ahora hemos desarrollado, y que es la dimension del
espacio, para ello serd necesario:



(1) Construir una transformacién lineal sujeta a condiciones entre dos espacios vectoriales de di-
mension finita

(2) Verificar si una transformacién lineal es un isomorfismo de espacios vectoriales

(3) Aplicar el teorema de la dimensién, para filtrar la viabilidad de que dos espacios sean o no
isomorfos

(4) Construir la representacién matricial de una transformacién lineal

(5) Relacionar el concepto de inversién matricial e isomorfismo de una transformacién lineal.

1. Transformaciones Lineales: La Herramienta

Definicién 1.1. Sean V y W dos K espacios vectoriales y T : V —— W una funcion. T se llamard
una transformacion lineal entre los K espacios vectoriales V y W si verifica las siguientes propiedades

(1) T(u+v) =T(u) +T(v) para cada u € V yv € V
(2) T(N-u) =AT'(u) para cada w € V y A € K

La notacion que usaremos para coleccionar estas transformaciones serd la siguiente:

Lg(V,W) ={T :V+— W | T es una transformacion lineal}, y

Lk (V) = Lx(V,V)

Ejemplo 1.1.1. Sea T : R? — R? tal que T'(x,y,2) = (x —y + 2,7 + 2) entonces T € Lr(R3, R?)

En efecto, en concordancia con la definicion podemos ejecutar el siquiente algoritmo o procedimiento
de trabajo:

Etapa 1. Introducimos e interpretamos los datos del dominio de T

o u € R3 < u = (uy,us,u3) donde u; € R para (i =1,2,3)
o v € R <= v=(vy,vy,v3) donde v; € R para (i =1,2,3)
o u+v = (uy +vp,uy + vy, uz + v3) € R3

FEtapa 2. Debemos mostrar que T(u+v) = T(u) + T'(v)

T(u+v) = T((ur+vi,uz + vz, u3 +v3))

((ug 4+ v1) — (ug + vo) + (uz + v3), (ug + v1) + (uz + v3))
(ug + v1 — ug — vy + ug + v3, ug + V1 + uz + v3)

([ur — ug + us) + [v1 — vo + v3), [ur + ug] + [v1 + v3))

(ug — ug + ug, uy + uz) + (v — v + v3,v1 + v3)
T((uy,us2,u3)) + T((v1, v, v3))

= T(u)+T(v)
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FEtapa 3. Finalmente debemos mostra que T'(Au) = AT '(u)
T(Au) = T((Aug, Aug, Aus))
= (Aug — Aug + Aug, Aug + Aug)
= AMuy — ug + us, uy + us)
= AT((uq,ug,u3))
AT (u)
Asi que T € Lg(, R*R?)

Ejemplo 1.1.2. Construccién tedrica de transformaciones lineales Sean V y W dos K espacios
vectoriales, donde K =R ¢ K=C y sea « = {v1,v2,...,v,} una base cualquiera de V entonces

(1) Cada u €V se escribe en forma inica como u = ajvy + agve + + -+ + a, v,

(2) Si ezistiese T € Lx(V, W) entonces deberia suceder que:
T(u) = T(a1vy + agva + - - - + apvy) = a1 T(v1) + a1 (v2) + - - - + a, T (vy,)

(3) Motivados por lo anterior. Si definimos una funcion T a través del siguiente procedimiento:

(a) T(v;) = w;, donde cada w; € W es arbitrariamente escogido para i =1,2,...,n

n

(b) Siu= Z av; € V entonces T'(u) = Z a;T(v;) = Z a;w; € W
i=1 i=1 i=1
entonces T € Lg(V, W)

En efecto
(i) Siu= Zaivi eVyv= Zbivi €V entonces u +v = Z(ai + b;)v;. Asi que
i=1 i=1 i=1
Tu+v) = T <Z(ai + bi)v,-) = (@i +b)T(vi) = (ai + bi)w;
i=1 i=1 i=1
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
= T(u)+T(v)

(ii)) Sea A € K entonces para u € V, como encima tenemos que

TOw) = T <Z()\ai)v,~) = (Aa)T(v) =Y _(Aay)w;

i=1 1=1 1=1
= A i a;w; = A i CLZ'T(’UZ') = \T (i aivi>
=1 i=1 i=1
= M(u)

Luego, T € Lx(V,W) Esta técnica, se basa en el hecho que es suficiente definir la transformacion
en una base, y después se "extiende por linealidad”



2. Ejercicios Propuestos de Transformaciones Lineales

(1) Demuestre que las siguientes funciones son transformaciones lineales:
(i) T:R3— R% tal que T'(z,y,2) = (v +y—z,0 —y — 2)
(i) T : R? — R3; tal que T'(x,y) = (z +y,x — y,x — 3y)
(iii) T : R™ — R™; tal que T'(u) = 2u; ueR"
3
(iv) T : Rs[z] — Ry[z]; tal que T (Z aixi> = ay + apr — ay2°

1=0
n

n+1
(v) T : Rypq[z] — R, [z]; tal que T’ (Z ai:)si) = Zjajxj

=0 Jj=0

(vi) T : Mg(3) — Mg (3); tal que T'(a;;) = (a;;)

3. Propiedades Cualitativas de las Transformaciones Lineales

Sea T € Lg(V, W) tal que dimg(V) = n entonces

(1) T(0v) = Ow
En efecto
(T'(0y) =T(0y + 0y) = T'(0y) + T(0v)) = T'(0y) = Ow
(2) T inyectiva = n < dimg (W)
En efecto
(a) Sia={vy,vy,...,v,} una base de V entonces T'(«) := {T'(v1), T (va),...,T(v,)} CW

(b) T'(«) es linealmente independiente o linealmente dependiente en W. Asi que verifiquemos
cual es su condicion

n

i=1

CLZ'T(UZ'> =0y = T (Z aivi> = Ow

) (Ver (1))

N
Y
M- i

£

&
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|

=

g

Z a;v; = Oy (T inyectiva)
i=1

a; =0 (parai=1,2,...,n), Pues a es linealmente independiente
T'(«) es linealmente independiente en W

Pl
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Es conveniente recordar que la dimensién de un espacio vectorial es el nimero
maximo de vectores linealmente independiente soportado por el espacio

(3) T sobreyectiva = dimg (W) <n
En efecto

(a) Como T es sobreyectiva entonces Img(T) = W, es decir
weW = BuueV):T(u)=w (%)

(b) Como dimg (V) = n entonces podemos invocar la existencia de una base a = {vy, v, ..., v, }
de V. y entonces retornando a (%) tenemos que

weW «— (BQuueV): u:Zaivi A T(Z%%‘) =w

— (GuueV): u= Zaivi A Z%T(Ui) =w
i=1 i=1

— we {T(vn),T(v),...,T(vn)})

Luego W = ({T'(v1), T(va),...,T(v,)}) = dimg (W) <n

Es conveniente recordar que la dimensién de un espacio vectorial es el nimero
minimo de vectores generadores soportado por el espacio

(4) T biyectiva = dimg (V) = dimg (W)

En efecto

T inyectiva = n < dimg(W)

T sobreyectiva =—> dimg(W) <n } = dimg(V) = dimg (W)

(5) Reciprocamente, supongamos que, dimg (V) = dimg (W) entonces usando la técnica usada en el
ejemplo (1.1.2), podemos construir una transformacion lineal, y ademéds biyectiva.
En efecto
(a) Sean o = {wy,v9,...,v,} una base de Vy g = {wy,ws, ..., w,} una base de W

(b) Definamos entonces en la base, y extendamos por linealidad.

T(vy) = w § §

T(v) _ 2 A T(u)=T <Z aivi> = Z a;w; (para cada u € V)
T(v,) - o, i=1 i=1



n n
(c¢) T es inyectiva, pues si u = E a;v; y U= E b;v; entonces
i=1 =1

i=1 =1

a;—b;=0 (i=1,2,...,n) (Pues, 8 esuna base de W)
ai:b,- (z:1,2,,n)

n n
E a;V; = E bﬂ)i
i=1 i=1

uUu="7v

Ll

(d) T es sobreyectiva, pues si w € W entonces como [ es una base de W existen tinicos escalares
n
€1,Ca, ..., Cp tales que w = E c;w;. Pero entonces el argumento que sigue es generado por

i=1
construccion, en el siguiente sentido:

w = ic,-w,- == w= iciT(vi) —w="T (icm) — w € Img(T)
i=1 i=1

i=1
Asi que W C Img(T) y siempre Img(T) C W, por tanto, W = I'mg(T'), y T es sobreyectiva

Definicién 3.1. Sean V y W dos K espacios vectoriales y T : V +— W una funcion. Diremos
que T es un isomorfismo de espacios vectoriales si:

(a) T € Lx(V, W), y
(b) T es biyectiva

En tal caso diremos que, V y W son isomorfos y lo notaremos como V=W
Teorema 3.2. (Primer criterio de clasificacién). SiV y W son dos K espacios vectoriales
entonces

(a) V=W = dimg(V) = dimg (W)

(b) Reciprocamente, si dimg (V) = dimg(W) entonces existe un isomorfismo de espacios vec-
toriales, esta construccion es estandar, pero depende de las bases
En efecto

Estos resultados son la formalizacion de lo discutido, en lo que va, de esta Seccidon

Teorema 3.2.1. La relacion ser isomorfos es una relacion de equivalencia en la clase de K
espacios vectoriales.
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En efecto
(a) V=V, pues la funcion identidad, 1y € Lg(V) y es biyectiva

(b) Si V=W entonces existe T € Lx(V, W) isomorfismo, y como en particular T es biyectiva
entonces existe T~' definida por T~ (w) = v <= T(v) = w que es biyectiva, ademds

T (wy + wy) = v <= T(v) = wy + wa, pero como T es biyectiva entonces existen u; € V
y us €V tales que

T(U1> =W <~ U = T_l(wl)
T(Ug) = Wy <= Uy = T_l(wg)

Asi que,
[T(v) = wy +wy = T(uy) + T(up) = T(uy +uz)] = [v=1uy +uy =T (wy) + T (ws)]

Luego, T~ (wy + wy) = T wy) + T~ (wy)

Andlogamente,

T (M) = v < T(v) = Aw, pero T(u) = w, pues T es sobreyectiva, y entonces
T(w) = w = T() =\T(u) = T(v) = T(\) = v = u = v = \T"}(w)
Luego, T~'(Qw) = AXT " Hw), y T7' € Lxg(W, V), y es un isomorfismo y W=V

(c) SiV=W yW =TU entonces ezisten T' € Lg(V,W) y H € Lg(W,U), isomorfismos que
verifican las propiedades:

v w L U biyectivas entonces V ER U es biyectiva, y

(i) (HoT)(u+v)=(HoT)(u)+ (HoT)(v), pues

(HoT)(u+v) =

(ii) (HoT)(Au) = A(H oT)(u), pues
(HoT)(Au) = H(T(\u

= (
= MNH(T(u

= MHoT)(u)
Asi que (HoT) € Lg(V,U), y es un isomorfismo y V = U.



4. Reinterpretacion de las Propiedades de las Transformaciones Lineales

Iniciemos el proceso con T' € Lg(V, W), como T'(Oy) = Ow entonces para que 7' no sea inyectiva
basta que exista u # Oy tal que T'(u) = Oy, esto motiva preguntar, ;Cémo controlar la inyec-
tividad desde el interior del espacio vectorial?

Partamos nuestro andlisis conjuntando estos elementos que son anulados por la transformacién.

Definicién 4.1. Sean V y W dos K espacios vectoriales y T € Lg(V, W) entonces llamaremos
niucleo de T al conjunto

ker(T) = {ueV|T(u)=0w}
Podemos enunciar respecto de la definicién anterior el siguiente:

Lema 4.1.1. Sean V y W dos K espacios vectoriales y T € Lg(V, W) entonces ker(T) <V

Demostracion
(a) Como Oy € Vy T(0y) = Ow entonces Oy € ker(T'), y ker(T) # 0
(b) Siu € ker(T') y v € ker(T) entonces (u + v) € ker(T).

En efecto

u€ker(T) <= uweVAT(u)
veker(T) <= veVAT(v)=

Ow } — (u+v) eVAT(u+v)=T(u)+T(v) = 0w
W

Asi que (u +v) € ker(T')
(c) Siu € ker(T) y A € K entonces Au € ker(T).

En efecto

u€ker(T) <= uweVAT(u)=0w
= Au € VAT(Au) = AT(u) = \0w = Ow

Asi que Au € ker(T'), y entonces ker(T) <V
Lema 4.1.2. Sean V y W dos K espacios vectoriales y T € Lx(V, W) entonces

T inyectiva <= ker(T) = {0v}
En efecto
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Si suponemos que T es inyectiva entonces
u€ker(T) = uweVAT(u)=0w
= ue VAT (u)=T(0y)
— u€e€VAu=0y (Pues, T es inyectiva)
— ker(T) C {Ov}

Ademds, Oy € V y T(0y) = Ow. Asi que {Oyv} C ker(T), y {Ov} = ker(T)

Reciprocamente, si suponemos que {Oyv} = ker(T") y que T'(u) = T'(v) entonces

AN EY

Asi que T es inyectiva.
Respecto de la imagen de una transformacién lineal tenemos el siguiente resultado

Lema 4.1.3. Sean V y W dos K espacios vectoriales y T € Ly (V, W) entonces Img(T) < W
En efecto
(a) T(0y) = 0w = Ow € Img(T). Asi que Img(T) # 0

(b) Siwy € Img(T) yws € Img(T) entonces existen por definicion, vi € V y vy € V tales que
T(v1) =wy y T(ve) = wo, pero entonces

wy +wy =T(v1) + T(ve) = T(v1 + v9) = (w1 + wy) € Img(T)

(¢) Ahora, Si w € Img(T) y A € K entonces existe u € V tal que T(u) = w , de donde sigue
que

2w = NT'(u) =T (M) = lw € Img(T)

Finalmente, los cdlculos anteriores muestran que Img(T) < W,

La traduccién de las cualidades de una transformacion lineal, seran codificadas en el lenguaje
del algebra lineal a través del siguiente fundamental teorema
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Teorema 4.2. Teorema de la dimensién SiV y W son dos K espacios vectoriales tal que
dimg(V) =n conn € N, y T € Lg(V, W) entonces

dimg (V) = dimg(ker(7)) + dimg(Img(T))
En efecto
(a) St dimg(ker(7")) = s entonces 0 < s <mn, y

(b) Si s =mn, entonces ker(T) =V pues, ker(T) < V. Asi que T'(u) = Ow (Yu;u € V). Por
tanto, Img(T) = {Ow},y

(¢) Si s >0 entonces a partir de a = {v1,va,...,vs} una base de ker(T') completamos a una
base 5 de V, como sigue

B = {U17U27 .. '7US7U5+17 .. '7UTL}
Luego, para cada v € V tenemos que u = Z a;vi, yT(u) = Z a;T'(v;) de donde sigue que

i=1 =1

n

T(u) = ZaiT(vi) = T(u) = Y _ aT(v;), (PuesT(v;)=0y paral<i< s)

i=s+1

= T(u) S <{T(U8+l)'T('Us+2)> s aT('Un)}>

Luego, Img(T) = ({T(vsy1).T(vss2), ..., T(vy)}). Asi que dimg(Img(T)) < (n — s).

Finalmente verifiquemos si ({T(vs11).T (vsi2),...,T(v,)}) es linealmente independiente o
dependiente.

alT(Us+1> + e+ anT(Un> = OW - T(alvs+1 + -+ an”n) = OW
= (a1vs41 + -+ + a,vy,) € ker(T)
= QUsq1 t+ -+ apv, = Oy (dlmK(ker(T) = S)

Luego, dimg(Img(T)) = (n —s), y

dimg (ker(T)) + dimg (Img(T)) = s +n — s = n = dimg (V)
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Corolario 4.3. SiV y W son dos K espacios vectoriales tal que dimg (V) = dimg(V) = n con
neN, yT e Lg(V,W)
entonces

T inyectiva <= T sobreyectiva

En efecto

ker(T) = {Ov}

dimg (ker(77)) =0

dimg (V) = dimg (Img(T))
dimg (W) = dimg (Img(T))
W = Img(T)

T sobreyectiva

T inyectiva

—
—
—
—
—
—

Después de lo analizado, el diagrama (1) se transforma en:

v = Zaivi T(v) = Zciwi
i=1 (S T 7 =1
(V,a) (W, 8)
(2)
MK(TL X ].) """"""""""" > I\\/JIK(m X 1)
ay (&1
o= Tl =|
Ay Cm

Figura 2: Cuadro 2 de mando para la gestion externa

5. Reinterpretacion Operativa de las Transformaciones Lineales

Si consideramos v € V entonces T'(v) € W, esto es claro y aparentemente obvio, pero si lo
observamos con cuidado podemos obtener sorprendentes resultados:

En efecto

n m

¢ Siv= Z av; € V,a)y T(v) =w = Z cw; € (W, ) entonces a nivel de coordenadas
i=1 =1
debemos tener que
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Wl = a2 € Mig(n x 1) (3)
T, = fols= | 7 | eMamx) e

¢ Por otra parte, usando las propiedades de T tenemos que:

w=T@w)=T (Z aivi> = Z aT(v;) e W (5)

i=1 i=1

¢ Ahora, combinando la informacién de (4) y (5) obtenemos una nueva y 1til ecuacién.

[T'(v)]s = [Z a;T(v;)

=Y all(v))s (6)
Jél =1

¢ Como T'(v;) € (W, ), para (i = 1,2,...,n) entonces sus coordenadas en la base 5 deben
ser de la forma:

Ci1
Ci2 “
[T(U,’)]g = : < T(U,) = Z CijW; = CjWq + CppWa + -+ - + Cip Wi, (7)
: i1
Cim

¢ Sustituyendo, (4) y (7) en (6) obtenemos la decisiva relacién

C1 C11 Ca1 Ci1 Cn1
Co C12 C22 Ci2 Cn2
= a| . |tael| . |[FFau] o | tFocta | . (8)
Cm Cim Com Cim Cnm
~—— —— S—— —— ——
[T(v)]s (T(v1)lp [T(v2)]s [T(vi)]s [T(vn)]p

¢ Finalmente, realizando las operaciones pertinentes en (8) obtenemos que

C1 a1C11 + A2Co1 + -+ - + ApCpa C11 C1 ... Cpl ay
Co a1C12 + A2Co2 + -+ * + GpCha Cla Co2 **° Cp2 as
Cm a1C1m + A92Com, + -+ A Cnm Clm Com " *- Cnm (7%
—_————
[T(v)]s

Es decir tenemos la propiedad fundamental:

Tw)s = ([Tl [Tl - [T(wa)ls ) [Vla (10)
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Definicién 5.1. SiV y W son dos K espacios vectoriales tal que dimg (V) = n y dimg (W) = m,
y T € Lg(V,W) entonces llamaremos representacion matricial de la Transformacion lineal T
en las bases o y B a la matriz

7l = ([T@)ls [T(@)ls -+ [T(vn)ls ) € Mx(m x n)

Ejemplo 5.1.1. Sea T € Lg(R3 R?) tal que T(z,y,2) = (x +y+ 2,7 —y+ 32) y consideremos
las bases de R? y R? respectivamente

= {(1’ ]'7 1)’ (]‘7 1’0)7 (1’07 0)} y /8 = {(]‘7 1)’ (]‘7 _1)}

entonces la observacion anterior sugiere el siguiente algoritmo o procedimiento:

FEtapa 1. Sabemos que
[T]ﬁ = ( [T(lel)]ﬁ [T(l,l,O)]g [T(l,0,0)]g ) € MK(2 X 3) (11>

a

Etapa 2. Calculamos [T(x,y, z)|s, para cualquier (z,y, z) € R? !l

T(x,y,2)=a1(1,1) +ax(l,-1) <= (v+y+z,v—y+32)=(ar+aza —ay)
a1+ ay = x+y+z
a1 —ay = Tr—y-+3z
= a1 =x+2z2Nay=y—=2

—

De donde sigue por definicion que;

Tl = (05 %) (12

y — z
FEtapa 3. Aplicando la formula (12) en (11) tenemos que la matriz pedida es:

3 11

B

= (o10)

Después de esta definicion y juntando los resultados anteriores obtenemos un importante lista
de poderosas conclusiones:

Propiedad 5.2. SiV y W son dos K espacios vectoriales tal que dimg (V) = n y dimg (W) = m,
yT € Lg(V,W) entonces

En efecto

FEl resultado sigue de (10) y de la Definicion (5.1).
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Finalmente, el diagrama (1) se completa y se puede representar como sigue:

n m
v = Zaivi T(v) = ZCﬂUz’
i=1 1

Q 7 =
(V,a) L (W, 5)
75
MK(H X 1) MK(m X 1) 3 (13)
W= | T =]

Figura 3: Cuadro final de mando para la gestién externa

Observacién 5.2.1. La coneccion expuesta en el diagrama (13), entre la teoria y la prdctica,
siempre hace referencia a las bases o y (8 de los espacios vectoriales involucrados, pero en real-
1dad esto no es una restriccion sino mas bien una holgura.

En efecto
Supongamos que tenemos las nuevas bases o y B de'V y W, respectivamente entonces podemos

determinar las nuevas matrices: [T]g: [TV [T)C,. s Tienen alguna relacidn entre si esta ma-
trices?.

Para responder utilicemos nuestros diagramas que permiten conectar "la gestion interna con la
externa”

¢ Relacion entre [T]g, y [T)°

ly T
(Vo) (V,a) (W, B)
\ QO
o &0 &,
Q@%'V\b@ Q@c"&k\b«\
g’ T «



5. REINTERPRETACION OPERATIVA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES
En este caso; como lo muestra el cuadro encima:

T=Toly=[T°, = [T]°-[1]%

a/

& Relacion entre [T]% y [T

«

o™

En este caso; como lo muestra el cuadro encima:

T=1lwoT =TI = [ -[T)

¢ Relacion entre [T)7, y [T

07

Iy T Ly
(V, o) (V,a) (W, 58) (W, 5")
N\ < N
[o & (e & s & s
C}Q}%@O@ G@%@b@ G@%Q@@
MK(n X 1) MK(TL X 1) I\\/JIK(m X 1) —6,>MK(m x 1
(o T2 ]

Figura 6: [T)2, = 1] - [T)2 - [1)%,

(0%
En este caso; como lo muestra el cuadro encima:

T=1yoToly=[T15 = (1] - [T)2- 1%

o T

¢ En particular si V=W entonces [T|® = [I]g[T]g[T]g

)

15
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Teorema 5.3. (Segundo criterio de clasificacién) SiV y W son dos K espacios vectoriales

tal que dimg (V) =n y dimg(W) =n, y T € Lg(V, W) entonces

T Isomorfismos <= [T]° € U(Mg(n))

Podemos 7dibujar una demostracion usando diagramas” como sigue:
(a) Para la relacion T~ o T tenemos

(Vo) — 2~ (W) —L (V.a)
e i e
Mg (n x 1) Tl Mg (n x 1) QgMK(n x 1)

Figura 7: [T~ o T3 = I3 =L, = [T7]% - [T}

(b) Y para la relacién T o T~ tenemos:
Tt T

(W,5) (V,a) (W, 5)
[1s [a [1s
MK(TL X 1)L1](E>MK(R X 1) ﬂ MK(n X 1)

Figura 8: [T o T~Y§ = [1)5 = I, = [T)3 - [T~1]3

Ahora, la justificacion es la siguiente:

T Isomorfismos <= (3T LT elg(W,V)):[ToT =1y AT ' oT = 1y]

= [ToT g=[lwly A [T oT]s = [Lu];
= [TT =1 A T[T =1
= [T =(T1)~"

= [T]2 € UMk (n))

Corolario 5.3.1. SiV yW son dos K espacios vectoriales tal que dimg (V) = n y dimg (W) = n,
yT € Lg(V,W) entonces

T Isomorfismos <= det[T]? # 0
En efecto
T Isomorfismos <= [T]° € UMk(n)) <= det[T]? # 0
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6. Proyectos y Construcciéon de Transformaciones Lineales

6.1. Proyecto 1. Restricciones en el usuario final 6sea en el espacio de llegada.
Construya T € Lg(R?,R?) tal que Img(T) = ({(1,0,0),(1,1,1)})

Solucién

Podemos usar cualquier base (condiciones éptimas en el pais de origen) de R?, usemos por efi-
ciencia la base candnica:

Definamos:
7(1,0) = (1,0,0)
70,1) = (1,1,1)

Luego, T(x,y) = T'(x(1,0) + y(0,1)) = 27(1,0) + y7T'(0,1) = (1,0,0) + y(1,1,1)
Asi que una alternativa de definicién es T'(x,y) = (z + vy, vy, y).
Analisis del Proyecto 1. Restricciones en el usuario final 6sea en el espacio de llegada
o El estudiante debe observar que en este proyecto, la libertad de la construccion esta en que
puede escoger cualquier base para definir la transformacion lineal, y asi obtener una obra

que cumpla con las caracteristicas pedidas.

o Ademads debe observar que la respuesta es unica (salvo multiplos), aunque puede elegir
cualquiera de las infinitas bases del espacio.

o La palabra eficiencia significa exactamente lo siguiente. Si usa otra conjunto, digamos «,
para definir la transformacién debe realizar las siguiente tarea obligada:

e Debe mostrar que « es una base del espacio, con el consiguiente gasto de tiempo y
energia.

6.2. Proyecto 2. Restricciones en el usuario inicial 6sea en el espacio de salida.
Construya T € Lg(R?* R?) tal que ker(T) = ({(1,1)})

Solucién

Aqui no podemos usar cualquier base de R?, pues tenemos una restriccién de ”presupuesto”,
porque la condicién expuesta esta en el dominio de la funcién y por tanto no es un resultado.

De acuerdo a la técnica ahora debemos construir una base que contemple la restriccion
Si a={(1,1),1,0}, por ejemplo entonces debemos verificar que « es una base.

e Por demostrar que « es Linealmente independiente
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a;(1,1) + ax(1,0) = (0,0) = (a1 + as,a1) = (0,0)
= a1+a=0Aa; =0
= a1 =0Aay; =0

Luego, a es linealmente independiente

e Por demostrar que « es un sistema de generadores para R?

a1(171)+a2(170) = (I,y) = (a1+a27a1) = (I,y)
= a1 ta=xNa =Yy
= a1 =YNay=2—1Y

Por tanto

(z,y) = y(L, 1)+ (z—y)(1,0)
e Ahora definamos, por ejemplo
T(1,1) = (0,0,0) ( Esto es obligacién)
T(1,0) = (1,0,0) ( Esto es libre)

e Finalmente

T(x,y) = yT(1,1)+ (z —y)T(1,0)
= 4(0,0,0) + (= - y)(1,0,0)
([L’ - Y 07 0)
Asf que una alternativa de definicién es T'(z,y) = (z + y,y,y).

Analisis del Proyecto 2: Restricciones en el usuario inicial ésea en el espacio de
salida

o El estudiante debe observar que en este proyecto, la libertad de la construccion no es com-
pleta, ya que cualquier base debe considerar el par (1, 1), para definir la transformacién
lineal, y asi obtener una obra que cumpla con las caracteristicas pedidas.

o Ademads debe observar que la respuesta no es unica, porque tiene la libertad de asignar
cualquier trio en R3, salvo el origen (0,0, 0), caso contrario la dimensién del nticleo serfa 2
y no 1.

o La palabra eficiencia significa exactamente aqui lo siguiente. Es preciso verificar cada uno
de los pasos del algoritmo empleado en la construccion.

6.3. Proyecto 3. Restricciones combinadas, en el usuario inicial y en el usuario
final. Construya T € Lg(R? R3) tal que verifique simultdneamente las condiciones

(a) ker(T) = ({(1,1)})
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(b) Img(T) = ({(1,0,0)})
Solucién

Aprovecharemos la informacién acumulada hasta ahora

De acuerdo a la técnica que hemos implementado, ya sabemos que debemos construir una base
que contemple la restriccién

En esta direccién sabemos que o = {(1,1),1,0}, es una base por el resultado obtenido en el
ejemplo 2. y que

(zy) = y(@,1)+ (z—y)(1,0)
Ahora siguiendo con el proceso definamos
T(1,1) = (0,0,0) ( Esto es obligacién)
1,0,0

T(1,0) = (1,0,0) ( Esto es obligacion o alguno de sus multiplos)
Finalmente,

T(z,y) = yT(1,1)+(z—y)T(1,0)
= (z—1y,0,0)
Analisis del Proyecto 3
o El estudiante debe observar que en este proyecto, la libertad de la construccién es menor,

ya que aunque escoge cualquier base, esta debe considerar el par (1, 1), y el otro par, debe
ser definido en la imagen prefijada.

o Este ejercicio o la gama de ejercicios de esta naturaleza, permite no solo practicar construc-
ciones sino que ademas obliga a revisar conceptos anteriores.
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6.4. Ejercicios Propuestos de Transformaciones Lineales.

(1) Determine T € Lg(R?) tal que niicleo(T) = ({(1,1,1)})
(2) Determine T € Lg(R?) tal que Img(T) = ({(2,—3,1)})
(3) Determine T € Ly (RR?) tal que

(a) nticleo(T) = ({(1,-2,0), (0,0,1)}), y

(b) Img(T) = ({(1,0,0)})
(4) Determine T € Ly (Mg(2)) tal que

(a) ker(T) = {A € Mp(2) | A= A"}, e

(b) Img(T) ={A € Mg(2) | A=-A"}

(5) SiT:R® — R? tal que T'(z,y,2) = (v +y — 2,2 — y — z); determine [T]Z%

(6) Si T:R*+— R tal que T'(z,y) = (¢ +y,z — y,z — 3y); determine [T]igg

(7) Si T : R" — R"; tal que T'(u) = 2u; determine [T]i%

3
(8) Si T : Rslx] — Ro[z]; tal que T (Z ai;)gi> = ay + apx — a;x?; determine [T]igg
i=0

n n—1

(9) T : Rypa[z] — Ry[z]; tal que T <Z ax) =Y _jaga’™"; determine [T]7) )
i=0 Jj=0

(10) T': Mg(3) = Mg(3); tal que T'(a;;) = (a;:); detel"mine[T]Zg

(11) Sean T € Lg(R?) tal que T'(z,y) = (v + 2y, —y) y @ = {(1,-2),(3,1)} una base de R?

e Determine [T

e Determine [T]5°

e Determine [T75,,

e Calcule [T]2 - [1]5%

67

(TG - a7

o Calcule [7]2, c(2)

)
c(2) . a a
e Calcule [I|™ - [T]%-[I ]0(2)

a

(12) Sea T € Lg(R?) tal que, T'(z,y, 2) = (x4+2y+2z,2+y,2y—2) y a = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)},
una base de R?
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«

e Determine [T]¢

e Determine [T]q

e Determine [T,

e Calcule [T] - [1]5¥

67

o Caleule [1]2, - [T]53) - [1]a°

e Calcule [1)8% - [T - [1]%)

«

(13) Sea T' € Lg(R;[z],R3[z]) definida por T(p(z)) = z*p(z) y considera las bases a = {1,z}, y
o ={x,r+ 1} de Ry[z] y la base 8 = {z,z + 1,22 + 1,23} de R3|z]

e Determine [T]2%

e Determine [T]°Y

e Determine (T2

«

(14) Sea T € Lg(V) vy a = {wy, v9,...,v,} una base de V. Demuestre que

T(a) :={T(v1),T(vq);...,T(vy)} base de V.= T inyectiva

(15) Sea T' € Lg(V) vy a = {wy, v9,...,v,} una base de V. Demuestre que

T(a) :={T(v1),T(ve);...,T(v,)} base de V.= T sobreyectiva

(16) Sea o = {wy,va,...,v,} una base del K espacio vectorial V. Sea
V*={T:V+—K|T e Lg(V,K)}
(i) Demuestre que V* es un K espacio vectorial
. 1: 1=y
(ii) Sea a* = {v},v3,..., v} tal que vj(v;)= 7. Demuestre que
0: 1#£]
o v € Lg(V,K); parai=1,2,...,n

e o es una base de V*
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