Rudimentos 12: Espacios Vectoriales
Profesor Ricardo Santander

Este capitulo esta destinado a buscar una representacion natural y eficiente de la informacion, a
través de ”relaciones tedricas, lease combinaciones lineales” e ”implementaciones practicas, lease
representacion matricial y resolucion de ecuaciones.” Para ello serd necesario: Construir un ambiente
suficientemente amplio, donde se puedan modelar situaciones précticas, desarrollar técnicas que per-
mitan controlar rapida y eficientemente una gran cantidad de informacién y mostrar la equivalencia
entre el ambiente tedrico y practico.

1. Definicion de Espacios Vectorial

Demos una mirada a nuestra evolucién al momento de manipular la informacion.

(1) Ya observamos que para cada (n € N), existen unicos nimeros naturales ag, a, as, . .., a, tales
que

n=a,10°+a, 10" + -+ a;10" +910°; (0<j<s); (0<a; <9)
Y estos ntmeros son los que identifican univocamente al ntimero n.
(2) Basdndonos en esta idea definimos informalmente a los polinomios, es decir
p(z) € Rlx] <= p(x) =ao+ ax + axx® + -+ + a.a®
Y en este caso son los coeficientes los que diferencian a un polinomio de otro.

(3) Si consideramos u = (z,y) € R? entonces sabemos que (R?, +) es un grupo abeliano y que

(&) (z,y) = (2,0) + (0, 9)

(b) Y si ademds permitimos una ponderacién externa que generalice el hecho

(z,y) + (z,9)
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(z,9) + (z,9)

entonces obtenemos que

(z,y) = x(1,0) +y(0,1)



Eje y
Plano R?

(z,y) = 2(1,0) +y(0,1)

(0,0) Eje x

Figura 1: Plano Cartesiano

(4) Otro caso que podemos representar con las licencias que da la heuristica es el siguiente:

ajp Q12 . 1 0 01 0 0 00
(azl a22) = “”(0 0)+a12<0 0)+“21<1 0)+a22<0 1)

(5) Intentando generalizar atin més el formato de nuestros niimeros. Supongamos que necesitamos
conectar dos lugares inaccesibles, como lo muestra la funcion.

-1 51 — <2<

fz) =

1 :si O<zxr<m

Cuyo grafico es de la forma:

-1

Figura 2 y = f(x)
La idea es usar como soporte, ideas trigonométricas. para conectar esos lugares inaccesibles:

4
(a) Partamos graficando la funcién y = — sen x para (—7 < x < )
T
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4 3
(b) Graficamos la funcién y = — { sen @ + o ﬂ para (—7 <z < )
7T

4 3 3
(¢) Graficamos la funcién y = — | sen = + sen3 a sen5 - para (—m < z < )
m

0.5
1 2 3
4 3 3 7
(d) Graficamos la funcién y = — | sen = + sen3 g sen5 ® 4 sen7 - para (—m <z < )
m

1 2 3
4 sen 3r  sen bxr  sen Tx sen 99x
En fi fi la funcién y = — e
(e) En fin, graficamos, la funcién y - [sen T+ 3 E - +-+ 99
para (—7 <z < )
!
0.5
3 2 1 1 2 3
-0.5
1< 2i—1
(f) Sillamamos gs = — Z w, para (s € N) entonces podemos observar lo siguiente:
s P —

i=

(i) A medida que s crece en N, el grafico de g, méas se parece (copia), a la funcién f



(ii) Sin embargo, debemos tener cuidado con la comparacién de las expresiones analiticas
de las funciones involucradas; porque por ejemplo,

f(0) g Ry gs(0) =0

1 (5) v (3) -

Sin embrago, observen lo siguiente:

T sen2z—1g
93<§> - _Z % —1

25: z—l—l
12@—1
4 PR S S S
o7 35 7 9 11 2s — 1
Asi por ejemplo,
4
@ (E> N WY
2 T
T 4 1
Yy = Z2(1-2)=0848
92<2> 7T< 3)
- 4 1 1
Y = Z(1-Z242) =101
g3<2> 7r< 3+5) 013
r 4 1 1 1
™y = 2 (1242 -2)=00921
g4<2> 7r< 375 7)
(5) = e
B5\3) = % 35 779)"
- 4 1 1 1 1 1
) = 21242242 )=094
96<2> 7r< 5757779 11) 0.947

Luego,

) T L 4 S (_l)i—l—l_
lim . (3) = lm =) ot =1

=1

(iii) Sera necesario entonces ser cuidadoso al referirnos al término aproximacion de dos
funciones, ya sea en su gréafico o en sus valores, con estos cuidados podemos escribir,
o

R . 1 _
flz) =~ sli)rgozm_lsen(%—l)x:Z%_lsen(Qz—l)x (—m <z <m)

1=1

Bien, las ideas expuestas encima nos inducen a definir un objeto abstracto que le de sentido a
casi todos los ejemplos revisados y otros que analizaremos mas adelante.
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Definicién 1.1. Un conjunto V serd llamado un K - Espacio Vectorial si

(1) V#¢

(2) V admite una operacion interna, “ + ”; definida por

+ VXV +— 'V
(u,v) — u+wv

tal que (V,+4) es un grupo abeliano, es decir satisface las propiedades:
eu+(v+tw)=(u+v)+w MuueV); (Yo;veV); (Yw,weV)
o Existe Oy €V tal que u+ 0y =0y +u=u (Vu;u € V)
e Para cada u, u+ (—u) = —u+u = Oy
eutv=v+u (NuueV);(Yv;oeV

(3) V admite una operacion externa, “”; definida por

KxV +— V
Nv) — A-w

con K =R 6K = C y satisface las propiedades:
o X (utv)=Au+tr-v (YAAeEK): (Vuue V) (Yove V)
e MN+B) u=XAutB-u (YNAEK) (V3B eK): (Vu;ue V)
e (A B)ru=A-(B-u) (YNAE€K); (V8B €K); (Yu;ueV)

e\ u=0y=A=0xVu=0y (V\AeK);Vu;uecV)

Los elementos de V se denominardan vectores, los elementos de K se llamardn escalares, y para
designar a un espacio vectorial lo notaremos como, (V,+,- K), donde K=R 0o K=C

Ejemplo 1.1.1. El espacio vectorial de las n - uplas (K™, +,-,K) para cada n € N, donde,
K" = {(Il,l’g,...,l'n)|l'i E]R,l SZSTL}
Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

(1) (x17x27x37"'7xn>+(y17y27y37"'7yn) = (xl"‘y17$2+y27$3+y37---7$n+yn)

(2) A+ (21,29, ..., x,) = (A1, ATo, ..., Axy) (A € K)
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Ejemplo 1.1.2. El espacio vectorial de las Matrices (Mg(n x m),+,-,K); n € N; m € N donde,
M (n x m) = {A = (a;) | a; e KA (1 <i <n)(1<j<m)}

Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,
(1) ((aiz) + (b)) = (ai; + bij)

(2) Maij) = (Aayy)

Ejemplo 1.1.3. El espacio vectorial de los polinomios (K[z], +, -, K) con coeficientes en el cuerpo K
donde,

=0

K[z] = {p(:)s) :Zaixi | a; GK,SEN,(OSiSn)}

Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

(1) Z a;x" + Z bir' = Z(ai + b;)a’
i=0 i=0

=0

1=0 i=0

Ejemplo 1.1.4. El espacio vectorial de los Polinomios de grado menor o igual que n con coeficientes
en K, (K,[z],+, -, K) es decir;

Kalz] = {p(z) € K[z] | p(p(x)) < n}
Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

n

(1) Z a;x" + Z bir' = Z(ai + b;)a’
i=0 i=0

=0

1=0 i=0

Ejemplo 1.1.5. El espacio vectorial de las funciones Reales definidas en U C R, para U # 0;
(Fe(U,R), +,-,R), donde

Fr(U,R) = {f:Ur—R|f esuna funcion}
Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,
(1) (f+9)=) = f(z) + g(x)
(2) (Af)(x) = Af(x)
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Ejemplo 1.1.6. El espacio vectorial de las funciones Reales continuas definidas en U C R, para
U #0; (Cr(U,R), +, -, K), donde

Cr(U,R) = {f € Fr(U,R) | f es una funcién continua}

Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,

(1) (f +9)(@) = f(z) + g(x)
(2) Af)(x) = Af(x)

Ejemplo 1.1.7. El espacio vectorial de las funciones reales derivables definidas en U C R, para
U #0; (Dr(U,R, +,-,R)), donde

Dgr(U,R) = {f e Fr(U,R);| f es una funcion derivable en U}
Y las operaciones interna y externa son definidas respectivamente por,
(1) (f +9)(z) = f(z) + g(x)
(2) (Af)(x) = Af(x)

2. Subespacios

Si consideramos un K espacio vectorial V entonces por definicién V # (). Asi que

u€eV= eV, paracada A € K=V = {0y} V V tiene infinitos elementos

Esta observacion hace dificil pensar en una forma de caracterizar a un espacio vectorial no nulo.
No obstante remirando nuestros ejemplos podemos encontrar espacios vectoriales incluidos en otros
espacios vectoriales.

En efecto
(1) Kulz] C K[z] (¥n;n € N). Pues
o J(p(z) + q(r)) < maz{d(p(z)),d(q(x))} ¥
o d(\p(z)) = O(p(z)) para cada A € R
(2) Dg(U,R) C Cg(U,R) C Fx(U,R). Pues;

e La adicién de funciones continuas es una funcién continua,y el producto de un escalar por
una funcion continua es funcién continua

e Andlogamente, acontece con las funciones derivables.
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Dado que necesitamos representar datos, parece razonable considerar la observacion anterior para
hacer la siguiente definicién.

Definicion 2.1. Sea W C V. W serd llamado un Subespacio vectorial de V' si
o W #£1

o W es un K-espacio vectorial con las mismas operaciones que V

Usaremos la notacion: U<V
Ejemplo 2.1.1. {Ov} <V y V <V son conocidos como subespacios triviales.
Ejemplo 2.1.2. K,[z] <K[z] (Vn;n €N)
Ejemplo 2.1.3. Cr(U,R) < Fr(U,R)
Ejemplo 2.1.4. Dr(U,R) < Cr(U,R) A Dr(U,R) < Fr(U,R)

Sin embargo, el avance en términos de la representacion de datos "eficiente” es nula, no obstante,
podemos observar lo siguiente:

Observacién 2.1.5. Si W <V entonces por definicion (W, +, -, K) es un K-espacio vectorial. Asi
que verifica naturalmente las propiedades:

DHueWAveW = (u+v) e W

2 ueWA e K= ueW

Luego, podemos resumir lo anterior en la siguiente

ueEWAVEW = (u+v)eW
ueWAINEK = ueW

Reciprocamente, supongamos que W satisface las condiciones:

HueWAveW = (u+v) eW
(2) ue WAXNe K= \ue W entonces
(a) W # 0 es supuesto inicial
(b) De las propiedades asumidas, sigue que existen operaciones + y - en W, y ademds como

V' es un espacio vectorial entonces a fortiori (W, +,-, K) es un K-espacio vectorial, y por
ende un subespacio del espacio V.
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De la observacién concluimos una caracterizacion que nos permite verificar en forma mas eficiente,
si un subconjunto de un espacio vectorial es 0 no es un subespacio vectorial, por su importancia le
daremos el rango de teorema.

Teorema 2.2. Caracterizacion estructural de subespacio vectorial

Consideremos un espacio vectorial (V, 4+, K) y W C 'V

(i) W0
WLV «—= ((it) vueWAveW= (u+v)eW
(iti) veWAINeK= A ueW

Ejemplo 2.2.1. Usemos el Teorema 2.2 para mostrar que W = {(z,y,2) € R® | 2+y—2z =0} <R3
En efecto, siguiendo la guia de nuestro teorema podemos generar la siguiente estrategia:
FEtapa 1. Debemos verificar que W # ()

(0,0,0) eR? y0+0—0=0. Asi que (0,0,0) € W

FEtapa 2. Mostremos que siu € W yv € W entonces (u+v) € W:

UEW<':>U:<U1,U2,U3)ER3/\U1+U2—U3:O (*)
vEW &= v=(v,03,v3) ER*Av; + v —v3=0 (5x)

Entonces

ut+v = (ug,ug, uz)+ (v1,v9,v3) [ wer (%) y (x)]
= (up + vy, up +vo,uz +v3)  ( Suma en R3)
Luego,
u+veR? (2)

De (2),concluimos que (u + v) es un buen candidato para pertenecer a W, pero falta verificar si
satisface la condicion que caracteriza W.

Para ver esto, debemos operar como sigue:

(U1+U1)+(U2+U2)—(U3+’U3) = U1+U1—|—UQ+’U2—U3—U3

= (U1+U2—U3)+(’U1+’U2—U3)
= 0+0 ((wer (%) y (3x))

= 0

Conclusion, (u+v) € W
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FEtapa 3. Debemos verificar que si A € R y u € W entonces Au € W:

Au = Mur, ug, uz) = (Aug, Mg, Aug) € R3

Por otra parte,

|
>
S
|

Aup 4+ Aug — dug = AMug +ug — uz) =
Conclusion, \u € W, y W < R3
Ejemplo 2.2.2. Usemos el Teorema 2.2 para mostrar que
W ={AecMg(2) | A+ A" =(0)} < Mg(2)

En efecto, siguiendo la guia de nuestro teorema podemos generar la siguiente estrategia:

FEtapa 1. Debemos verificar que W # ()

t
0 0 0 0 0 0 00 0 0 00
(0 O)GMR(Q) A <0 0)+<0 0) —<0 0)+<0 0)‘(0 O)EW
Etapa 2. Debemos mostrar que:

ueEWAvEW = (u+v)eW
SiueW yveW entonces

u€W <= uécMg(2)Au+u" =(0)
t
u:<U11 Ulz)eMR(Q)/\<U11 U12)+<U11 Ulz) :<
U1 U2 U1 U2 U1 U2
U — ( Uy Uiz ) c MR(Q) A ( Uy Uiz ) + ( Uy U21 )
U1 U2 U1 U2 U2 U2
U1 Up2 2unp U12 + Uy 0 0
<— u= € Mgr(2) A = *
( U1 U2 ) =(2) ( U1 + U2 2ugy ) ( 00 ) ()
Andlogamente,

veEW < ve&Mg(2)Av+ov'=(0)

— y= V11 V12 c MR(2) A V11 V12 + V11 V12 ! _ 0 0
V21 V22 V21 V22 V21 V22 00
— y= V11 V12 c I\\/JIR(Q) A V11 V12 + V11 V21 _ 00
V21 V22 V21 V22 V12 V22 00

— u:(”” m)eMR@)/\( 201 v12+v21):<8 8) (+4)

Va1 U2 Vg1 + V12 2029

entonces por una parte,

u—l—v:(un U12)_|_(U11 U12):<U11+U11 U12+U12)EMR(2)

Uzl U2 Vo1 Vag U1 + Va1 Uz + Vg
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Y por otra,

t
utv+ (utov) = Uil + Vi1 “12+U12)+(u11+1)11 U12+U12)

U1 + V21 Ugo + Vg Ug1 + Va1 Uz + Vg

U1 + U1 U2 + V12 U1 + V11 Ul + Vo1
_l_
Uz + Vo1 Uz + Va9 Uiz + V12 Uz + Vo9

U11 + v11) (w12 + v12) + (U1 + v21)
(g1 + va1) + (w12 + v12) 2(ug + va2)

(w91 + u21) + (vi2 + v12) 2U99 + 2099

2unp (w12 + ug1) ) I < 2v13 (v12 + v21)
(

(U1 + ua1) 299 V12 + V12) 2029

) ( 8 8 ) (De (%) y (%))

(

(

(1

_ ( 2u11 + vy (u12 4 ug1) + (V12 + va1) )
(1

(1

(05)

Ast que, (u+v) e W
Etapa 3. Si A € R entonces
Uy Ue AUy Auqo
AN = A\ = € Mg(2
B ( U21  U22 ) ( Augr  Augg ) =(2)
Por otra parte,

t A1 Augg Al Az '
Au - ()\U) B ( )\Ugl )\u22 * >\u21 >\u22
)\UH )\U12 + >\u11 >\u21
)\Ugl )\Ugg )\U12 )\Ugg
. 2)\'&11 )\Ulg + )\u21
- A1 + Augg 2 ug
A

2)\u11 )\(’ulg + u21)
(u21 + U12) 2)\u22

2uq; (w12 + ua21)
(w91 + u12) 2ug9

Ast que A\u € W, y W < Mg(2)
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Ejemplo 2.2.3. SiW = {p(m) = Zaixi € R,[z] | Ziai = 0} entonces W < R, [z]
= i=0
En efecto

FEtapa 1. p(x) =0 € W, pues Zi-OzO

i=0
FEtapa 2. Sip(z) € W q(z) € W entonces

pla) €W = pla Za:):/\Zza,—o

q(r) e W «— p(x) be/\Zb—O

Ahora, por una parte;

Y por otra parte;

n

z'(a,-+b,-):zn:za,+zb Zzaﬁ—Zzb—OjLO—O
i=0

Conclusion (p(x) +q(x)) € W

1=0

Etapa 3. St A € R entonces por una parte;

= )\Za:)s = Z (Aa;)z" € R, [7]

Y por otra parte;

1=0 =0

Ast que, Ap(x) € W y W < R, []

Ejemplo 2.2.4. 51V es un K- espacio vectorial entonces Oy € W.

En efecto

W<V = AueW (YAMAeK)A (Vu;ueW)
= 0-ueW (Pues, 0 € K)
— OyeWw
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Ejemplo 2.2.5. St W = {(z,y,2) € R® | z + 4y — 2z = A} entonces determinemos el conjunto.

S={\eR|W<R?}

Solucion

Debemos determinar los elementos del conjunto S, y entonces es necesario entrar al conjunto.
Ftapa 1. N€ES<= N RAW <R3

Etapa 2. W <R3 = (0,0,0) € W, esto sigue del ejemplo anterior.

FEtapa 3. (0,0,0) € W <= (0,0,0) e R3A0+4-0-2=X<= (0,0,0) eR?AXA=0

Luego, 0 € S y {0} C S

Etapa 4. Siju e WAv e W= (u+v) € W] entonces en particular debe ocurrir lo siguiente:

ueEW <= u=(r,y,2) ER*ANax+4y —22=\
2ueW <= 2u=(2r,2y,22) e R¥A 22+ 8y — 4z = \
= 2=
— A=0
Etapa 5. Como A € R entonces para u = (x,y,z) € W, Az + 4 \y — 2Az = X. Pero,
M4y —2 2=\ = N =)A= \A=0Vvi=1

Asi que, S={0} y W ={(z,y,2) e R® | x + 4y — 22 = 0}

13

Conclusion 2.2.6. El origen o elemento neutro del espacio pertenece a cada subespacio vectorial.

Es decir una condicion necesaria para ser subespacio es que el origen pertenezca a él.

Un espacio vectorial V es nulo o tiene infinitos elementos.

Ejemplo 2.2.7. Si AX = B es un sistema lineal de orden (nxm) yS = {U € Mg(nx1) | AU = B},

(K=RVK=C) entonces
S <Mg(nx1) <= B=(0)

En efecto

SSMR(’RX1) — (O)E
— A-(0)=1B
= (0)=128

Luego, hemos mostrado que: S < Mg(n x 1) = B = (0)
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Reciprocamente, si B = (0) entonces

1. A(0) = (0), luego S # 0

2. SiU; € SANU, € S entonces A(Uy +Us) = A(Uy) + A(Us) = (0)+(0) = (0). Asi que (U +Us) €S
3. SiAeKyU €8 entonces ANU, = NAU; = A\(0) = (0). Asi que \U; € S

Luego, hemos mostrado que: B = (0) = S < Mg(n x 1). Asi que

Conclusion 2.2.8. Las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de orden (nxm),
constituyen un subespacio vectorial. Por ende un Sistema lineal homogéneo o tiene unicamente la
solucion nula o tiene infinitas soluciones

Observacién 2.2.9. Desde un punto de vista estructural el teorema 2.2, es una herramienta poderosa
para decidir si un conjunto es o no, un subespacio en un espacio vectorial dado, no obstante el tiene
un problema que lamentablemente para mosotros es crucial;, pues, “ no nos dice quienes son los
miembros del subespacio W.”

2.3. Ejercicios Propuestos de Subespacios.

(1) Demuestre que los siguientes conjuntos son subespacios de R", para n € N descrito.
(a) W={(z,y) eR* |z + 3y = 0}
(b) W = {(z,y) € R? | 10z — 5y = 0}
(c) W={(x,y,2) ER® |z +y+2=0}
(d) W ={(x,y,2) € R® | bz +y —2z=0}
(e) W={(x,y,2,w) ER* |z +y+22—w=0}

y+2z—w
5

(2) Determine si los siguientes subconjuntos de Mg(n x m) son subespacios para n y m adecuados.

f) W= {(:)s,y,z,w) eRY| 3z =

(a) W ={A4 € Mg(2) | A= —A"}, donde A’ significa la matriz traspuesta de la matriz A

(b) W = {(a;;) € Mg(n) | tr(a;;) = 0}. Donde tr(a;;) = Zaii’ y se llama la traza de la
i=1
matriz (a;;)

(¢) W ={A € Mg(n) | det(A) # 0}
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1 :Sijg=n+1-—1
0 :en otro caso

(d) W= {A = (ai;) € Mg(n) | a;; = {
0 : en otro caso

«ﬁwz{A:mMEMmmvmz{%':&jéi }

<ﬂW:{A=mm6Mmmum:{%':$j2i }

0 : en otro caso

(3) Demuestre que los siguientes subconjuntos de R,,[z] son subespacios para n adecuado.

(a) W = {p(z) = ap + a1z + axx? | p(—=3) = 0}

(b) W = {p(z) = ao + a1z + ayz® + azz® | p(v/2) = 0}
(c) W= {p(m) = Zaﬂi | Z.jai =0;j€[R— {O}]}
(d) W = {p(m) = Zam | Zm = 0}

3. La Idea de Generador

15

En concordancia con la observacion anterior no estamos cumpliendo nuestro objetivo: Que es de-
terminar rapida y eficientemente los elementos del espacio vectorial, asi que si queremos cumplir
nuestro objetivo debemos cambiar el punto de vista. Como orientacién debemos recordar que un
espacio vectorial o tiene un elemento o tiene infinitos elementos. Por tanto, el punto es, generar un
proceso que transforme en una ”idea finita”, lo que en realidad es en concreto no finito. Con esto en

mente,

(1) Miremos en primer lugar, desde un punto de vista diferente al subespacio de R?. (Mirar desde
otro punto de vista significa, interpretar de un nueva forma las operaciones permitidas en el

espacio).

W, = {(z,y,2) € R® | z + 4y — 22 = 0}
Ingresemos directamente al conjunto, es decir:
ueW, <= u=(r,y,2)ER* AN x+4y—22=0
— u=(1,9,2) €ER®* A 2 =224y
— u=(22—-4y,y,2); z€R, yeR
— u=1(220,2)+ (—4y,y,0); ze R, yeR
— u=2(2,0,1)+y(—4,1,0); ze R, y € R
Asi que,
Wi = {\(2,0,1)+ X2(—4,1,0) | (M € R) A (X2 €R)}

La conclusion es la siguiente:

(3)
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incognita incognita

ue W, <= Tiene solucién en K la ecuacién u = "a; (2,0,1) + “ay (—4,1,0)

(2) Intentemos la misma estrategia con el subespacio

Wy = {(x,y,2) ER* |z =y Az =0} (4)

De nuevo, entremos al conjunto.

ueW, <= u=(r,9,2)ER* AN z=yA2z=0
— u=(z,z,0) Az €R
— u=z(1,1,00)AzeR
Asi que,

W, = {A1,1,0)| A€ R}

La conclusion es la siguiente:

incognita

u€ Wy <= Tiene solucién en K la ecuacién u = "a; (2,0, 1)

(3) Ahora tratemos de aplicar lo aprendido en el conjunto,

W1+W2:{w1+w2|w1€W1/\w2€W2}
(a) W1+W27A®

En efecto
Ors = (0,0,0) =0(2,0,1) +0(—4,1,0) + 0(1,1,0) = Ogs € W; + W,

Mas atn, Ogs € Wy, pues (0,0,0) = 0(2,0,1) + 0(—4,1,0) y Ogs € Wy, pues (0,0,0) =
0(1,1,0). Asf
que Ogs € Wy NW,

(b) Por otra parte,
ue W NW, <= uveW, AuecW,
= u=(2,9,2) ER*ANzx+4y—2:=0Az=yA2z=0
— u=(z,7,0) ER*Az+4x =0
— u=(z,7,0) ER*Az =0
— u=(0,0,0)
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Por tanto,

WinW, = {(0,0,0)} = {Os}

(c) Ahora para u € R? arbitrario tratemos de resolver la ecuacién

u = 21(2,0,1) +22(—4,1,0) + 25(1,1,0)

Si conseguimos ese resultado entonces se verificara que

(1) Rg = Wl +W2

17

(ii) Tendremos una férmula para expresar los elementos de R? en términos de los vectores

de Wl y Wg.

Vamos entonces a resolver el problema para u = (x,y, z) arbitrario

(x,y,2) =21(2,0,1) + 22(—4,1,0) + 23(1,1,0) <= (x,y,2) = (221 — 4xs + T3, T2 + T3, 71)

Zy
T2
x3

2r1 —4ro +2x3 = X
< To + T3 = v (*)
T = Z
Ahora resolvemos (x), usando nuestras técnicas
-4 1 | =z 0 4 1 | z—2z
1 1 | Yy (ll—>ll—lg) 0 1 1 | Yy (ll—>ll—|—412)
00 | z 1 00| =z
05 | z+4y—2z 00 1 | =2
1 1 | Yy (ll%%ll) 01 1 | Yy (lg—)lg—ll)
00| 2 1 00 | z
0 1 | m+4y—2z
1 0 | —x+§z’/+2z
00 | z
Por tanto,
z
y—r+2z — 42 by —2
- ; = (ny.2) = 2(2,0,1) + L2 1,0+ T2 1,0)
T+ 4y — 2z
5

(d) Finalmente, si adoptamos las siguientes notaciones:

a = {(2,0,1),(—4,1,0),5(1,1,0)}
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z

y—s+22 —r+2 Ay —2
[(Jf,y,Z]a: _'_45 9 — (m,y,z)22(2,0,1)+W(—4,1,0)+w(1,170)

T y_ z ~ e - ~ -

f €W, €EWs

Hemos conseguido mostrar que

R3 == Wl +W2

Y ademas podemos ahora ejercitar el nuevo simbolo:

(i) Para u = (2,0,1) tenemos

1
0—242 1
[2,0, 1]a = = 0
2+8—2 0

5

Pues,
(2,0,1) = (2,0,1)4+0(—4,1,0)+0(1,1,0)

(ii) para u = (—4,1,0) tenemos

[(—4,1,0)], = 1
Pues,

(=4,1,0) = 0(2,0,1)+1(—4,1,0) +0(1,1,0)

(iii) Para u=(1,1,0) tenemos

[(1,1,0)], = 0

Pues,
(17 ]-7 0) = 0(27 07 1) + 0(_47 ]-7 0) + 1(17 17 O)

(iv) Para u = (1,1,1) tenemos
1
2
[17 L, 1]04 = §
5

Pues,

2 3
(1,1,1) = (2,0,1)+ g(—4, 1,0)+ 5(1, 1,0)
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(4) Para el caso o = {(2,0,1),(—4,1,0),5(1,1,0)} hemos encontrado que R? se descompone en la
suma del Plano W, y la recta Wy. Similar a lo que sucede con el plano R? que se descompone
como la suma del eje z y del eje y.

Definiciéon 3.1. Sea V un K espacio vectorial y considere los subconjuntos Wi y Wy tal que W, <V
y Wy < V. Diremos que V es suma directa de los subespacios W1 y Wy en simbolos V=W, ®W,. Si

(1) V:W1+W2

(2) Wy N'Wy = {0y}

Ejemplo 3.1.1. Si W, = {(z,9,2) e R® |z +4y —22 =0} y Wy = {(x,y,2) e R® | x =y A 2 = 0}
entonces
R = W, oW,
= ({(2,0,1),(-4,1,00}) & {{(1,1,0)})

Teorema 3.2. Sea V un K espacio vectorial y {vi,vs,...,v,} CV entonces

W:({vl,vg,...,vn}>:{im-v”rieK(lgign)}gV

i=1
En efecto

(1) 0y eVyOy=0-v1+0-v+---+0-v,. Asi que Oy € W, y W #£ ()

(2) Sean v e W, w € W entonces

ueW <= u:Zai-vi|ai€K(1§z’§n) n

z':nl - utw = Z(amtb,)v, ewW
weW <+ w:Zbi-vﬁbiEK(lSiSn) =

i=1

(3) Sean u e W y A € K entonces

n

Au = A-iai-vi:Z()\-ai)-viGW
i=1

1=1

Asi que W <V

Definicion 3.2.1. 5iV es un K espacio vectorial entonces el conjunto

(1) W = ({vy,v9,...,0,}) = {Zrz v e K(1<i< n)} Se llamard subespacio generado por
i=1
a = {v,v9, ..., 0} y cada v; para i =1,2,... n se llamard un generador.
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(2) u eV, se llamard una combinacion lineal de o = {vy,vg,...,v,} siu € W, es decir existen n -
escalares, digamos {ay,as,. .., a,} tal que
n
u = Z a; * U;
i=1
Es decir, los elementos de W se llaman combinaciones lineales de o« = {vy,vq,...,0,}

3.3. Ejercicios Propuestos de Generadores.
(1) Sea W = ({(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)} C R?

(a) Demuestre que (2,2,2) € W. Es decir, resuelva la ecuacién vectorial

(27 27 2) = al(lv 07 O) + CL2(1, 17 0) + a3(17 17 1)
(b) Demuestre que (z,y,2) € W, para cada (z,y, z) € R3

(c) Concluya que R3 = ({(1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)})

(2) Sea V un K espacio vectorial y o = {vy,v2}. Demuestre que

({vr,v2}) = ({1, 01 + v2})

(3) Sea V un K espacio vectorial y a = {vy,v2}. Demuestre que

({v1,v2}) = ({v1 — v2, v1 + va})

(4) Sea V un K espacio vectorial y o = {vy,...,v,} € V. Si § = {wy,...,w,} C V tal que
k

wy = E v; para cada k= 1,2,...,n entonces demuestre que
i=1

({v1,v9, ..., v, }) = Qwi,wa, ..., w,})

(5) Sea V un K espacio vectorial y v = {vq,...,v,} € V. Si g = {wy,...,w,} C V tal que
k

wy = Zjvi para cada k = 1,2,...,n entonces demuestre que
i=1

({v1,v9, ..., v, }) = {wi,wa, ..., w,})

(6) Demuestre que
o W, ={(v,9,2) eR¥ |z —y—2=0} <R?
o Wy ={(z,y,2) R} |z —y=0Ay—2=0} <R3
o Wy + Wy = {w; +wy | wy € Wy Awy € Wa} <R3
o R =W, + W,

L] Wl ﬂW2 = {ORS}
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En general, si V es un K espacio vectorial, W; <V y Wy <V entonces V se dice “Suma directa
de los subespacios Wy y Wy ”si

[ ] V = Wl + Wg
o W, NW,y = {Ov}
En tal caso, notamos V. =W; @ W,

(7) Demuestre que
R* = {ejex} & {ejey}
(8) Demuestre que
Mg(n) = { matrices simétricas} @ { matrices antisimétricas }
(9) Demuestre que

R,[z] = Ro[z] ® ({x,2?,...,2"})

4. Sistemas de Generadores

Si V es un K espacio vectorial entonces V < V. Asi que tiene sentido preguntar, ;si existen o no
generadores para el propio V7. En general podemos hacer la siguiente

Definicién 4.1. Sea V un K espacio vectorial y o = {vy,vq,...,0,} CV, a serd llamado un sistema
de generadores para V si

V = (o) = {v1,02,...,0,})

Equivalentemente: o es un sistema de generadores si para cada v € V' existen n - escalares, digamos
ai,as, . ..,a, tales que

V= a1V + oV + - - - + anvy,
O en lenguaje mas pragmdatico:
a es un sistema de generadores si para cada v € V' la ecuacion vectorial

V= aiv; + Aoy + - - + a, v, (5)

tiene solucion.

Ejemplo 4.1.1. ¢(n) = {ey,€eq,...,e,}, donde

0,...,0)
0,...,0)

€1 = (1707
€9 (0,1

Y

e, = (0,0,0,...,1)

es un sistema de generadores para R™, ya que
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(x1,Z2,...,&,) = x1€61 + Toey + - + Tpe, (6)

Por la forma de (6), se acostumbra a llamar a “c(n) con el nombre de generadores candénicos. ”

Ejemplo 4.1.2. m(n x s) ={E;; | (1 <i<n)A(1<j<s)}, donde

no_ 1: en la posicion ij
Y 0: en otra parte

Es un sistema de generadores, también conocido como sistema de generadores canonico de My (n X s)

Asi por ejemplo, para n = s = 2

< Z Z ) = CLE11 + bElg + CE21 + dE22

Luego,
10 0 1 0 0 00
= ({(00)- (50 )-(10). (5 1)})
Ejemplo 4.1.3. p(n) = {1,z,2%,...,2"} son los generadores candnicos de R,[z],
pues,
() =ap-14+a-x+- -+ a,z"
Es decir,

R,[z] = ({1,z,2% ..., 2"})

4.2. Construccion de sistemas de generadores. Estudiemos algunas situaciones que nos per-
miten construir sistemas de generadores.

(1) Sea V un K espacio vectorial y o = {vy,v9} entonces
V= ({v,v2}) = V = ({v1, 01 + v2})

En efecto

(a) En este caso tenemos que demostrar que V' = ({v1, v1 +v2}), es decir debemos mostrar que
la ecuaciéon vectorial,
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V= a1V + CLQ(Ul + ’02) (7)

Tiene solucién para cada v € V.
(b) Analizamos los datos.

Como V = ({v1,v2}) y v € V entonces tiene solucién la ecuacién vectorial
v = b1U1 + bQUQ (8>

Es decir, existen b; € Ky by € K tal que (8) es una identidad.

(c) Supongamos por un instante que la ecuacién vectorial (7), tiene solucién entonces

v o= a1V + CLQ(Ul + ’02)
= a1V + a1 + agUy
= (CL1 + a2)vl “+ agUy

Luego, basta que tomemos:

a1+a2:b1
a2:b2

De donde sigue que, a; = by — by, A ag = by y entonces hemos mostrado que
v="0v1 + by = wv= (bl — bg)Ul + bQ(Ul + ’02)
Y la conclusién es que V' = ({vy,v1 + va})
Una solucién Alternativa para mostrar que ({vy,v2}) = ({v1,v1 + v2})

Observemos que

(i) vy =1-v1 +0- (vy + v2), luego vy € ({v1,v1 + v2})
(il)) vo = (=1) - vy + 1 (v1 + v2), luego vy € ({v1,v1 + v2})
(iii) Asi que,

({v1,v2}) € {{vr, 01 + v2}) (9)
Anélogamente,

(i) v =1-v1 4+ 0- vy, luego vy € ({v1,v2})
(i) v1 + vy =1-v; + 1 vy, luegovy + vy € ({v1,v2})
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(iii) Asi que,

({vr, 01 +v2}) € ({vr,02}) (10)
Luego, de (9) y (10), sigue que
({vr, 01 +v2}) = ({1, v2})
(2) En general si V un K espacio vectorial y o = {wvy,v9,v3,...,v,} C V. entonces
k
V= {v,ve,...,0}) =V = {wy,ws,...,w,}) donde wy = Zvi; y (1<k<n)
i=1
En efecto
¢ En primer lugar, para cada k = 1,2,...,n tenemos que:
k
wk:Zvi =1l-vy+1-v94-+1-v, = wp € {v1,v2,...,0,}) (11)
i=1
¢ En segundo lugar, por definicion:
u € ({wy,wa, ..., wy}) <= u=ajw; + aswy + - - + a,w, (12)

4 Aplicando (11) en (12) tenemos que

u € ({wy,wy,...,w,}) <= u=aw;+awy+ -+ a,wy)

1 2 n
— u:alzvi+a220i+---+an2vi
=1 i=1 =1
= u= (Zn:ai>vl+ (iai>vg+~-~+ (Zn:
=1

=2 i=n—1
Vv

J/

c1 Cc2 Cn—1
= U=CU +CUs+ -+ Cp1Up—1 + CpUn
= wu € {v,v9,...,0,})

¢ Conclusion:

{wi,wa, ...;wp}) C {vr,v9,...,0,})

¢ Reciprocamente, v; = wy y para k =2,3...,n vy = wy — wi_1. Asi que

Qa; Un—l_'_ ap Un
~—~

Cn

(13)



4. SISTEMAS DE GENERADORES 25

n
(TS <{U1,U2,...,’Un}> — U= Zaivi
=1

n

= u=aw; + Zai(wi —w;_1)
i=2

IS
I
B
2
s
g

¢ Conclusién:

<{U1,U2,...,’Un}> C <{w1,w2,...,wn}) (14)

4 Finalmente, de (13) y (14). Sigue que

({v1,v9, ..., 0, }) = {wy,we, ..., w,})

(3) Si consideramos los conjuntos de polinomios

U= {p(z) = ao + a1x + as® + a3z’ € R3[z] | ag — a1 =0 A ay —az =0} y
W = {q(x) = by + b1z + bax® + bza® € Ryx] | bo + by = 0 A by + b3 = 0} entonces

(a) U< Rsla] y W < Rsla]
En efecto

Usaremos la técnica de los generadores para mostrar que tanto U como W son subespacios

p(z) €U <= p(a) =ao+ a1z + az® +asr® € Ra[x] A ag—a; =0Aay —az =0
< p(r) = ap+ a1v + ayr® + azz® € Ry[x] A ag = a1 Aay = as
<« p(x) = ag+ apr + asr® + agx® A ag ER A ay €R
— plr)=ag(l+z)+as(z®+2%) A ag€R A ay €R
— p(z) € {1+ z,2* +2°})

Es decir,

U = ({1+z,2>+2%}) <R3]

Analogamente,
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p(x) €W <= p(r) = ao+ a1z + asx’ + azz® € Ry[x] A ap+a1 =0Aaz+az =0
< p(x) = ag+ a1x + ar® + azz® € Ra[z] A —ag = a; A —ay = as
< p(x) = ag— apx + ar® — asr® A ag €R A ay €R
< plx)=ag(l —x) +ay(z® —2°) A ag €R A ay €R
= p) € ({1-z,2" —2%})

Es decir,

(b) R3[z] =W U
En efecto

Ahora para mostrar que R3[z] = USW, debemos resolver en primer lugar la ecuacién

plx) = w+u (weW A uel)
= (1 —a)+c(a? — o) +e3(1 4+ ) + eu(a® +2°), (Para p(z) € Rs[z])

7 7
g g

Entonces
ap + a1z + agx® + azx® = c1(1 — ) + ca(a? — %) + c3(1 + ) + cu(2® + 2°)
= c—Ccz+ 02x2 — c2x3 +c3+ c3x + C4SL’2 + C4SL’3
= 434 31 — T + ar? + r? — cx + eux®
= c1+es+(cg—c)r+ (cg+ca)x® + (cq — )2
Asi que,
g — ap
cT =
c1+c3 = ag c3 = aO%al
—ate = e aggag
Co+cCcy = ao C =
—CQ—I—C4 = das a242ra3
Cqy =
2
Luego,
2 3 ap — aq Az —asz, o 3 ao + aq a9 + as 2 3
ap + a1 + ar” + azr® = 5 (1—2z)+ 5 (z° —2°) + 5 (1+:L")+T(:E + 2°)
ew e
Por tanto,
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En segundo lugar, debemos mostrar que W N U = {Og,[y }. Para ver esto hacemos

p(z) e WNU <= p(x) e WAp(x) e U
= plr) =bi(1 —2) +bo(a® = 2°) Ap(x) = bs(1 + x) + ba(2® + 2°)
= by — bz + byx® — box® = by + by + by + bya?
< (by =b3) A (=by = b3) A (b =by) N (—by = by)
< by=b3=0Aby=0b=0
< p(x) = O,y
De donde sigue lo pedido, WN U = {Og,[,}

(c¢) A partir de U y W, obtenemos un sistema de generadores para Rs|x], pues

agp — @ as —a ag +a as +a
ao + ayx + apa? + azz® = = 5 L1l—a)+ 22— )+ 214 2) + == (2 + 1Y)
ew cu
Y,
Ryfa] = ({1—za%—a%1+2,2% +2°))
En particular, en este sistema tenemos que.
ap — ay
2
a9 — a3
2 3 2
[ao + a1z + asx” + aszx }a =
ag + aq
2
as + as
2

5. Dependencia e Independencia Lineal

Siempre con la idea de fondo de construir un procedimiento finito que determine rapida y eficien-
temente los elementos de un espacio vectorial, y considerando que ya tenemos una representacion
via el concepto de Sistema de generadores, ahora queremos garantizar que esta representacion ”es
segura.”

Para ello iniciamos nuestro anélisis considerando un sistema de generadores a@ = {vy,vs,...,v,} de
un espacio vectorial de V, es decir,

V= <{’Ul,’U2, .. .,Un}>

Equivalentemente, para cada u € V existen ¢y, cs, ..., ¢, en K tal que
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n
v = E CiV; = C1U1 + CoUg + - - - 4 Cr Uy,

i=1

O en lenguaje més pragmatico: Para cada v € V' la ecuacién vectorial

V=TV + TV + - -+ + T, Uy

tiene al menos una solucion en K»

Motivados por lo anterior construyamos ”"una relacion entre la teoria y la préactica.”

Definicién 5.1. Sea oo = {vy,v9,...,0v,} CV un sistema de generadores para V entonces definimos
la relacion [ |, : V— Mg(n X 1) como sigue:

(&1
C n
o= . | eMelax1) =v=Y cueV
: k=1
Cn

Ejemplo 5.1.1. Sia = {(1,1),(1,—1))} entonces a es un sistema de generadores para R?, pues

Tty r—vy
Asi que,
T4y
[(x, y)]a = T 2 Y
2
Ejemplo 5.1.2. Sia = {v1,v9,...,v,} CV un sistema de generadores para V entonces para, w € V,
B ={v1,v9,...,0,,w}, también genera V, y
(&1
Co n
(w]g = : = w = Z kv + 0w ( Pues, a genera V)
cn k=1
0

Por otra parte, tenemos "una fuga de sequridad” ya que existe una representacion diferente para w,
pues

0
0 n

wlg=1] : @»w:ZO-ka-w
0 k=1

—_
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Observacion 5.1.3. Para caracterizar esta ”fuga de sequridad”, supongamos que o = {vy,va, ..., vn}
es un sistema de generadores para V y que u € V tiene dos representaciones diferentes en este sis-
tema entonces debemos tener

(1) u= Zakvk yu= Zbkvk
k=1 k=1

(2) Si estas representaciones son distintas entonces existe (i;1 < i < n) tal que a; # b;

(3) Luego, tenemos que

Z arV = Z by, — Z(ak — bk)’Uk = Oy
k=1 k=1 k=1

— (a1—bl)v1+(a2—bg)v2+---+(a,~—bi)vi+---+(an—bn)vn:OV
#0

Asi que, el Oy se escribe, al menos de dos formas diferentes

OV = 0U1+0U2+"'+0Un

= (a1 —bl)’Ul -+ (CLQ —bg)’UQ‘i‘"'—'—(CLi—bi)’Ui—'—"'—i‘ (an—bn)vn
N—_——
#0
Conclusion 5.1.4. Si un vector u € V se representa en mds de una forma, como combinacion
lineal de los elementos de o entonces el vector nulo Oy se representa en mds de una forma, como
combinacion lineal de los elementos de a.

Luego, en virtud de nuestra logica, podemos decir que: Oy, se escribe de una unica forma como
combinacion lineal de los elementos de o entonces todo vector del espacio posee la misma propiedad.

Definicién 5.2. Sea V un K espacio vectorial, y o = {vq,vg,...,v,} C V. Diremos que a es un
conjunto linealmente independiente en V si Oy, se escribe de una unica forma como combinacion lin-
eal de los elementos de o, en simbolos Li. Caso contrario diremos que o es un conjunto linealmente

dependiente, en simbolos Ld.
Es decir, a es Li en'V Si

a;v1 + agvg +asvs+ -+ apyv, =0y = a1 =a3=---=a, =0
Ejemplo 5.2.1. Sia = {1,14+z,1+z+2*} C Ky[z] entonces a es Li en Ka[z].
En efecto

De acuerdo a la definicion. Si suponemos que ay - 1+ as(1 + x) + az(1 + x + 2?) = Ok, [y entonces
debemos mostrar que a; = as = az = 0. Por tanto,
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a1-1+a2(1+z)+a3(1+x+x2):OK2M = a1 + as + asT + as + azx + azz? = 0 + 0z + 022
= (a1 +ag +a3) + (a2 + az)x + azz® = 0+ 0z + Ox

a) +as+a3 = 0
- as +az = O:>a3:a2:a1:0
a3 = 0

2

Luego, o es Li en Kyz]

Ejemplo 5.2.2. Si 3 ={1,1+z,1+x+221—x—22%} C Kylx] entonces ;  es Li ¢ Ld en Ky|x]?.
Estudiemos el problema

Supongamos que ay - 1 + as(1 + x) + az(1 + z + 22) + as(1 — x — 22%) = O,y entonces

ai + ag + asx + as + asx + asr? + ay — agx — 2a42% = 0+ 0z + 02?2 —
(a1+a2+a3+a4)+(a2+a3—a4)x+(a3—2a4)x2:0+OI+0932<:>

a;+ag+as+ag = 0
g +as —ag = 0 (*)
a3—2a4 =0

Luego, ( es Ld en Kylz|, pues, si A es la matriz de coeficientes del sistema (%) entonces p(A), puede
ser como mdximo 3, y el numero de incognitas es 4 de donde siguen que el sistema tiene infinitas
soluctones.

Podemos determinar esas soluciones:

1 11 1 1 00 2 1 00 -2

011 -1 (l1—>l1—l2) 01 1 -1 (lg—)lg—lg) 010 1

001 =2 001 =2 001 =2
Las infinitas soluciones son de la forma: a1 = —2a4; as = —ay; a3 = 2a4 y su expresion es de la
forma:

040z + 02 = —2a4 —as(1+2)+2a4(1+2+2%) +as(1 — 2 —22%) (ag € K)

6. Base y Dimensién

Ahora tenemos construidas y listas para usar, las piezas precisas para garantizar la existencia y
unicidad de una representacion como combinacién lineal, para cada vector de un espacio vectorial.
Partimos con la siguiente:

Definicién 6.1. Sea V un K espacio vectorial, y o = {v1,va,...,v,} C V. Diremos que o es una
base para el espacio vectorial V si

(1) « es un sistema de generadores para V
(2) « es un conjunto linealmente independiente en V



6. BASE Y DIMENSION 31

Es decir, para cada uw € V existen unicos escalares ay, as, ..., a, tal que

n
u = E a;V; = a1V + oV + - - - + ap vy,
i=1

Equivalentemente, la funcion

a1
[Ja V. +— Mg(nx1 | @ R
0 — [, ; donde [u], = : = u= ;akvk
an, -
Es una biyeccion
Ejemplo 6.1.1. 51V = K" entonces
c(n) ={eg, e9,...,6,}
La llamaremos la base canonica de K", pues;
T1
)
(1,9, ..., Tn) = X101 + Tola + -+ Tpe, = [(T1,%2,. .., Tp)]en) =
Tn

Ejemplo 6.1.2. 51V = Mg(n X s) entonces
m(nxs) ={E; | (1<i<n)(1<)<s)}

La llamaremos la base candnica de (M)k(n X s), pues por ejemplo paran = s = 2

<I11 113'12) — xllEll + 1’12E12 —+ $21E21 + I22E22

Ta1  T22
10 0 1 00 00
- (o 0)“”12 (o 0)“”21 (1 0)“722 (o 1)

Ejemplo 6.1.3. Si V = K[z]| entonces
p(oo) = {1,z 2%, ...}

La llamaremos la base candnica de los polinomios con coeficientes en el cuerpo K, pues genéricamente
un polinomio se escribe como,

pz)=ao-1+ay-x+ay-2>+ -+ aa’; (teN)
En particular,
p(n) ={1,z,2% ...,2"}; (n€N)

La llamaremos la base candnica de K, [z], el espacio vectorial de polinomios hasta de grado n.

Ejemplo 6.1.4. En K", sea o = {vy,v9,...,v,} una base entonces
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ca={c-vi,c-vy,...,c v,}, es una nueva base de K", para cada ¢ € K — {0}
n

at ={v, v +vg,.. ., E v;}, es una nueva base de K"
i=1

J
o En general B = {wy,ws,...,w,}, donde w; = Zaivi, para (ay,as,...a,) € K" fijo, es una

base de K™

Ejemplo 6.1.5. Sea V = {f : [-7, 7| —> R| tal que f continua }. Si definimos el subespacio de V

W = ({1,senz, cos z, sen 2x, cos 2z, . . ., Sen nx, COS NI })
entonces a = {1,sen x, cos x,sen 2z, cos 2z, . .., sennx,cosnzc}, es una base de W, para cada n € N
Teorema 6.2. Sea V un K espacio vectorial y o« = {vy,va,...,v,} una base de V entonces cualquier

subconjunto de V' que posea mas de n-elementos es linealmente dependiente

En efecto

(1) Sea o = {wy,v9,..

S Un} una base de V, y = {wy,we,...,ws} CV, donden <s

(2) Supongamos que cywy + cowy + czws + - -+ + csws = Oy

(3) Como « es una base entonces en primer lugar, cada elemento de V tiene representacion como
combinacion lineal de sus elementos (Es un sistema de generadores). Asi que en particular para
cada w; (1 <1 <'s) tenemos que

wy

Ws

= 111 + 12V + -

= Q21V1 + AUg + + -+

= a;1V1 + apvy + - --

= Qg V] + QgoU + - -+

+ A1nUn

+ Q2nUn

+ AinUp

+ AsnUp

C1Wy

CoWa2

CiW;

CsWs

14111 + -+ - + C1G1,Vy

CoG21V1 + + + - + Col2p Uy

CiQi V1 + + - - + CiQinUp

CsQs1V1 +-+ CsQsnUp

Ov

S S
g iy | v+ -+ g Cilin | Up
i—1 i=1
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En sequndo lugar, a es linealmente independiente en'V, asi que, forzosamente debemos tener que

S
Z ciain = 0 aiic1 +agca + - +agecs = 0
i=1 a12C1 + A922Co + -+ Ag2Cg =0
s .
E Ciiy, = 0 a1pC1 + A2pCo + - - + AspCs = 0
i=1

Como n < s entonces el sistema homogéneo (xx) tiene infinitas soluciones, es decir, el conjunto
[ es linealmente dependiente.

Corolario 6.2.1. Todas las bases de un espacio vectorial tienen la misma cardinalidad, es decir el
mismo numero de vectores.

En efecto

Supongamos que o = {vy,v9,...,0,} y B = {wi,ws,..., v} son dos bases del espacio vectorial V.
Aplicando el contenido del teorema 6.2 tenemos dos casos simultaneos que analizar,

(1) Si v = {v1,v9,...,v,} es una base entonces n es el numero mdzrimo de vectores linealmente
independientes, asi que si B es otra base entonces su niumero de vectores linealmente indepen-
dientes m debe ser menor o igual que n

(2) Si B = {wi,ws,...,wy,} es una base entonces m es el numero mdzimo de vectores linealmente
independientes, asi que si a es otra base entonces su numero de vectores linealmente indepen-
dientes n debe ser menor o igual que m.

(3) Asi que n =m, pues ambos son nimeros naturales.

Definiciéon 6.3. Si V es un K espacio vectorial. Llamaremos dimension de V sobre el cuerpo de
escalares K a la cardinalidad de una base de V, y la notaremos por dimg (V)

Ejemplo 6.3.1. Usando la informacion acrisolada en los ejemplos, y observaciones anteriores ten-
emos que:

(1) dimg (R?) = n; pues card(c(n)) = n

(2) dime(C") = n; pues card(c(n)) = n

(3) dimg(C) = 2;

(4) dimg (K, [2]) = n + 1; pues card(p(n)) = n + 1
(5) dimg(K[z]) = oo; pues card(p(o0)) = oo

(6) dimg (Mg (n X s)) =n-s; pues card(m(n X s)) =n-s
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Teorema 6.4. Sea V un K espacio vectorial tal que dimg(V) = n, y a = {v,v9,...,0,} C V
entonces

a linealmente independiente <= « sistema de generadores

En efecto

FEtapa 1. (=>). Por demostrar que o Li entonces o genera V.

Del contenido del teorema 6.2 sugue que el conjunto B = {vy,va, ..., vy, u} es linealmente dependiente
(Vu;u € V).
Luego, existen escalares ai, as, . . .,an11, no todos nulos tales que a;vy+asve+- - -+ a,vy+ap11u = Oy.

e Sia,.1 # 0 entonces

a1v1 + agUy + - -+ apVy, + apu =0y = a1v1 + agUe + - - -+ AUy = ApiU

ai Qg
= — UV +—— Vo + -+
Ap+1 Ap+1 Ap+1

Qn

Up = U
Ast que a en este caso genera V

e Sia,i1 =0 entonces
a1v1 + AV + -+ + ApUy + Qpyp1u = Oy = aqvi +asvy+ -+ ayv, =0y
— a;=ay=-=a,=0 (aesLi

Pero entonces contrariamos el hecho de que existen escalares no todos nulos, asi que este caso
no es posible, para esta dimension.

FEtapa 2. (<=). Por demostrar que [o genera V] entonces a Li.

En cualquier caso solo existen dos posibilidades, que o sea Linealmente independiente o linealmente
dependiente.

Pero, si a linealmente dependiente entonces dimg (V) < n, lo cual contradice nuestra hipdtesis. Asi
que este caso no es posible.

Teorema 6.5. Sea o = {uy,ug,...,u,} C K", tal que u; = (a;,a4,...,a;,) entonces a es lineal-
mente independiente si y solo si

ap a1 ... Qip
21 @29 ... Q2pn
azy aszg ... Qa3zp
det g1 Q49 ... Q4pn 7& 0

an1 Ap2 ... Qpp
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En efecto

Supongamos que ciuy + caug + - - - + c u, = Oy entonces

crug + Uy + - -+ Cuty = Ogn = ci(ar1, @i, .. ., 1) + C2(ag1, 2o, . .., agp) 4 -+ +
Cn(a'nla Ap2,y - - - aa'nn) = OK"
a11C1 + Ao1Co + -+ -+ Ap1Cp = 0
A12C1 + Q92Co + - -+ + ApaCyp = 0
e
A1pC1 + A2pCo +  + - + AppCp = 0
aipr ao1 ... Qp1 C1 0
a1 A29 ... QAp2 (&) 0
— = (%)
A1y QAop -+ Opn C, 0
El sistema (x) tiene solucion tinica, ¢y = co = -+- = ¢, = 0 si y sélo si la matriz de coeficientes del

sistema homogéneo es invertible. Es decir

ar a2 ... Qip aijr a1 ... Qin
21 A2 ... (Q2pn Ao91 @29 ... Q9pn

det | .7 . . =det | .7 . . # 0
Apn1 Ap2 ... Qpp Anp1 Ap2 ... Qpp

Conclusion 6.6. Frente a nuestro objetivo consistente en ” determinar rapida y efectivamente a los
elementos de un espacio vectorial”, podemos decir lo siguiente:

(1) Un espacio vectorial hay que entenderlo respecto de una base (o = {vy,va,...,v,}), 0 "sistema
de referencia” o "reglas del juego”.

(2) como | ]a es un biyeccion entonces llamamos coordenadas de uw € V a [u], € Mg (n x 1), y a este
ultimo lo llamamos espacio coordenado.

(3) Asi que un espacio vectorial puede ser de ahora en adelante, identificado como una estructura
hibrida, formada por dos partes equivalentes, pero con funciones diferentes y muy precisas.

En efecto

(V, ) Teoria:Combinaciones lineales

Ve $lla 1

Mg (n x 1) Prdctica: Coordenadas
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(4) EI problema que aparece, y por tanto hay que abordar mds adelante es: ;Como se relacionan
dos triadas diferentes?. Es decir

(V,a) (V. 5)
Fla — L1
Mg (n x 1) Mg (n x 1)

6.7. Ejercicios Propuestos de Base.
(1) Determine el conjunto

S ={(a,b) € R* | (=2,b,1) € ({(a,0,2), (4,a, —2), (—2a, —2,a)})}

(2) Determine si los siguientes conjuntos son subespacios en el espacio vectorial correspondiente.
En caso afirmativo, determine una base para el subespacio.

(a) W={(a,b,c,d) e R* | > +1* — * — d* = 0}

(b)Wz{(Z Z) GMR(Q)Ha:dAb:OAc:Qd]}

(c)W:{BeMR(QHB-(; }):(; })-B}

(3) Sea a = {wy,v9,...,v,} una base del K espacio vectorial V. Demuestre que

B = {wy,ws, ..., w,} tal que w; = avy +v; (i =1,2,...n), (a € K) es una base de V

(4) Siaz{(i ?),(? é),(i g),(i i)}CMR(Q) entonces determine el conjunto

B ={a € R|a No es una base de Mg(2)}

oma= (0 ( (4 31 8)) e

(a) Demuestre que « es una base de Mg(2)

(b) Determine [( Z Z)L

(6) Dado el sistema lineal

—2!13'1 + To + I3 = a
rT — 21’2 + r3 = b (*)
Ty + x93 — 23 = c

(a) Demuestre que W = {(a,b,c) € R? | (x) Tiene solucién } < R?

(b) A partir de una base del subespacio W obtenga una base de R?
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7. Coordenadas y Matrices

El problema que abordaremos es exactamente, ; Como se relacionan dos triadas diferentes?. Es decir
. Qué relacion existe entre los sistemas de gestion de la informacion determinados por las bases a 'y 87

En simbolos tenemos

(V) (V. 8)
?
Hla — s
_MK(’H,Xl)_ _MK(TLX]_)_
Equivalentemente, si a = {vy,va,...,0,} v B = {wy,ws, ..., w,}, para cada u € V tendremos que
u:ZaivieV — u:ZbiwieV
i=1 =1
\J \J
a b (15)
a2 by
[ul, = : €Mg(nx1) — [u], = : € Mg(n x 1)
(079 bn

Luego (15), nos sugiere que debemos generar un proceso que transforme coordenadas en la base «
en coordenadas en la base (3.

7.1. Propuesta de Estrategia. Para analizar esta situacién, verificaremos directamente el com-
portamiento de la funcién [|,, (donde v es una base cualquiera del espacio), con respecto a las reglas
bésicas con que se generan los vectores. Es decir:

(1) Mostraremos que la funcién | | ,» para cualquier base vy = {z1,29,...,2,} de V| respeta las ope-
raciones del espacio V. Es decir que (Vu;u € V), (Vo;v € V) y (VA; A € K), se verifican:

(a) [utol, =ul, +[v],
(b) [Aul, = Alul,
En efecto

n

Siu= Z CiZi YU = Z d;z; entonces u + v = Z(Cz + d;)z;. Asi que

i=1 i=1 =1

n

c1 + d1 C1 d1
Co + dg Co dg
[u + v],y = ) : )

¢, +dy, Cn d,
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n

Anélogamente, si A € K entonces \u = Z()\cz)zl Por tanto
i=1

)\Cl C1
)\CQ Co

[Aul, = : =AU | =AM,
Acy, Cn

(2) Siguiendo la idea propuesta por el diagrama (15). Apliquemos la funcién [ ],, a los elementos
de la base a.. Es decir

A1
n
A2
Vg = A15W1 + QoW + A3W3 + + + + + ApsWy, = g AisW; = [vs]ﬁ = ) (1<s<n)
i=1
a’nS

(3) Ahora usemos la informacién acopiada, en el caso general, es decir si u € V y u = E CsUs

s=1
entonces
A1s a1 @12 A1n
n n n
A2s a21 @22 Qon,
[u]ﬁ = § CsUsg = E Cs[vs]ﬁ: E Cs . =0 . + Co . +---4cy .
s=1 8 s=1 s=1 . . . :
Ans an1 Apn2 Ann
a1 12 T Qi
ciaq1 + coaio + - - -+ Ccpay oy (o3 e a Cq
n
C1a91 + CoQ99 + -+ CnQon . Co
’ an1 an2 T Ann ’
C1Qp1 + Colpo + -+ - + Cplpy, ~— O~ N~~~ Cp,
[UI]B [vz]g [vn]g H,—/

[ula

(4) Ya henos encontrado la relacién, como era de esperar una matriz, que traslada la informacién
de una base a otra, asi solo resta que la denotemos formalmente, porque incluso ya sabemos
como determinarla.

Definicién 7.2. La matriz de orden n, [I1° = ([vi]p [va]s - - - [valp), se llamard la matriz cambio de
base de o para 3

FEquivalentemente,
a; a2 ... Qip
as; Qs ... G
7l B _ 21 (22 2n
(0%
Ap1 Ap2 ... Qpp

Ademas hemos mostrado el siguiente importante resultado
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Teorema 7.3. Si 'V es un K espacio vectorial de dimension n, a = {vy,vq,...,0,} ¥y
p = A{wy,we,...,w,} son dos bases entonces
1oy =y (VuueV) (16)
Corolario 7.3.1. Si'V es un K espacio vectorial de dimension n, o = {vy,v9, ..., 0.} ¥
-1
B = {wi,wa, ..., w,} son dos bases entonces [I)7 € U(Mg(n)) e <[[]§> = [I]5
En efecto

En primer lugar, (Vu;u € V) tenemos que:

Y en segundo lugar,

Conclusion 7.3.2. Lo anterior puede ser sistematizado a través del siguiente diagrama.

n 1 n
U= E civ; € (V, ) M (V,5) D u= E d;w;
i=1 =1

l [ o [1s) J

Co dsy

[u], = : € Mg(n x 1)—B>MR(n x1)> : = [ulg
. 1)’ .

Cn dn

7.4. Ejercicios Propuestos de Coordenadas.
(1) Sia={r,3+2%2+22*} CRyxry B={x+3,2—2,2>+ 1} C Ry[x] entonces

(a) Demuestre que o y 3 son dos bases de R3
(b) Determine
(i) [6 — 42 + 82%, A [6 — 4z + 82?5

(i) [9—z+T72%]5 A [9—z+ T2,
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(iii) (13 v [1]5
(c) Muestre que
(i) [115[6 — 4x + 82?], = [6 — 4z + 82?|5

(il) (I3[0 — 2z +72* |3 =[9 — 2+ T2? |,

1 -1 2
(2) Sea B ={(1,1,1),(1,0,1),(0,1,1)} unabasede R, y A= | 3 0 1 | € Mg(3). Determine,
2 =2 4

si es posible, una base « del tal forma que A = [I]?. Si es posible exhiba una tal base a, si no
justifique con precisién meridiana su respuesta.
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8. Situaciones de Desempeno: Espacios Vectoriales

8.1. El objetivo de esta seccidon es presentar al Estudiante ” Situaciones Problematicas”
que le permitan:

(&) Estimular la comprension de lectura en problemas mateméticos.
() Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

() Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucién de problemas que envuelven concep-
tos matematicos.

(&) Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojala eficiente), para responder al problema planteado.

(&) Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades
bésicas que debe conocer, y "en lo posible haber aprehendido” de los topicos analizados.

8.2. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

(x) Lea cuidadosamente el problema.

(%) Reconozca lo que es informacién (dato), de lo que es ”incognita”, o lo que a usted se le consulta.

(%) Trate de entender en la forma mas clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede
usar ”sinénimos matematicos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto

nunca esta de mas.

(¥) Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento
de lo que debe probar.

8.3. Situaciones de Desempeno Propuestas:

n

(1) Demuestre que W = {p(m) = Z a;7" € R[] | iiai = O} <R, []

(2) Sea W = {p(x) = ap + a1z + a;g | p(1) = 0}. Del;ouestre que W < Ry[z]

(3) Sean Wy = {(z,y,2) /20 —y—2=0} CR3> y Wy = {(x,9,2) /2 +2y+32=0} CR3
(a) Demuestre que W; < R® para (i = 1,2)

(b) Demuestre que W; N W, < R3

(c) { Es Wy UW, < R3?

(4) Sea W, = {A = < i ) € Mg (2) | a1y + age = o} C Mg(2)
21 (22
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(a) Demuestre que W; < Mg(2)
(b) Determine Wy < Mg(2) tal que Mg(2) = W; & W,
(5) Sea W = {(z,y,2,t) € R* | x + 2y — 32 = 0}
(a) Demuestre que W < R*

(b) Determine una base de W

(6) Sea V un K espacio vectorial y a« = {wy,...,v,} € V. Si 8 = {wy,...,w,} C V tal que

k
wy = E 1w; para cada k =1,2,...,n entonces demuestre que
i=1

({v1,v9, ..., v }) = {wi,wa, ..., wy})

(7) Sea C[—m, 7] = {f : [-m, 7] — R | f Derivable en el intervalo [—m, 7]}. Demuestre que
a = {l,senz,cosz} es un conjunto linealmente independiente en C|—, 7]

Recuerde que C[—m, 7] es un espacio vectorial con las operaciones:

o (f +9)(x) = f(z) + g(x), para x € C[—m, 7],
o (A\f)(z)=Af(x), para A e Ry z € C[—7,7]

(8) Sean V un K espacio vectorial tal que dimg(V) = ny a = {v1,vs,...,v,} una base de V.
Demuestre que
B ={uy,us,...,u,} tal que us = Z v, (para 1 < s < n) es un sistema de generadores de V
r=1
(9) Sea o = {wvy,v9,...,v,} un conjunto Li en el R espacio vectorial V. jEs 8 = {wy,ws, ..., w,}
un conjunto LI en V?. Si w; = avy + v, para (i =1,2,...n) y a # —1 es un escalar fijo.

(10) Sea V un K espacio vectorial y a = {vq, v9, -+ ,v,} C V. Demuestre que
abase de V. = [ ={wj,wsy, -+ ,w,} es una base de V, donde w; = Zvj (1<i<n)
7=1
(11) Sea o = {wy,v9, ..., v, } una base del espacio vectorial real V. Define el conjunto 8 = {wy, ws, ..., w,}

j
tal que w; = Z 2v;, para 1 < j < n. Demuestre que 3 es también una base de V.
i=1

1 -1 2
(12) Sea 8= {1,1 — 2,1 — 2°} una base de Ry[z], y A= 3 0 1 | € Mg(3). Determine, si es
2 =2 4

posible, una base a de Ry[x] del tal forma que A = [I]%. (Si es posible exhiba una tal base «,
si no justifique con precisién meridiana su respuesta)
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(13) Sea V un K espacio vectorial tal que dimg(V) = n. Considere a = {vy,v9,...,v,} C Vy
S

B ={ur,us, ... u,} CVtal que ug = vpi;, paras =12 ...n.
i=1

(a) Demuestre que a base de V= 3 base de V

(b) Determine [/ ]g

(14) Sea a = {vy,v7,v3} una base de R3. Si o = entonces determine la base «

O~
< >~ W
— o O

(15) En Ry[z], considere las bases a = {x,2? + 3,222 + x} y f = {z + 3,2 — 2, 2% + 1}.

(a) Determine [I]5 y [I]§
(b) Determine [1 +z + 22|, y [1 +x + 2?3

(16) Considere las bases a = {(1,—2,0),(0,1,0),(1,0,1)} y 8 = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} de R3.
Determine [I]5 e [I]%

(17) Si P(2) ={l,z,2*} ya={1+z+2* -2 —x+ 2% —1 + z + 2*} dos bases de Ry[z] entonces
determine [I ]5(2) e I3

18) Siay 8={(1,0,1),(—1,1,0),(0,0,1)} son dos bases ordenadas de R? tal que
(18)

1 -1 1
2 = |0 -2 1
1 11

Es la matriz de cambio de la basea para la base S entonces determine la base .

(19) Sia={(2,1,2),(4,—1,0),(1,2,2)} es una base de R*, y u = (1,2,3) entonces determine [u],
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9. Solucién de Situaciones de Desempeno: Espacios Vectoriales

(1) Demuestre que W = {p(:)s) = Z a;7" € R, [7] | Ziai = O} <R, [z].
i=0 1=0

Solucién

p(x) eW = px ZCME € R, Zza,—o

Za,z € R, Zza,—()

— p(x):a0+a1x+2aixi A alz—Ziai

=2 1=2
— px)=ao+ (— Zz’ai) T+ Z a;z’ (%)
i=2 i=2
Ahora, procedemos a estudiar la relacién polinomial expresada en *
Z a;xt + < Z za2> = (ag2® + asx® + - + a,2"™) — (2092 + 3azx + - - - + na,x)
=2

= ay(2® —27) +az(2® — 37) + ag(z* —42) + -+ a, (2" —nx) (%%
Retornamos a (x) a la luz de lo obtenido en (k%) y nos resulta que

p(z) €W <= p(x) =ag+ ax(x® — 27) + az(x® — 37) + ay(a* — 42) + -+ + a, (2" — nx)
— plx) € {1,(2* —22), (2* — 32), (2* — 4x),..., (2" — nz))

Luego,
W = ({1,(z* —22),(2* - 32), (z* — 42),..., (2" — nx)) = W < R, [7]
(2) Sea W = {p(x) = ag + a1 + azz* | p(1) = 0}. Demuestre que W < Ry|[z]
Solucién
Etapa 1. p(z) =0+ 0x + 02? € Ry[z] y p(1) =0+0-1+0-12 = 0.
Luego (0) € Wy W # ().
Etapa 2. Sean p(z) € Wy q(x) = by + b1 + byz* € W entonces

p(z) €W <= p(z)=ap+ax+ az® € Ryfz] Ap(1) =0
< p(z) = ag + a17 + ayr® € Ry[x]A <= ag +a; +a; =0

q(z) = by + by + box® € Ry[z] A q(1) =0

<
< q(l’):bo+bll’+b21’26R2[£L’]/\bo+bl+b220
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entonces

p(z) +q(x) = (ag+bo) + (ay + b))z + (ag + by)a® € Ryla] y

p(1) +q(1) = (ag+bo) + (ay+by) -1+ (ay+by)- 12
= (ap+by) + (a1 + by) + (az + ba)

(ap + a1 + az) + (bo + by + bo)
= 040

0

Luego, p(z) + q(z) € W.

Etapa 3. Sean p(z) € Wy A € R entonces
Ap(z) = Aag + Aayx + Aagzr® € Rylz] v

Ap(1) = Aag+ Aap - 1+ Aay - 1°
= Aag + \a; + Aao
= Mao+ a1 + az)
= A0
= 0
Luego, Ap(z) € W, y W < Ry|x]

(3) Sean Wy = {(z,y,2) /20 —y—2=0} CR3 y Wy = {(x,y,2) / z+ 2y +32 =0} C R%.

(a) Demuestre que W; < R? para (i = 1,2)
Solucién
Etapa 1. W, # ), pues (0,0,0) e R3y 2-0—0—0=0. Asf que (0,0,0) € W,

Etapa 2. Sea u € Wi y v € W; entonces

ueW, <— u:(xl,yl,zl)ER3A2x1—y1—z1:O
’UEWl < U:(l’g,yQ,ZQ)eRg/\Ql’g—yg—ZQ:O
entonces

u+v = (1422, + Y2, 21 +20) ERY y

2@ +x2) — (1 +y2) — (21 +22) = 200+ 22— Y1 — Y2 — 21 — 22
= (221 —y1 — 21) + (222 — Y2 — 22)
= 040
= 0
Luego, u +v € W,

45
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Etapa 3. Sea u € W; y A € R entonces

M = Az, Ay, Az) €R? oy

(2)\1’1 — )\yl — )\Zl) = )\(21’1 — Y1 — Zl)
= A0
0
Luego, \u € W; y W; < R3

Anélogamente, para Wy tenemos que
Etapa 1. Wy # ), pues (0,0,0) € R3y2-0+2-0+3-0=0. Asi que (0,0,0) € W,

Etapa 2. Sea u € Wy y v € W, entonces
ueW, <= u=(v,y,2) ER* Az +2y +32, =0

vEW, <= v=(Tg,12 %) ER*Azy+2y+32% =0
entonces

u+v = (1422, + Y2, 21 +20) ERY y

(T14+22) +2(11 +v2) +3(21 + 22) = 1+ 22+ 2y1 + 2y2 + 321 + 329
= (214 2y1 +321) + (22 + 2y2 + 329)
= 0+0
= 0
Luego, u +v € W,

Etapa 3. Sea u € Wy y A € R entonces

M = Az, Ay, Az) €R? y

()\LL’l + 2>\y1 + 3)\21) = >\(SL’1 + 2y1 + 321)
A-0
=0

Luego, \u € Wy y W, < R3
(b) Demuestre que W; N'Wy < R3
Solucién

Etapa 1. Wy N'W, # (), pues del ejercicio anterior, (0,0,0) € Wy y (0,0,0) € W,
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Etapa 2. Sea u € Wi "Wy y v € W; N W, entonces

ueW NWy, <— u:(l'l,’yl,zl)ERg/\UEWl/\UGWQ

— u=(r,y,21) ER*AN20 — 9 —2; =0A2; +2y; + 32, =0
’erlﬂWQ < ’U:(LL’Q,yQ,ZQ)GRg/\erl/\UGWQ

< u:(l’g,yg,ZQ)GRg/\QSL’Q—yQ—ZQ:O/\LU2+2y2+3ZQ:0
entonces

utv = ($1+$2ayl+y2721+22)€R3 y
Como W; <R?*y W, <R3 entonces u+v € W, y u+v € Wy. Asi que u+v € W; N W,
Etapa 3. De la misma forma si A € Ry u € Wy N W, entonces Au € Wy N Ws,, y
W, NW, <R3
(C) &ESWl UW2§R37

Solucién

Observen que u = (1,2,0) e Wy yv = (—1,—1,1) € Wy, perou+v = (0,1,1) € W; UW,.
Asi que W, UW, £ R3

(4) Sea W, = {A = ( -z ) € Mp(2) | an + az = o} C Mg(2).

Q21 A22

(a) Demuestre que W; < Mg(2)

Solucién

AeW, «— Az(a” 2

Q21 A22

Q21 A22

1 01 0
< A:all(o . )+CL12(O O>+a12<1

< A: < G112 ) - MR(Q) /\CL22 = —ai1
0
1

o= ({(4 )

0
0
(b) Determine Wy < Mg (2) tal que Mg(2
Solucién

Etapa 1. Sea Wy el subespacio de Mg(2) pedido.
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Etapa 2. MR(Q) =W, eW, = dlmR(MR(Q)) = dlmR(Wl) + dlmR(Wg)

Luego, 4=3+4+ dimR(Wg), y dlmR(Wg) =1

Etapa 3. Basta escoger Wy = <{< (1] )}>7 pues:
1 0 01 00 10
az{(o —1)’(0 O)’(l O)’(O 1)},esunabasedeMR(2)

(5) Sea W = {(x,y,2,t) € R | 2 + 2y — 32 = 0}.

O =

(a) Demuestre que W < R*
Solucion
ueW <= u=(z,y,2t) cR* ANz +2y—32=0
— u=(z,y,2,t) ER*ANz=—-2y+32=0

u=(
= u=(-2y+32y,21) A (y,21) €ER’
= u=y(-2,1,0,0) + 2(3,01,0) + £(0,0,0,1)

Luego W = ({(-2,1,0,0), (3,0,1,0),(0,0,0,1)}) < R*
(b) Determine una base de W
Solucién

Sia={(-2,1,0,0),(3,0,1,0),(0,0,0,1)} entonces o genera W y para ver que es Li hace-
mos lo siguiente,

a1(—2,1,0,0) + ay(3,01,0) + a3(0,0,0,1) = (0,0,0,0)
\[%
(—2a; + 3ag, ay,a9,a3) = (0,0,0,0)
%
a1 = a2 = a3z = 0

Asi que «a es una base W
(6) Sea V un K espacio vectorial y a« = {vq,...,v,} € V. Si g = {wy,...,w,} C V tal que

k
wy = E 1; para cada k =1,2,...,n entonces demuestre que
i=1

({v,v9, ..., 0, }) = {wy,we, ..., w,})

Solucién
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Etapal. Debemos demostrar que ({vi,vs,...,0,}) = ({wy,wo,...,w,}). Es decir debemos
mostrar que ({vy,ve,...,v,}) C ({wi,wa, ..., w,}) vy {wr,we, ..., w,}) C ({v1,09,...,0,})

Etapa 2. Gestién de la informacion

(a) En primer lugar, sabemos que

n
u € ({vg,ve,...,0,}) = u:Zaivi (a, e K:1<i<n)
i=1

vE({wl,wg,...,wn}) S v:Zble (bZEKlgzgn)
=1

(b) En segundo lugar,
wy = U
k Wy = v+ 2’02
wk:Zivi; (k=1,2,...,n) = w3 = U1+ 203+ 3v3
w, = v1+2vy+3v3+---+nv,
Luego,
Hwi,wa, .. ywy}) C ({or,v9, .., v0})

(¢) En tercer y ultimo lugar,

v = wp
W= 0 v, = L2
wy = v+ 2’112
. Wz — W2
Wws = U1—|—2'U2—|—3’U3 = U3 = T
w, = U1—|—2’02—|—3’U3+"'+n’0n Wy, — Wp—1
UVp = ———————
n
Luego

({v1,v2, ..., 00 }) C {wy,wa, ... wy})

(7) Sea Cl—m,7| = {f : [-m, 7] — R | f Derivable en el intervalo [—m,7]}. Demuestre que
a = {1l,sen x,cosz} es un conjunto linealmente independiente en C|[—7, 7]
Recuerde que C[—m, 7] es un espacio vectorial con las operaciones:

o (f+9)(x) = f(z) +9g(x), para x € C[—m, 7],
o (A\f)(x) =Af(z), para A € Ry x € C[—m,7].

Solucién
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Supongamos que tenemos la combinacion lineal nula. a; - 1 + assen x + agcosx = 0 entonces
derivando respecto de x obtenemos el sistema lineal en las variables 1, sen z, cosz.

ay -1+ assen x +ascosx = 0 a Qs as 1 0
O0-14+agscosz—assenx = 0|+ 0 —as ao senz | =1 O
0-1—agsen xr —agcosxr = 0 0 —ay —asg CcoS T 0
-
A

entonces escalonando tenemos que:

aq (45} as aq 0 0 aq 0 0
0 —as as 7 0 —as ao ~ 0 Ao ag
0 —a2 —as 0 —a2 —as 0 —Qas ag
ai 0 O ai 0 0
0 ao03 ag ~ 0 asas CL% — ap=ay=a3 =0
0 —azay a3 0 0 ai+aj

Caso contrario el sistema homogéneo tiene rango maximo y entonces solucion unica, es decir
1 =0,senx =0y cosz =0 (Vz), lo cual es imposible. Por tanto « es Linealmente independiente.

(8) Sean V un K espacio vectorial tal que dimg(V) = ny o = {v1,v9,...,v,} una base de V.
Demuestre que

B ={uy,us,...,u,} tal que us = Z v, (para 1 < s < n) es un sistema de generadores de V.

r=1
Solucion
Sea w € V entonces como « es una base de V existen tinicos escalares ai, as, ..., a, tales que
W = a1V + agVy + - - - + a, v, ()
Pero,

U =V < VU1 =U
Uy = V1 + Vg <= Uy = Uy — Uy

U3 = V] + Vg +V3 < U3z = U3 — Uy

Sustituyendo en (%) tenemos que

w = aiu; + CLQ(UQ — ul) + CL3(U3 — Ug) + -t an(un — un_l)

= (a1 —ag)uy + (ag — ag)us + - - - + ayuy,

Luego 3 genera V.

(9) Sea o = {wvy,v9,...,v,} un conjunto Li en el R espacio vectorial V. jEs 8 = {wy,ws, ..., w,}
un conjunto LI en V?. Si w; = avy + v, para (i = 1,2,...n) y a # —1 es un escalar fijo.

Solucién
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Sabemos que, & = {vy,vq,...,v,} es un conjunto Li en el K espacio vectorial V, lo que opera-
cionalmente se traduce en que
a1 +avg + - +apv, =0y — ag=ay=---=a,=0

En este orden de razonamiento, para verificar la calidad de dependencia o independencia lineal
de B debemos mostrar que

auwy+cwy+---+cuw, =0y = cg=cp=-=c¢c, =0
En efecto, como w; = avy + v;, para (i = 1,2,...n) y a es un escalar fijo entonces
cqwi + cowg + -+ - + cuw, =0y = ci(avy + v1) + ca(avy + v9) + cz(avy +v3) + -+ + e (avy + v,) = Oy
= [alai+ca+ - +cy)+alu+eva+ -+ v, =0y

alcp +ea+-+c)+eg = 0
Cy = 0
e C3 = O
¢, = 0
— ac;+c=0 A ¢cg=---=¢,=0
— (a+1)c;=0 AN c=-=¢,=0
= (a+1)=0Ve=0 A c=-=¢,=0
= cq=c=-=c¢=0 (a#-1)
Asi § es Linealmente independiente en V
(10) Sea V un K espacio vectorial y a = {vq, v9, -+ ,v,} C V. Demuestre que
abase de V. = [ ={wj,wsy, -+ ,w,} es una base de V, donde w; = Zvj (1<i<n)
j=1
Solucién
e Sea u € V entonces como « es una base de V existen unicos escalares, ai,as,...,a, tales
que
U = avy + agUy + -+ + ayv, (17)
e Ahora por la forma de los elementos de [ tenemos que vy = wy y para i = 2,3,...,n

tenemos que
i—1 i

W;i—1 :Z’Uj/\wi:Z’Uj = W; —W;—1 =Y (18>

j=1 j=1

e Sustituyendo (18) en (17) tenemos que

U = ajwy + CLQ(’UJQ — wl) + a3(w3 — U)Q) + -+ an(wn — wn_l)
= (a1 — ag)wy + (ag — az)wy + (ag — agy)wz + -+ + (A1 — ap)Wy_1 + anwy,

Luego, § genera V
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n

e Supongamos que E cjw; = Oy entonces

j=1
Z csws =0y — ZCS (Z ’Uj) = Oy
s=1 s=1 7=1
1 2 n
— C (Z'Uj)‘FCQ (Z’l}]>++cn (ZUj)ZOV
j=1 j=1 j=1
= (aq+c+- )+ (ca+-cp)vo+ -+ (cho1 + Cn)Vn1 + crv, = Oy
ci+ec+-cp = 0
co+-cp, = 0
ol C = =0 (i=1,2,...,n)
Ch1t+cCp, = 0
c, = 0
Asi que [ es linealmente independiente y por tanto es una base.
(11) Sea o = {wy,v9, ..., v, } una base del espacio vectorial real V. Define el conjunto 8 = {wy, ws, . ..

j

tal que w; = Z 2v;, para 1 < j < n. Demuestre que [ es también una base de V.
i=1

Solucién

awy + -+ aw, =0y = 2(a1+ -+ ay)vy +2(ag + -+ ap)vg + - - -+ apv, = Oy

a+as+---+a, = 0
ag+---+a, = 0

— R ( Pues « es Li)
p-1+a, = 0
a, = 0

= a,=0a,_1=---=a; =0 Yy entonces [ es Li

Para mostrar que es un sistema de generadores, hacemos lo siguiente:

Si u € V entonces como « es base existen unicos escalares aq, as, - - - ,a, tal que

n
E a;V;
i=1

n
Ahora 3 genera el espacio V si tiene solucién la ecuacién: u = E bjw;. Pero,
i=1
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n n J
u:ijwj — U:Zb] 221),
j=1 j=1 i=1
n n n n
- U= ij U1 + Zb] Vg + -+ Z bj Up—1 + bj Un
j=1 j=2 j=n—1 j=n

Como la representacion (19) es tinica para u entonces debe suceder que:

bi+by+-+b = a b = a1 —a
b2_|_..._|_bn = a9 b2 = Qa2 —as
R y luego, Do
bp-1+b, = an_ bpo1 = Up_1 — Gy
b, = a, b, = a,

Asi que

u=(a; —ag)wy + (ag —az) wy + -+ + (Qp_1 — Ap) Wp_1 + a, Wy,
1 2 n—1 n

Por tanto genera V, y entonces es una base.

1 -1 2
(12) Sea 8= {1,1 — 2,1 — z°} una base de Ry[z], y A= 3 0 1 | € Mg(3). Determine, si es
2 =2 4

posible, una base a de Ry[z] del tal forma que A = [I]2. Si es posible exhiba una tal base a, si
no justifique con precisién meridiana su respuesta.
Solucién

Supongamos que a = {p1(z),p2(z),3 (z)} es una base de Ry[z], que satisface las condiciones
propuestas en el problema encima entonces por definicién

1 -1 2
o= (m@)]s [p2(2)]s [ps(@)]s) =13 01
2 -2 4
Por tanto,
1
[p1(2)]s = ;) — pi(r) =1+3(1—2)+2(1 —2*) =6 — 3z — 227
-1
[p2(2)]s = (2) = po(r) = —-1+0(1—-2)—2(1—2%) = =3+ 227
2
ps(x)]g=| 1 — p3(2) =2+ 1(1—2) +4(1 —2*) =7 — 2 — 42°
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Entonces
a = {63z —22% —-3+22°,7— 2 — 42}

Pero se debe observar que « no es base, pues es linealmente dependiente por un calculo directo,

0 porque
1 -1 2 1 -1 2
det{ 3 01 |=det{ 3 01 ]=0
2 -2 4 0 00
. Luego, A no puede ser una matriz cambio de base
(13) Sea V un K espacio vectorial tal que dimg (V) = n, Considere los conjuntos o = {vy, v, ...,v,} C

Vy B =A{u,ug,...,u,} CV tal que us = szﬂ_i, para s =12 ...n.
i=1
(a) Demuestre que a base de V.= 3 base de V

Solucién

En primer lugar observamos que los elementos de la base 8 son de la forma:

1

Uy = g Vig1—i = V1 — U1 = u
i=1
2

Uy = E Uoy1—i = U+ S Vg = Uy — U
i=1
3

Us = E V341—4 = U3+ U2+ U1 <~ VU3 = U3z — Uz
= . . . (20)
J

Uu; = E Vjy1—i = 'Uj‘l"Uj_l‘l""‘l"Ul < Vi o= Uj — Uj—1
i=1
n

Up = E Uptl—i = Up+tUp 1+ -+ < Uy = Uy — Up1
=1

En segundo lugar, mostramos que [ linealmente independiente.

Zajuj:() <= auy + aguo + - - + apu, =0
j=1
= av +ag(va+v) + o F (v F U+ v) =0
— (@ +ay+-+a)vi+ (aat+az+ -+ ay)ve+ -+ (a1 + ap)Vp_1 + anv, =0

a+ae+---+a, = 0
as+--++a, = 0

n—1+a, = 0
a, = 0
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Asi que [ es linealmente independiente.
En tercer lugar, mostramos que [ es un sistema de generadores.

Si u € V entonces como « es una base entonces existen unicos escalares ¢y, co, - - - , ¢, tales
que u = ajvy + agvy + - - - + a,v,, pero de acuerdo con (20) tenemos que

u=a1v +ava+ -+ ayv, = u=au + as(ug —uy) + -+ ap(ty — up_q)
= u=(a; —az)uy + (ag — az)ug + -+ + (ap_1 + ap)an_1 + apu,

Luego 3 genera V, y por ende es una base de .

(b) Determine [I]§

Solucién
[I]g = ([ul]a [u2]a [u2]a T [un]a>
11 1 1
01 1 1
= 00 1 1
00 0 1
1 10
(14) Sea o = {vy, v, v3} una base de R?. Si U]gs=| 1 3 4 | entonces determine la base a
0 41
Solucién
110
e = ([(1,0,0)]a(0,1,0)]0 [(0,0,)]a) = | 1 3 4
0 41
Asi que
1
[(1,0,0)]a= | 1 < (1,0,0) = v; + o
0
1
[(0,1,0)]a=| 3 < (0,1,0) = v1 + 3vy + 4v3
4
0

[(0,0,1)]a = 4 < (0,0,1) = 4’112 + v3
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Por tanto, tenemos un sistema que resuelve el problema.

V1 + Vg
v1 + 3vg + 4ug
4vy + v3

)
2’[124—4’113 = (—1,1,0)
; — dumtuvs = (0,0,1)
4’02 + 8’03 = (—2, 2, O)
— du+v; = (0,0,1)
(22 (11 4,
BE\Trr )M T\ T 14
(131 4
R VEE VRV

(15) En Ry[z], considere las bases a = {x, 2?4+ 3,22 + x} y f = {z + 3,2 — 2, 2% + 1}.

B

(a) Determine [I]5 y [I]

B

Solucién

Etapa 1. Por definicién la matriz [I]? se construye como: [I]

B —

«

([2]s [#* + 3] [22% + 2]p)

Etapa 2. Luego, una buena estrategia es calcular en general: [ag + a7 + as2?]5. Asi que

[ap + ayx + ayx?]s =

Luego,

l[ag + a1 + a2x2]5

= ap+ a1z + agr® = bo(x + 3) + bi(x — 2) + by(2® + 1)
S a0—|—CL1£L’—|—CL22L’2:(3b0—2b1+b2)+(b0+b1)$+b2$2
3b0—261+b2 = Q
— by+bh = m
bg = Q2
3b0—2l)1 = Qg — Q2
- bo+bl = a
bg = as
2a, — 3a; —
e by = ay b0:a0+ ay ag; by = ay — ap + as
) )
CL0+26L1—CL2
)
— 3a1 — ag + as (*)
)
a2

Etapa 3. Sustituyendo en la férmula (x), tenemos que:
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2 2
2 2o
5 5

=13 _2 1
5 5 5
0 1 2

Andlogamente para [I]3, tenemos el mismo proceso. (o bien recordar que esta es la inversa
de [1]7)

«

Etapa 1.
Por definicién la matriz [I]§ se construye como: [I1§ = ([z 4 3] [z — 2] [2* + 1]a)

Etapa 2.
Luego, una buena estrategia es calcular en general: [ag + a1z + asz?],. Asi que

bo
[ag + a1z + asz®]e = | b = g+ a1x + axr® = box + by (2?4 3) + by (22% + 1)
bo
= ay+ a1w + ax® = 3by + (by + by)x + (by + 2by) 2
3b1 = Qo
< b() + bg =
bl + 262 = a4y
6&1 — 3(1,2 — Qg Qo 3&2 — Qo
— b= Lo =0 g, =
0 6 3 1 3 3 2 6
luego,
6&1 — 3&2 + ag
6
Q,
[ag + a1z + apa?]e, = 30 (xx)
3@2 — Qg
6

Etapa 3. Sustituyendo en la férmula (xx), tenemos que:

32 1
2 3 3

2 1

= 1 -2 =
e ;!
111

2 3 3
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(b) Determine [1 + = + %], v [1 + = + 2%]5 Solucién

Etapa 1. Determinamos [1 + x + 22|, usando la férmula (xx)

l+z+2%, =

Wl Wl Wi

Etapa 2. Determinamos [1 + x + 2?], usando la férmula ().

[1+z+a%s =

Tl Ol o

(16) Considere las bases a = {(1,—2,0),(0,1,0),(1,0,1)} y 8 = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} de R3.
Determine [I]5 e [I]%

«

Solucién

e = ((1,-2,0)5[(0,1,0)]5 [(1,0,1)]5) € Mr(3) (%)

Luego, debemos resolver la ecuacién, (z,y, z) = a1(1,1,1)+a2(0,1,1)+a3(0,0,1) para (z,y, 2) €
R3. e.e.

(Zlf,y,Z) = a’l(1> 1a 1) + a’2(0a ]-7 1) + 03(0,0, 1)

)
aq = T
(r,y,2) = (a1,a1 +as, a1+ as + az) < a1 + as = yYyl=a=xNas=y—crANaz=2—1y
ay+as+as = =z
\
x
[(xvyvz)]ﬁ = y— (**)
£=Y

Aplicando (%) en (%) tenemos que
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1 0 1
e = 1 -3 1 -1 (21)
2 -1 1

Anélogamente, para

5 = (L1, D]a [(0,1, Dl [(0,0, D)]a) € Me(3) (%)

Debemos resolver la ecuacion, (x,vy, z) = a1 (1, —2,0)+a2(0,1,0) +as(1,0,1) para (z,y, z) € R3.
Es decir

(x,y,2) = a1(1,—2,0) +a2(0,1,0) + a3(1,0,1)

(i
ai +as = T
(x,y,2) = (a1 +as, —2a1+ag,a3) <= —2a1+a = y|—=ay=x—2Naa=y+2xr—2zNa3 ==z
as = Z
U
T —z
(z,y,2)], = Y+ 2x — 22 (xx)
z
Aplicando (%) en () tenemos que
0 -1 -1
mng = [ 1 -1 =2 (22)
1 1 1

Finalmente podemos comprobar la calidad de nuestro trabajo!!!

1 0 1 0 —1 —1
e = | -3 1 -1 1 -1 =2
2 -1 1 11 1

100

= [0 10

00 1

(17) Si P(2) = {l,z,2*} ya={1+z+2* -2 — 2+ 2% —1 + 2 + 2*} dos bases de Ry[z] entonces
determine [ ]5(2) e [I]pw

Solucién

Etapa 1. Debemos determinar las matrices [I]y @ q 17 ]%(2)
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Etapa 2. Por definicién la matriz cambio de base es dada por
[1e? = (L +2+2%pe) [-2 -2 +2%]pe) [1 + 2 +2°]pg)

Por definicién la funcién coordenada [ |p(2) se construye como sigue:

1
l+o+a?=1-1+1-2+1-2° <= [+a+a2%py=| 1
1
—2
—2-—z+at=(-1) 1+ (- z+12" <= [2-a+a"]pg=| -1
1
~1
“ltz+a?=(-1)-1+1-2+1-2° <= [-l+a+a’py=| 1
1

Etapa 3. Finalmente sustituyendo los datos encontrados tenemos que

1 -2 -1
ke = 11 -1 1
1 1 1

Andlogamente, parall ]%(2) tenemos que

Por definicién la matriz cambio de base es dada por

e = (o [2la [2%]a)

Por definicién la funcién coordenada [ ]p() se construye como sigue:

14+0z+02° = a1(1+2+2%) +ay(—2—a+2%) +as(—1+ 2+ 27
= (a1 —2ay — a3) + (ay — ag + as)x + (a; + ag + ag)x?

Asi que debemos resolver el sistema de ecuaciones

CL1—2CL2—CL3 =1 1 1
a1 — ao + as = 0 :>a2:()/\a1:§/\a3:—§
a1 + as + as =0

Es decir

1 1
1 = 5(1+x+x2)+0(—2—x+:£2)—5(—1+x+x2)

Para las otras coordenadas tenemos céalculos similares:
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0+1-2+4+02° = ay(1+x+2%) +asg(—2—2+2%) +a3(—1+x+2°)
= (a1 —2ay — a3) + (ay — ag + as)x + (a; + ag + ag)x?

Asi que debemos resolver primeramente el sistema de ecuaciones

a1—2a2—a3 = 0

1 1 3
a; — as + as =1 :>CL2:—§/\CL1:—Z/\CL3:E
ai + as + as = 0
Es decir
1 2 1 2y , 3 2
r = _Z(1+I+x)_5(_2_I+I)+Z(_1+I+I)
Y en segundo lugar,
a1—2a2—a3 =0 3 1
ay—az+az = 0 =@ =gAa = Ae=—7
a1 + as + as = 1
Es decir
2 3 2 1 2 1 2
¢ = Z(1+x+z)+§(—2—:ﬂ+x)—1(—1+x+x)

Etapa 3. Finalmente sustituyendo los datos encontrados tenemos que

Siay f=1{(1,0,1),(-1,1,0),(0,0,1)} son dos bases ordenadas de R? tal que

1 -1 1
e = (o0 -2 1
1 11

Es la matriz de cambio de la basea para la base S entonces determine la base .
Solucién

Etapa 1. Supongamos que o = {uy, us, u3} C R3 es la base pedida

61



62

1 -1 1
Etapa 2. Com la matriz de cambio de base es [[]? = [ 0 —2 1 | entonces por construccién
1 11
se debe verificar que
1 -1 1
Ha=10 =2 1 | = ([wls [uals [us]s)
1 11
Asi que
1
wlg=1| 0 <~ wu; =1(1,0,1)+0(-1,1,0) + 1(1,1,1) = (2,1, 2)
1
-1
[ugy = | —2 — wuy=-1(1,0,1) —2(—-1,1,0) + 1(1,1,1) = (4, —1,0)
1
1
[uslg =1 1 — wuz=1(1,0,1)+1(-1,1,0) + 1(1,1,1) = (1,2, 2)
1

Por tanto la base buscada es a = {(2,1,2),(4,—1,0),(1,2,2)}

(19) Sia={(2,1,2),(4,—1,0),(1,2,2)} es una base de R*, y u = (1,2,3) entonces determine [u],

Solucién
a
Recordemos que por definicién [u], = | b | <= (1,2,3) = a(2,1,2) + b(4, —1,0) + ¢(1,2,2)
c
entonces
a 20 +4b+c =1 3 1
[ulo = | b <~ a—-b+2c = 2:>a:§/\b:—§/\c:o
& 2a + 2c = 3

S
2
I
o NIk lw



CAPITULO 1

Producto Interno

1. Preliminares

Consideremos un K espacio vectorial de dimensién n y o = {vy,v9,...,v,} una base de V' entonces
automaticamente pensamos en el meollo del Algebra Lineal, es decir que, para cada v € V existen
unicos escalares que representan al vector v, en forma tedrica o practica respecto de esa base. En
simbolos

ay
n as
vo= ZCL[UZ' < [U]a =
i=1
ap,

Mas aun,

[J]o : V +—— Mg(nx1)
v [V]a

Es una biyeccién de espacios vectoriales, y ademéas podemos observar los siguientes puntos centrales:

(1) Dada la base y el vector v, la determinacién de los escalares a;, para (i = 1,2,...,n) se realiza
a través de un sistema de ecuaciones.

(2) Lamentablemente la resolucién del sistema de ecuaciones implica que la bisqueda es secuencial,
esto es, para conocer a;, por ejemplo debo conocer a;_1. ;Y qué tiene de malo una busqueda
secuencial?. Una respuesta es depende de ;quién? y ;qué se ejecuta?.

Por ejemplo

(i) De grano en grano un zorzal se comié una vifia, en este caso para el zorzal no hay problema,
probablemente se encuentre ” feliz ”.

(ii) Suponga que desea pedir un préstamo en el Banco U, en esta empresa usted es lo siguiente
para su Ejecutivo de Cuentas:

[ fulano de tal ]
5204401-4
casado

empleado
Usted =

pocos miles
morro 2
latino

63
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., Cudl cree Ud. qué es la casilla favorita del ejecutivo?.
Acerté en pleno, imagina que el tuviese que leer todas las casillas (posiciones) anteriores a
los pocos miles para pensar en su préstamo, si asi fuese, lo mas probable es que se quedara
sin comprar su netbook favorito.

(iii) ;Cémo cree que el ejecutivo accedié a la casilla correcta.?

Probablemente el procedi6 de la siguiente forma:

e Generd una matriz adecuada, con ceros en la posicién que no le interesa, es decir
construyo

Ejecutivo =

e}

e Procedié a multiplicar por cero, como antano, para eliminar lo indeseable, es decir

[ fulano de tal ]
5204401-4
casado

empleado >

OO OO

(Ejecutivo,Usted) = < s

pocos miles
morro 2
0 | latino

S = .

[ fulano de tal ]
5204401-4
casado
empleado

o O oo

pocos miles
morro 2
0 i latino

O = e

= pocos miles

e Conclusién: No califica
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(3) No obstante el resultado de la gestién, hemos obtenido la siguiente moraleja o ensenanza, la
cual modelaremos técnicamente como sigue.

Como o = {vy,v9,...,v,} es una base de V entonces dados los vectores u y v de V existen
Unicos escalares tales que:

a1
n
a2
v = Zaivi = [v], =
i=1
Qn,
y
b
n b2
U:Zbﬂ)l < [U]a: :
i=1 :
bn
entonces definimos, siguiendo al ejecutivo
b1 ay b 1'Ta b '@
b2 a9 b2 as b2 az _
<U,’U>a = < ) . > = = = Zblal
i=1

3
S
S

b, ap b, ap

(4) Tenemos por ejemplo:

(a) SiV =R*y a=¢(2) ={(1,0),(0,1)} entonces [(z,y]2) = < ?j ) Luego,

((z1,90), (22,92)) = (21 W) < zz ) = 1% + Y1Y2

rT+y
(b) SiV =R?*ya={(1,1),(1,-1)} entonces [(z,y)]la = | , 2 y |- Pues;
2
rT+y r—vy
(:L’,y):al(l,l)—l—aQ(l,—l)<:>a1:?/\a2: 5
Asi que,

Ti+y \"' /T2ty
<($1>yl)a(x2ay2)> = X gyl X9 gy2

2 2

1
= §(x1x2+y1y2)

(5) Antes de concluir esta motivacién, observamos que a causa de las propiedades del producto de
matrices, el producto debe tener las siguientes propiedades:
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(a) (u,u) =0

En efecto

(w,u) = ([ula [ula) = [ulg - [u], = Zuﬂ = Z Jui|* > 0

(b) (u+ v, w) = (u,w) + (v, w)
En efecto
(wtv,w) = ([t wla) = [u+0]l - [w], =Y (u; +v;)w;

i=1

i=1 i=1 i=1
(¢) De la misma forma que encima verificamos que (u,v + w) = (u,v) + (u, w)

(d) (N w,w) = Mu,w)

En efecto

- u,w) :[Awmmh:Ammwﬁazz}»mmzAijmmzxww»

(e) Andlogamente verificamos que (u, A\w) = Au, w)

() (uw,w) = {w,u)

En efecto

() = fulh ful, = - ful, = v = 3wy = )

Todo lo anterior nos motiva a hacer la siguiente definicion.

Definiciéon 1.1. Sea V un K - espacio vectorial. V' se dice un espacio con ”Producto Interno” ¢ un
espacio ”Prehilbertiano” si y solo si existe una funcion.

() : VxVesK
(u,v) — (u,v)

tal que satisface las condiciones:
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(1) (0,0) >0 (Vo,v € V)A(v,0) =0 v =0
(2) (u+v,w) = (u,w) + (v,w)

(3) (w,v+w) = (u,v) + (u, w)

(4) (\u,v) = Au, v)

(5) (u, \v) = A, v)

(6) (u,v) = (v,u)

Ejemplo 1.1.1. En K" definimos:
<(.f1}'1,.f1}'2,...,xn),(yl,yQ,..-,yn)> = Zx]gj (23)
j=1

El producto definido en (23) se llama producto interno candnico de K", debe observarse que st K =R
entonces (23) se transforma en:

<(xlax2>'"axn)a(ylay2>"'ayn)> = Zx]yj (24)
j=1

Ejemplo 1.1.2. En Mg(n) define
(A,B) = tr(B'-A) (25)

El producto definido en (25) se llama producto interno candnico de Mg(n)

Ejemplo 1.1.3. En C([a,b]) ={f : [a,b] — R | f continua} define

(f.g) = / F(t)g(t) dt (26)

El producto definido en (26) se llama producto interno canonico de C(|a, b))
Ejemplo 1.1.4. En el espacio vectorial Ro[x] define para cada p(x) € Ro[z] y q(z) € Ry[x] el producto
(p(x), q(x)) = p(0) - q(0) + p(1) - ¢(1) + p(2) - 4(2) (27)

entonces el producto definido en (48) es un producto interno

2. Bases Ortogonales y Ortonormales

Aunque nuestro astuto ejecutivo, encontrd la forma de determinar la coordenada que a él le in-
teresaba, no obstante hay todavia un pequeno problema.
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Para determinar una coordenada hay que ser capaz de tener las coordenadas del vector,
es decir primero debe tener un cliente, y mas aiin debe conocerlo perfectamente !!!

Esto quiere decir que el concepto de base sigue siendo imprescindible, y lo que pretendemos ahora
es solo perfeccionarlo.

Si V un K - espacio vectorial y aw = {vy,vg,...,v,}, una K - base de V entonces para cada v € V'
existen unicos escalares ai,ao, ..., a, en K tales que

v o= Zajvj (28)
j=1

Equivalentemente
0], = € Mg(n x 1) (29)

Asi, lo expresado en (28) 6 (29) es simplemente el 7 Objetivo fundamental ” del algebra Lineal, es
decir ”Para conocer completamente un vector de V' basta conocer sus 7 Coordenadas respecto del
Sistema de Informacién a.”

Entonces parece natural que debamos analizar el efecto del producto interno (si es que lo hay) en el
proceso de busqueda de coordenadas. Es inmediato de observar que la ventaja del producto es que,
permite implementar la preconcebida maxima ” multiplicate por cero ” la cual sin duda para bien 6
para mal reduce en cualquier caso el problema.

Andlisis 2.1. Sea a = {v1,v2} una R - base de R? tal que (vy,v5) = 0 entonces como « es base,
para v € R? existen tinicos ai,as en K tales que

V= a1V1 + agvs (30)

Como (v1,v9) = 0 entonces podemos multiplicar (30) por vy para obtener;

(v,v1) = (a1v1 + agve, v1) = ay (v, v1) + az(ve, v1) = ay(vy, V1)
<U>'U1>

<U17 U1> ’

De donde sigue que, a1 = observe que (vi,v1) > 0, pues es un vector no nulo.

(v, v9)

027U2>

De una forma absolutamente andloga a la anterior obtenemos que as =

—~

Ast que, si o = {v1,v2} una K - base de R? tal que{vy,vs) = 0 entonces

(v,v1) (v, v9)
(Ulavﬁvl - <U2702>U
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Analisis 2.1.1. Intentamos generalizar el andlisis anterior. Supongamos que en un V espacio vecto-
rial con producto interno (,) existe una base o = {vy,va, ..., v,} tal que (v;,v;) =0 sii # j entonces
como consecuencia del hecho que a es base sigue que,

n
ueV:u:Zam
i=1

Ahora, como consecuencia de que (v;,v;) =0 si 1 # j sigue que

u = Zam = (u,v;) = <Z aml,vj> = Zai(vi,vj>
i=1 i=1
— (4, v5) = a;(v;, v;)
(v, 05)

Esto es extraordinario, pues en esta condiciones tenemos “casi el mdzximo de eficiencia,” ya que,

— aj:

=1,2,...n)

(u,0)
<Un> Un>

Motivados por lo anterior, hacemos la definicién formal de este objeto.

Definicién 2.2. Sea V' un K-espacio con producto interno {(,) y considera a = {vy,va,...,v,} CV
entonces a serd llamada una ”Base Ortogonal” si

(1) a es una base de V
(2) Sij # k entonces (v;,vg) =0
<U,Ui>

(3) La coordenada respecto de la base ortogonal o a; = < >
Ui, U;

se llamard el 7i—ésimo coeficiente

de Fourier del vector u.”

Ejemplo 2.2.1. ¢(n) la base canonica de K™ con el producto interno candnico (,) es una base or-
togonal, pues
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Ejemplo 2.2.2. Sea V = ({1,senz,cosx,sen2x,cos2z,...,sennz,cosnx}) y define en V el pro-
ducto interno:

(f.q) = / F(t)g(t) dt (31)
entonces a = {1,senx, cosx,sen 2z, cos 2z, ..., sennz,cosnr} es una base ortogonal de V', respecto

de (31)
En efecto

(sen kt, cos sty = / senktcosstdt k#s

- % /7r [sen(k + s)t + sen(k — s)t| dt

1 1 x 1 n
= 3 <k+scos(k+s)t|_ﬂ—l— k_scos(k—s)ﬂ_ﬂ)

Usando técnicas de transformacion de dngulos andloga a la desarrollada encima obtenemos.

(senkt,senst) =0 A (coskt,cosst) =0 (parak # s)

Observaciéon 2.2.3. Observamos que la fortaleza de las bases ortogonales, a la hora de determinar
las coordenadas de un vector, radica en el hecho que los productos entre elementos distintos es cero
entonces cobra relevancia prequntar.

(1) ¢Qué significa geométricamente el hecho (v;,vx) = 0%, para i # k. Para responder a esto, con-
sideremos la figura 3, y a partir de ese modelo, usemos el producto interno usual en R?,

Vg = (332792)
v = (ﬂflayl)

0)

Figura 3
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Entonces sucede que

<U1, U2> =0

(R

Asi que la conclusion es que

122 +y1y2 = 0
[(v1) cos 611(vy) cos O + [(vy) sen B11(vy) sen by = 0
[(v1)l(vg) cos(fy — 01) =0
[(v1)l(v2) cosf = 0
g="
2

71

en el plano R? la condicidn (vi,vy) = 0, significa que las rectas
generadas por los vectores vy y vy son perpendiculares.

(2) Las bases ortonormales (ortogonales), se muestran como insuperables en su trabajo, es decir
en la mision de determinar las coordenadas (coeficientes de Fourier) de los elementos del es-
pacio vectorial, salvo por un detalle, ;existen en abundancia?, y si lo son sson fdciles de ubicar?.

Para responder las preguntas planteadas encima, el andlisis anterior nos permite imaginar un
modelo genérico para el caso en que una base de V no cumpla esta propiedad. FEs decir si
a = {vy,va} es una base de R? y (vy,vq) # 0.

O sea que podemos considerar la siguiente situacion geométrica.

Si (v1,v9) # 0 entonces de acuerdo a la figura 3, sabemos que vy no es perpendicular a ve, asi
que podemos suponer sin pérdida de generalidad que los vectores son como en las Figuras de

(32).

Etapa 1. Modelo en bruto Etapa 2. Modelo en contexto
/
(%) v2 U2
S
© &
g
'3
' Q.
'8
v ./Proyeccion W= ({n})
(0,0) ! ortogonal  quy L
Figura 4 Figura 5
Entonces,

Vg = Ué + avy

(33)

Lamentablemente, (33) es una ecuacién que liga tres datos y sélo conocemos uno !!!; pero, no todo
esta perdido, pues, observen que en virtud de las propiedades del producto interno tenemos.
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Vg = vy +av; = (g, v1) = (v, v1) + (avy,vy)
= (vg,v1) = a(vy, vy)

— = <U27 Ul)
<U17 Ul)
Y sustituyendo en la ecuacién (33) obtenemos
Ué = Vg — </U27 Ul)'Ul (34)
<U17 Ul)

Luego, tenemos lo siguiente:

a = {v1,v3} base de V.= o’ = {v, v} es una base ortogonal de V

Lo puede ser generalizada en el siguiente.

Teorema 2.3. (Ortogonalizacion de Gram-Schmidt) Sea V' un K-espacio vectorial con producto
interno (,) y o = {v1,ve,...,v,} una base V entonces o/ = {v}, v, ..., v} es una base ortogonal,
donde los v, satisfacen la siguiente ecuacion vectorial.

(03,0 _) (v;,01)

V= — L == s (2< <

A TN oyt Bsdsn) (35)
V) =

En efecto

De (34) sigue que el resultado vale para n=2

Supongamos que v} es construido para (2 < j < n — 1) satisfaciendo (35).
Es decir, {v},v},... v} es un conjunto ortogonal.

(v,

<U;'—17U;'—1>
Uy, U !

oty = (o=t == ety )

]—177);'—1)

n—1

{on, v73)
= (0, v)) = Y T v, )

i=1 </UTL—7: ? Un—z>

{0n, vj)
(v )

= <Umvj>_ </ />

{on, 01)

Sea v, = v, — ——-v; entonces
(v1,01)

!/
fuj_l_..._

= 0

Lo que demuestra el teorema.
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Ejemplo 2.3.1. Consideremos el subespacio W = {(z,y,2,t) € R* | x +y + 2+t = 0} entonces
usando el producto interno usual de R*, determinemos una base ortogonal para W.

Etapa 1. Determinamos una base de W

ueW <= u-(x y,2,t) ER* Az +y+z2+t=0
— u=(z,y,2,t) ER'ANt=—2—y—2
= u=(v,y,2,—1r—y—2); (v,y,2) €ER®
= u::5(1,0,0,—1)+y(0,1,0,—1)—I—Z(0,0,l,—l); (z,y,2) € R

Luego,
W= <{(1> Oa 07 _1)7 (Oa 17 Oa _1)’ (07 Oa 17 _1)}>
Y, si notamos o = {(1,0,0,—1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)} entonces a es una base de W, pues son

claramente linealmente independientes.

FEtapa 2. Ahora, ortogonalizamos, usando el proceso de G. Schmidt descrito en el teorema (2.3).
vy = (1,0,0,—-1)

o = (0.1.0,-1)— {01,021, (1,0,0,21)

((1,0,0,—1),(1,0,0, 1))

(1,0,0,—-1)

1
1
— ( 2) tomaremos vl = (—1,2,0,—1)
((0,0,1,-1),(—1,2,0,—1))
Ug (0307 ) ) <(_1’2’O’ —1)’(—1’2’0 ].)>( ? ?07 )

((0,0,1,—-1),(1,0,0,—-1))

((1,0,0,—1),(1,0,0, —1)) (1,0,0,-1)

1 1
= (0a07 1a _1) - 6(_172a07 _1) - 5(17()’07 _1)

1 1 1
= __7__717__
( 33 3)

Luego,
o = {(1,0,0,-1),(-1,2,0,-1),(=1,-1,3,—1)}  es una base ortogonal de W

Observacién 2.4. Sea o = {vy,vs,...,v,} una base ortogonal entonces

(1) Para cada u € V, la representacion unica en términos de la base a.

(u,v;)

— (vi, v;)

i
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Pero, dando una nueva mirada, (interesante prequntarse ;por qué no lo hicimos antes?), pode-
mos observar en primer lugar el siguiente fenomeno.

u <U,’Ui> -
i—1 (vi, v3)
n
1

= Z . u U . U
— <’U“’U,l> < b Z> (]

— Z w2
i=1< ’ Z> </Ui7vi>

Si llamamos = {v},vh,... v}, donde v, = < Ui > entonces tenemos el siguiente “mejo-
Vi, U;

ramiento técnico en la representacion de los vectores.”

. v; .
Teorema 2.5. Si llamamos B = {v}, v}, ..., v}, donde v} = ﬁ, para cada i = 1,2,....n
Vs, Vg

entonces

(a) (v, vj) =0sii#j

n

(b) u=""(u,v)

i=1
En efecto

Para dilucidar el primer punto, hacemos lo siguiente.
V; Uj

(v, vf) = <<’l}i,vi>’<vj’vj>>

= (vi,v;) =0 Sii# j pues a es base ortogonal

Del punto anterior sigue que 3 es una base ortogonal y entonces cada u € V se escribe de forma
unica como

n

U= Z(u,v» -

i=1

(2) Nos queda pendiente dilucidar cuanto vale (v, v}). En esta direccion si calculamos obtenemos
lo siguiente

1o V; V; B 1 o
(v}, v;) <(w,w>’ <'Ui,Uz'>> (03, 01) - (05, 00) (vi, v5)
= <Ui’1w>2 (v, v;)  (Pues (v;,v;) € R)

Motivados por lo anterior, y aprovechando las propiedades del producto interno hacemos la
siguiente definicion
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Definicién 2.6. Llamaremos normativa o norma inducida por el producto interno imperante en el
espacio vectorial V a la funcion

I Vi— RYU{0}  tal que |[ull = /{u, u)
Ejemplo 2.6.1. En K" tenemos que ||(z1,22, ..., z0)|| = 4 /Z |z;|2. En particular para K = R y
i=1
n = 2 la norma ||(x1,22)|| = /2% + 23 corresponde al mdédulo del nimero complejo asociado, o la

distancia desde el origen al punto (xq,x2).

X2 2 = (21, 22

%

gw
Va
NN

L
i x
(0,0) x

Figura 6

Lema 2.6.2. Para cada v € V y v € V se satisface la relacion (conocida como desigualdad de
Cauchy-Schwarz)

(u, v) < lull - [|v] (36)
En efecto

En primer lugar escribiendo al complejo (u,v) en su forma polar tenemos que,
(u,v) = |[{u,v)|(cosa +isena) = |{u,v)|e"™ (37)
(v,u) = |(u,v)|(cosa —isena) = |(u,v)|e ™ (38)
A sequir, para cada \ € C
M+ v, u+ev) >0 = (Au, ) + (Au, e v) + (v, Au) + (e"*v, e *v) > 0
= M\Jul|® + e {u, v) + N, u) + ||v||* >0

Ahora, sustituyendo lo obtenido en (37) y (38) y considerando A € R en la desigualdad de encima
obtenemos:

N lull* + 2X | (w, )| + 0] > 0 <= 4]{w, v)|* — 4]lul*||v]* < 0

v~ v~

ecuacion cuadrdtica en \ discriminante de la ecuacion

= (w,0) < ul] - flv]

Teorema 2.6.3. Si V es un K espacio vectorial con producto interno (,) entonces la normativa
definida en 2.6 satisface las siguientes propiedades
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1) full >0 (Vu;ue V) yllul =0 <= u=0y
(2) Aull = Allull - (Vu;u € V) y (VA A € K)

(3) [lu 4l < fluf + o]

En efecto

(1) Por definicion ||ul| = v/(u,u) € RT U{0}, y [Jull =0 < /(u,u) =0 < (u,u) =0 u =0y
2) [Aull = v/ (Au, Au) == /AP (u, u) = A/, w) = [A][Jul]

(3) llutol® = (wtv,utv) = (u,u) + (u, v) + (v, u) + (v, 0) = [ul®+(u, v) + (w,v) + ]|, Ademds

(u,v) + (u,v) = 2Re((u,v)) < 2||ul|||v]] ( Desigualdad de Cauchy Schwarz)
Asi que

lw+vl1* < Jlull® + 2flullllo] + [lol* = (lull + [lv])?

Definicién 2.7. Sea V' un K-espacio con producto interno (,) y considera f = {wy, ws, ..., w,} CV
entonces B serd llamada una ”Base Ortonormal” si

(1) B es una base ortogonal de V
(2) ||lvill = 1, es decir {(v;,v;) =1 parai=1,2,...n
Equivalentemente
1 :sii=j
0 :siij

1)} es una base ortogonal respecto del producto interno usual de

b es una base ortonormal <= <Ui7Uj> = {

Pero como,

Il = (11, (1L,1) = V2
I —1]) = {(1,—1), (1, —1)) = V2

entonces no es una base ortonormal.

(1,1) (1,1)
V2 V2

Sin embargo, v = { } es una base ortonormal.

Unas consecuencias fabulosas de las bases ortonormales son las siguientes:
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Teorema 2.8. St V es un R espacio vectorial con producto interno (,) y a y [ son dos bases
ortonormales entonces

En efecto

Por una parte, si a = {v1,v9,...,0,} y B = {wy,ws,...,w,} son dos bases ortonormales entonces
por definicion tenemos que

12 = (vs [vals---[valp) = Ul’;m “2’:“’2 U"’:w2
<U17 wn> <U27 wn> T <Um wn)

Por otra parte, y también por definicion tenemos que

[I]g = ([wi]a [wo]a -+ [wn]a)
(wi,v1)  (wa,v1) -+ (wy, V1)
_ <w1>U2> (wg,v9) -+ (wn,v2)
<w17 UTL> <w27 UTL> te <wn7 Un>
<U1,U)1> <U1,U)2> t <U17wn>
| (ewn) (v, wa) e (o2, wy)
(Unywi)  (Un,wa) -+ (U, wy)
= (13
Luego,
([ =5 =)™
Teorema 2.9. Si a = {vy,vs,...,0,} es una base ortonormal de V' entonces el producto interno se

”»

7 canoniza 7, en el siguiente sentido:

(v,u) = [U]Z-WQIZ@MW’W

En efecto
Seanv €V yu €V entonces
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3. Proyeccion Ortogonal y Distancia a un Subespacio

Si remiramos el cuadro 32 entonces observamos que hemos resuelto uno de los tres problemas plantea-
dos en él, en efecto s6lo construimos el proceso de ortogonalizacion de Gram Schmidt, que esencial-
mente ”consiste en controlar la sombra que un vector proyecta en un subespacio del espacio, es decir
un vector anula a otro si su proyeccion en el es nula.”

Etapa 2. Modelo en contexto de ortogonalizaciéon | Etapa 3. Modelo recontextualizado para
proyeccion ortogonal
,U/
2 R ERRRRRRRRERN U2
W
: Oy

royeccion _

ortogonal qu, W= {u})

Figura 7 Figura8
Definicién 3.1. Sean V un K-espacio vectorial con producto interno, W <V y a = {wy,wa, ..., s},

una base ortogonal de W entonces llamaremos Proyeccion ortogonal a la funcion Py definida como
Sique:

S
Py :V+— W tal que Pw(v Z (v, wi) w; (40)

— wil?

Ejemplo 3.1.1. Si W = {(z,y,t,2) € R* | z + y — 32 = 0} entonces usando el producto interno
usual determinemos Py

(1) En primer lugar, determinamos una base de W.

ueW < u=(nyt,2)cR* A x+y—32=0

— u=(v,y,t,2) ER* N y=3z—1
— u=(x,3z—x,t2)
— u=2x(1,-1,0,0) + 2(0,3,0,1) + (0,0, 1,0)

Luego, W = ({(1,-1,0,0),(0,3,0,1),(0,0,1,0)}). Asi que dimg(W) < 3, por tanto debemos
verificar que o = {(1,—1,0,0),(0,3,0,1),(0,0,1,0)} es una base de W, y para ello sélo falta

ver que es linealmente independiente. Es decir, debemos mostrar que

39)
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a(1,-1,0,0) 4+ a2(0,3,0,1) + a3(0,0,1,0) = (0,0,0) = a; = as = ag = 0 entonces

CL1(1, —1,0,0) -+ CLQ(O,?),O, 1) -+ a3(0,0, 1,0) = (0,0,0) — (CL1,36L2 - al,ag,ag) = (0,0,0)
= a1=ay=a3=10

Por tanto  es una base de W.

(2) A sequir verificamos si o es un base ortogonal, respecto del producto interno usual.

((1,-1,0,0),(0,0,1,0)) = 0
((1,-1,0,0),(0,3,0,1)) = -3
((0,3,0,1),(0,0,1,0)) = 0

Luego, a no es una base ortogonal, asi que la ortogonalizamos via G-S.

o) = (1,-1,0,0)
v, = (0,0,1,0)
((0,3,0,1), (0,0, 1,0))
((0,0,1,0), (0,0,1,0))

3
= (0,3,0,1) + 5(1, —1,0,0)

33
= 1
(220)

Ast obtenemos la base ortogonal o = {(1,-1,0,0),(0,0,1,0),(3,3,0,2)}.

< Oa 3>0a ]-)> (1a _17070»

. (
vy = (0,3,0,1) — ((1,-1,0,0), (1,—1,0,0))

(1,-1,0,0)

(0,0,1,0) —

(3) Finalmente procedemos a calcular la proyeccion ortogonal de R* sobre W. Es decir
Py : R* — W tal que (a,b,c,d) € R* — Pywl(a,b,c,d) € W

((a,b,¢,d),(0,0,1,0))

{(a,b,¢,d), (1,-1,0,0))
Py(a,b,c,d) 1.-1,0.0), ( ’0)>(1,—1,0,0)+ ((0,0,1,0),(0,0,1,0))<0’0’1’0)+

{(a,b,c,d), (3,30, 2))

(3.3.0,2),(3.3.0,2)) > 02

- 2
a > b) ~1,0,0) + ¢(0,0,1,0) + (W) (3,3,0,2)

9a+9b+6d b—a+9a+9b+6d . 3a+36+2d)

( 22 T2 22 7 11
B (11 —1lb+9a+9b+6d 116 — 11a + 9a + 9b + 6d 3a+3b+2d)

’ 22 T
20a—2b+6d 20b —2a+6d  3a+3b+2d
22 T )
10a—b+3d 10b — a + 3d 3a+3b+2d)
1 Y 1
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Observacién 3.2. Una técnica que nos ha dado buenos dividendos es que cada proceso que hacemos,
dentro de lo posible, lo comprobamos a fin de asequrar la calidad y eficiencia del mismo, en este caso
aiun no tenemos mecanismos de control, pero procedamos a formalizarlos.

Teorema 3.3. Sean V un K-espacio vectorial con producto interno, W <V y a = {wy,ws, ..., s},
una base ortogonal de W entonces

Py(w)=w<=weW
En efecto
(1) En primer lugar, w = Py(w) = w € W. Pues, Img(W) C W

(2) En sequndo lugar, w € W entonces como o = {wq,ws, ..., ws}, una base ortogonal de W sigue
que

—~ (w, w;)
2~ ]
En particular, Py es una funcion sobreyectiva.

Corolario 3.3.1. Sean V un K-espacio vectorial con producto interno, W <V ya = {wy,ws, ..., s},
una base ortogonal de W entonces Py o Py = Py.
En efecto

(Pw o Pyw)(v) = Pw(Pw(v)) = Pw(v). Pues Py(v) e W (Vo;v € V),
Por tanto, PWoPW:PW

Ahora tenemos mecanismos de control para nuestro trabajo, y lo podemos probar en el Ejemplo
3.1.1. La proyeccion ortogonal que obtuvimos fue la siguiente:

10a —b+3d 10b—a+3d 3a+ 3b+ 2d
PW(CL, b7 C, d) = < 11 ’ 11 , G, 11 )

Si evaluamos entonces Py en elementos de W, este debe comportarse como la funcién identidad, es
decir debe devolver el mismo elemento.

11 —11 0
117 117711
00,0
117117 711
33 33 22
117117 711
Finalmente, Si volvemos a remirar el cuadro (32) entonces observamos que hemos resuelto dos de
los tres problemas planteados en él, en efecto, construimos el proceso de ortogonalizacion de Gram
Schmidt, que esencialmente ” consiste en controlar la sombra que un vector proyecta en un subespacio
del espacio, es decir un vector anula a otro si su proyeccion en el es nula,” y ahora el de la proyecciéon
del espacio en uno de sus subespacios, pero aun falta desarrollar la idea de distancia de un vector a

un subespacio,en realidad debemos generalizar la idea de distancia entre vectores.
Para ello, reformulemos el cuadro (39)

Pyw(1,—1,0,0) = ( ) = (1,-1,0,0) v ( OK)

Py(0,0,1,0) = ( ) =(0,0,1,0)  v( OK)

Pw(3,3,0,2) = < ) =(3,3,0,2)  v(OK)
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Etapa 3. Modelo recontextualizado para
proyeccién ortogonal

W

Figura9

Etapa 3. Modelo recontextualizado para
proyeccion ortogonal y distancia

i
37
W 3=
e
L
v)
Figural0

Entonces usando toda la informacion tenemos las etapas:

Etapa 1. Del proceso de Gram Schmidt sigue que

v =1+ Pw(v)

A <UI,Pw> =0

81

(41)

(42)

Etapa 2. Aplicamos el concepto de norma a la ecuacién definida en (42), para iniciar la construccién

natural de una distancia.

v =0 = Py(v) = [V = [lv = Pu(v)]

Esto motiva hacer la siguiente definicién

Definiciéon 3.4. Si V es un K espacio vectorial con producto interno (,), y W < V entonces
|lv — Pw(v)|| es la distancia del vector v al subespacio W.

Usaremos la notacion: d(v, W) = |[v — Py(v)|

Ejemplo 3.4.1. Si W = {(z,y,t,2) € R* | 2 + y — 32 = 0} entonces usando el producto interno
usual determinemos d((z,y, z,t), W). Conocemos del Ejemplo 3.1.1 Py. Asi que
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(.9, 2 ) — Pale,y, 20l = (x,y,z,t)—<10x Y T 1f+3t,z,3f+ff+2t)H
_ <11$—10:L'—|—y—3t 11y — 10y +x — 3¢t 0 11t—3x—3y—2t)H
11 ’ 11 e 11
_ ||z ty -3t y+r—3t 0 9t—3x—3yH
11 ’ 11 T 11
_ |ty -3t y+a—3t 0 —3(m+y—3t)“
1m0 11
Luego,
z+y—3t1° [y+az—3t]° —3(z+y—3t)]"
d((z,y,z,t),W) = \< i + ) —I—{ = } )
_ <'$+y—3t'2+'y+x—3t'2+9{wr>
\ 11 1 11

2
_ 11 x+y—3t
11

Podemos como antes, en base a nuestras propiedades, comprobar nuestro resultado:

d((1,~1,0,0), ) — \/11 {#T:o

Observacién 3.5. Con las propiedades obtenidas para la proyeccion ortogonal, la distancia obtenida
hereda naturalmente las siguientes propiedades:

(1) d(v,W) >0 A dv,W)=0<<= Pyv) =0
(2) Py(v) =v<=0veW

(3) d(v,W)=0<=veW

4. Complemento Ortogonal

En esta seccion estaremos interesados en emular el genial comportamiento del plano cartesiano, es
decir queremos generalizar la idea

R? = ({(1,0)}) & ({(0,1)})

J J
-~ -~

Eje x Eje y

Definicién 4.1. Sea V un K espacio con producto interno (, ), y consideremosu € V yv € V. u se
dird ortogonal a v si y sdlo si (u,v) = 0.

Una notacion adecuada para este contexto es: u L v <= (u,v) =0
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Lema 4.1.1. Sea V un K espacio con producto interno (,), y W un subespacio de V entonces
W ={veV| (v,w)=0Vw,we W)}
es un subespacio de V.

En efecto

En primer lugar (Oy,w) =0 (Vw;w € W). Asf que, 0, € W+

En segundo lugar, Si v € W+ A v € W entonces

ueWt <<= (u,w)=0 NVw;weW)
veWr «— (vw)=0 (YwyweW)

Asi que u +v € Wt

}:> (u+v,w) = (u,w) + (v,w) = 0(Vw; w € W)

Finalmente,para A € KAv e W : (v, w) = MNo,w)=X0=0 (Vw;w e W)

Luego, \v € W+ y W+ es un subespacio de V.
Definicién 4.2. W+ serd llamado 7 Complemento Ortogonal ” de W en (V, (,)).

Ejemplo 4.2.1. Sea W = {(z,y, 2) € R® | z—y+2z = 0} y consideremos el producto interno candnico
en R? entonces

weW <= w=(r,y,2) ERAz—y+2=0
= w=(r,y,2) ERANz=—2—y
— w=(zr,y,—r—y)ANfreRAyeR]
— w=2(1,0,—-1)4+y(0,1,-1) Alr e RAy € R]
— we {(1,0,-1),(0,1,—-1)})
Luego, W = ({(1,0,—1), (0,1, —1)}). Asi que en consecuencia

WJ_ = {'U € R3 | <U> (LO? _1)> =0A <'Ua (07 1a _1)> = O}
Y por tanto
veEWE = veRA{(v,w)=0 (Yw;we W)

= v=(2,y,2) € R*A[((z,9,2),(1,0,=1)) =0 A
(2,9,2), (0,1,~1)) = 0]

= v=(2,,2) ER*Alz—2=0Ay — 2 =0

= v=(1,y,2) ER*Nz=y=2

— v=(r,x,x) Nz €R

— v=z(l,1,1)AzeR

— ve{(l,1L1)})

ASZ/; W = <{(17 L, 1)}>
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Lema 4.3. Sea V un K espacio vectorial con producto interno y o = {vy,vq,...,v,} C (V—{0y})
entonces

v; Lv; i# j= «a esun conjunto linealmente independiente en V.

En efecto

n
Supongamos que Z a;jv; =0 para a; € K; (1 < j < n) entonces como ahora podemos multiplicar por
j=1
Uk, Yy obtenemos:

0 = <Z ajvj,vk> = Zaj(vj,vk> (1 <k <n)=a(vg, vg), (Pues, v; Lv; 1i# j)

j=1 7j=1

Finalmente, como v, # 0 = (vg, vg) # 0 Asi, que ap, =0 (1 < k <n). Lo que muestra que « es
un conjunto linealmente independiente en V.

Conclusion 4.4. Antes de plantear algunos ejercicios, saludables para la comprension de lo expuesto,
quisiera concluir esta seccion con algunas reflexiones segun mi parecer de importancia capital.

Reflexion 1

El modelamiento en el plano cartesiano R?, es fdcil de hacer y de entender. Pues su ”arquitectura”
consiste apenas de un par de ejes perpendiculares y todas las traslaciones son inducidas justamente
de esa forma.

y(O, 1) """"""" (:L‘>y) = :L‘(lv O) + y(ov 1)
(0,0) 9:(:(1,0)
Figurall

En fin, todo el mundo entiende la expresion geométrica expuesta encima y por si fuera poco también
la teorica:

(r,y) = (1,0)+y(0,1) (43)

Reflexion 2

La simpleza de R? radica en la posibilidad de construir la siguiente figura.
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(Eje x)*
.............. (l” y)
d(z,y)
: Ejex
(07 0) PE‘je T J
Figura 12

Asi que quien simule esa ecuacién geométrica es un R? en potencia.
Reflexién 3

Sea V un K espacio vectorial de dimension n. Si 'V posee un producto interno entonces V. "emula”
el comportamiento de K2

En efecto
El algoritmo de simulacion es el siguiente:

Sea W un subespacio de V y o = {wy,ws, ..., w,} una base ortogonal de W entonces calculamos W+,
como sigue:

e Completamos « hasta obtener una base de V, usando el teorema de completamiento de base o
mejor, agregando vectores linealmente independientes a los w; con i =1,...,s hasta llegar a la
la dimension n de V; digamos

B = {wy,wa, ..., Ws, Vi1, Un}
e Usando el proceso de Gram Schmidt ortogonalizamos 3 y obtenemos
o = {wy, wa, ..., We, Wiy, ..., Wy} (44)
De la propia construccion de o' en (44),sigue que vale la ecuacion

—s+1l.s+2. ...
) = 0 s {z‘ s+1,5+2,...,n
17=12...,s

st que, para cualquier w = w; tenemos que

RTE
) = ot 3 = 3 o =0
w] 7w — wj7 ||wl||2 - p 2 Z -
Luego, {wyy,...,wy}t C W, asi que por construccion

<{wi_+1> s aerL_}> =
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Finalmente
V=ww
En realidad falta mostrar que W N W+ = {0y }.

Pero eso es claro pues:

vEWNW' <= veWAveW"
— veWA(v,w)y=0 Nw,weW)
— veWA(v,v)=0
<— v=0y

La vision geométrica de la emulacion es:

Figura 13: V=W & W+

5. Ejercicios Propuestos Miscelaneos de Producto Interno

(1) En R? x R?, define la funcién:

f((@1,22), (y1,92)) = Z1y1 + 21Y2 + Tay1 + Toyo

Demuestre que f es un producto interno.

(45)

(2) A partir de la base canénica c¢(2) = {(1,0),(0,1)} de R? determine una base ortogonal c(2)’,

respecto del producto interno definido en (45)
(3) Sia={(1,2),(2,1)} C R? entonces

(a) Demuestre que a es una base de R.

a
(b) A partir de la base a, determine una base ortogonal ¢, respecto del producto interno usual.
(c) A partir de la base «, determine una base ortogonal ', respecto del producto interno

definido en (45)
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(4) Determine una base ortogonal, respecto del producto interno usual,para el subespacio.
W = {(z,y,2) €ER* |z +y+ 2z =0}
iW={(x,y,2) € x + 1y + z = 0} entonces usando el producto interno usua
5) Si W R? 0} ent do el producto int 1
(a) Determine W+

(b) Calcule d((1,1,1), W)
(c) Demuestre que R =W ¢ W+

(6) SiW = {(z,y,2,t) € R*| 20+ y + 2z — t = 0} entonces usando el producto interno usual
(a) Determine W+
(b) Calcule d((1,1,0,0), W)
(c) Demuestre que R* =W @ W+
(7) SiW = {(z,y,t,2) e R* |z —y =0 A2t + 2 = 0} entonces usando el producto interno usual
(a) Determine W+
(b) Calcule d((2,2,3,—6), W)
(c) Demuestre que R* =W @ W+

(8) En el espacio de funciones C|—m, 7] = {f : [-7, 7] — R | f continua}. Define el producto.

(f.9)=[ [flx)g(x)dzx (46)
(a) Demuestre que (46), es un producto interno en C|—, 7]
(b) Demuestre que f(n) = {1,sen x, cos z, sen 2z, cos 2x, sen 3z, cos 3z, . . . , SN NT, COS NI} es un
conjunto ortogonal en C[—m, 7).
(¢) Si W(n) = ({1,senz, cos x,sen 2x, cos 2z, sen 3z, cos 3z, . . ., sen nx, cosnx}) calcule:

(i) Pw(f)si f(z)=zxpi<z<m

1 " sipp<zx<O

(i) Pw (/) Sif(x)z{—l Csi0<z<n
(iii) d(f, W), si f(z) ==

(9) En Mg(2) define el producto.
(A,B) =tr(B'- A) (47)

(a) Demuestre que (47), es un producto interno en Mg (2).

(b) Si W ={A € Mg(2) | A = A'} entonces determine una base ortogonal de W, respecto del
producto definido en (47)
(c¢) Determine Py,

(d) Si A= ( } 1 ) entonces calcule d(A, W)
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6. Situaciones de Desempeno: Producto Interno

6.1. El objetivo de esta seccidon es presentar al Estudiante ” Situaciones Problematicas”
que le permitan:

(&) Estimular la comprension de lectura en problemas mateméticos.
() Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

() Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucién de problemas que envuelven concep-
tos matematicos.

(&) Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojald eficiente), para responder al problema planteado.

() Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades
bésicas que debe conocer, y “en lo posible haber aprehendido” de los topicos analizados.

6.2. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

(%) Lea cuidadosamente el problema.

(x) Reconozca lo que es informacién (dato), de lo que es ”incognita”, o lo que a usted se le consulta.

(x) Trate de entender en la forma més clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede
usar ”sinénimos matematicos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto

nunca esta de mas.

(%) Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento
de lo que debe probar.

6.3. Situaciones de Desempeno Propuestas:
(1) SiW = {(x,y,2,t) e R* | 2 — 2y + 2z — 2t = 0} < R* entonces

(a) Determine, una base ortogonal respecto del producto usual para el subespacio W
(b) Determine W+

(2) Sea V un K espacio vectorial con producto interno (,) de dimensién n.

(a) Demuestre que (u,v) = 0x (Yv,v € V) = u = 0Oy
(b) Demuestre que (v —v,w) =0y (Yw,weV)=u=v

(3) Considere el subespacio W = {(z,y, z,t) € R* | z +y + 2+t = 0} entonces usando el producto
interno usual de R*, determine Pyy.

(4) Sea V un K espacio vectorial con producto interno (,) de dimensién n, y W <V.
Demuestre que Py inyectiva = V =W
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(5) Sea W = {(z,5,2) e R® |z —y =0A2—1=0} C R3 entonces usando el producto interno
usual de R?

(a) Determine W+
(b) ; Es R® — W @ W2

(6) Considere en el espacio vectorial Mg(2) el producto interno. (A, B) = Tr(B'A), y el subespacio
W ={A € MR(2) | A= A'}. Determine una base ortonormal de W.

(7) Si (V,(,)) es un R - espacio vectorial entonces demuestre que
1
(u,v) = lllu+o* = fu = vl
(8) SiW={(1,1,1,1),(1,0,0,1)} C R* entonces usando el producto interno usual.

(a) Determine W+
(b) Es posible que R* = W & W=, Si su respuesta es afirmativa demuestre la afirmacién, si es
falsa de un contraejemplo.
(9) En el espacio vectorial Ry[z]| define para cada p(z) € Ro[z] y ¢(z) € Ry[z] el producto interno

{p(x), q(x)) = p(0) - ¢(0) + p(1) - ¢(1) + p(2) - 4(2) (*)

(a) Sea a = {1,1 — x,1 — 2?} base de R?*[z]. Determine una base ortogonal respecto del
producto interno definido en (%)

(b) Si W = {p(z) = ag + a1z + asz® € R*[z] | ap = 0}. Determine W+ respecto del producto
interno definido en (48)

(c) Es posible que Ry[z] = W & WL, Si su respuesta es afirmativa demuestre la afirmacién, si
es falsa de un contraejemplo.

(10) Sea (V, (,)) un K espacio vectorial de dimensién n, y a = {vq,...,v,} C (V—={0v}). Demuestre
que

« conjunto ortogonal respecto de () =—> « conjunto linealmente independiente en V
(11) En Ry[z] el espacio de polinomios hasta grado 2, considere el producto interno

(@), a()) = / p(a) - g(z) de ()

1

(a) Determine una base ortonormal respecto del producto interno definido en (x) a partir de
la base canénica pol(2) = {1, x, 2%}
(b) Si W = ({1}) entonces determine W+

(12) Sea V, (,) un K espacio vectorial tal que dimg(V) = n y sea a = {uy, ua, ..., u,} una base de
V. Si o = {u),u),...,u,} es una base ortogonal respecto del producto interno (, ) obtenida de
la base a. Demuestre que

a Base ortogonal <= a=d

(13) Sea V, (,) un K espacio vectorial tal que dimg(V) =n, y W < V. Demuestre que

W ={0y} <= W=V
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7. Solucion de Situaciones de Desempeno: Producto Interno

(1) SiW = {(x,y,2,t) e R* | z — 2y + 2z — 2t = 0} < R* entonces

(a) Determinemos en primer lugar, una base ortogonal respecto del producto usual para el
subespacio W.

ueW <= u=(nyzt)cR* Az —-2y+2-2t=0
= (2,y,2,t) ER*ANx =2y — 2+ 2t
u:(2y—z+2t,y,z,t)

u=19(2,1,0,0)+ 2(—1,0,1,0) + #(2,0,0,1)

we ({(2,1,0,0), (=1,0,1,0), (2,0,0,1)})

o~~~

(i ﬂﬂ

Asi que
W = <{(2a 1,0, O)> (_1> 0,1, 0)? (2> 0,0, 1)}>
Por otra parte, « = {(2,1,0,0),(—=1,0,1,0),(2,0,0, 1)} es linealmente independiente, porque

a1(2,1,0,0)+a2(—1,0,1,0)+a3(2,0,0,1) = OR4 - (2@1 — Qg +2a3,a1,a2,a3) (O 0 O 0)
= aq=ay=a3=0

Luego, « es linealmente independiente, y por ende, es una base de W.

Ahora ortogonalizamos « utilizando el proceso de Gram-Schmidt.

v = (2,1,0,0)
<(_17 07 17 0)7 (2, 1, O, 0))

o= (=1 1 — 2.1
V2 (=1,0,1,0) ((2,1,0,0), (2,1,0,0)) (2,1,0,0)
—2
— (—1,0,1,0)—?(2,1,0,0)
2
= (=1,0,1,0)+ £(2,1,0,0)
-1 2
= (—,2,1,0
( 5 757 ) )
vy = (2,0,0,1)— 379 (—,=,1,0) — 2222 7 2(21.0,0)
3 <(?1’§71 0),(?1% 1,0))" 5 "5 ((2,1,0,0),(2,1,0,0))

,0,0,1),(2,1,0,0))
2,1,0,0),(2,1,0,0))

(2,1,0,0)

—_
(=}
~—
|~ =
|

_2
— S5(_—
= 2001~ F(5
1 1 2 4
= (2 D+-(—2,2,1 - —=(2,1,0,0).....
@000+ (3. ,0) '2.1.0,0)

Luego, o/ = {v], v}, v4}, es una base ortogonal

Determine W+
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Solucién

ueWt <= u=(ny,21t R Alu,w)=0 (Vw;weW)

= u=(2,9,2t) e R*N{(z,y,2,1),(2,0,0,1)) =0A {(z,9,2,1),(—=1,0,1,0)) =0 A
(x,y,2,1),(2,1,0,0)) =0
u=(2,9y,2,t) ER* N2 +t=0A 2z—2=0A220+y=0
u=(x,y,z,t) N\t =—=2xNz=xANy=—2x
u= (v, —2z,x,—21)

W = <{(1> -2,1, _2)}>

(2) Sea V un K espacio vectorial con producto interno (,) de dimensién n.

1t

(a) Demuestre que (u,v) = 0x (Yv,v € V) = u = 0Oy

Solucién

(u,v) =0y (Yv,v € V)

(b) Demuestre que (v —v,w) =0y (Yw,w€eV)= u=v
Solucién
Por el item anterior. u —v =0y = u =70

(3) Considere el subespacio W = {(z,y, z,t) € R* | z +y + 2+t = 0} entonces usando el producto
interno usual de R*, determine Py.

Solucién

Etapa 1. Determinamos una base ortogonal de W

ueW <= u=(zyzt)cR*Az+y+2+t=0
— u=(r,y,2,t) ER*Nt=—2—y—2
= u= (1,92, —1—y—2); (v,y,2) €ER®
< u=212(1,0,0,—1)+y(0,1,0,—1) + 2(0,0,1, —1); (z,y,2) € R
Luego,
W = ({(1,0,0,-1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)})

Sia=1{(1,0,0,-1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)} entonces « es una base de W, pues son claramente
Linealmente independientes.
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Ahora, ortogonalizamos, porque « no es base ortogonal.
v] = (1,0,0,—1)

1,0,-1),(1,0,0, -1
'I_}é — (0’1’0’ _1) _ <(O7 707 )7( 707 07 ))

((1,0,0,—1),(1,0,0, —1))

(1a 07 Oa _1)

1
= (0,1,0,—1) — 5(1,0,0, —-1)

1 1
— <_§, 1,0, —5) tomaremos vy = (—1,2,0,—1)

o = (0.0.1,-1) ((0,0,1,—1), (—-1,2,0, 12)

((—1,2,0, 1), (—1,2,0, )>(—1,2,0,_1)_

((0,0,1,-1),(1,0,0,—1))
((1,0,0,-1),(1,0,0,—1))

(1,0,0,—-1)

1 1
= (0,0,1,—-1) — 6(_1’ 2,0,—1) — 5(1,0,0, —1)

1 1. 1
= (== —=.1,—-=
<3’ 3 3)

Luego

o = {(1,0,0,-1),(-1,2,0,-1),(=1,—1,3,—1)} es una base ortogonal de W

Ahora definimos la proyeccion ortogonal

_ {(w,y,2,1),(1,0,0,-1)) ((2,y,2t),((=1,2,0,-1)))
Pale.y.2t) = 705021, o0 -1 00 "D+ 1520 o) o 1,2,0,—1)><_1’2’0’_1)+
((x,y ) (_1>_1>3a_1)>
(-1, -1, 3 —1), (- 1,—1,3,—1)>(_1’_1’3’_1)
_ ($;t>(1,0,0,—1)+M(—1,2,0,—1)+<3Z_x1;y_t>(—1,—1,3,—1)

Podemos comprobar directamente que

Pw(1,0,0,—1) = (1,0,0,—1)
Pw(=1,2,0,1) = (—1,2,0,1)
Pw(—1,-1,3,1) = (-1,-1,3,1)
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(4) Sea V un K espacio vectorial con producto interno (,) de dimensién n, y W <V.
Demuestre que Py inyectiva =— V =W
Solucién
Sabemos que W <V, asi que en particular W C V.

Reciprocamente, si u € V entonces Pyw(u) = wy € W. Por otra parte, como wy € W entonces
Py (wg) = wp. Asi que juntando la informacién obtenemos que

u€eV = Py(u) =wy) € W= Py(u) = Py(wy)) = u=wy e W=V CW
Por tanto V =W.

(5) Sea W = {(z,5,2) e R® |z —y =0A2—1=0} C R? entonces usando el producto interno
usual de R?

(a) Determine W+
Soluciéon

Etapa 1. Determinamos el conjunto W.
weW <= w=(a,b,c)eR*Na—b=0Ac—-1=0
— w=(a,bc) ER*Na=bArc=1
<~ w=(a,a,1); a €R (%)
Ast que W = {(a,a,1) | a € R}

Etapa 2. Ahora, determinamos el subespacio W+,
ueEWr —= uweRA(u,w)=0 (Vw;,wec W)
= u=(2,9,2) ER*A{(2,9,2),(b,b,1)) =0 (Vb;b € R) (Usando (*))
— u=(1,9,2) ER*Nbr+by+2=0
— u=(1,9,2) ER*ANz=—br — by
<~ u=(z,y,—bxr —by)(Vb;b € R)
Finalmente,

(z,y, —bx —by), (a,a,1)) =0 (Ya;a €R) <= ax+ay—br—by=0
— (a—b)(z+y)=0
— (r+y)=0
— Y=-—

Por tanto

ueEW+ «— u=2(1,-1,0) z€R
Asf que Wt = ({(1, -1, 0})
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(b) { Es R3 = W @ W?
Solucién
No es posible, pues W no es un subespacio.

(6) Considere en el espacio vectorial Mg(2) el producto interno. (A, B) = Tr(B'A), y el subespacio
W ={A € MR(2) | A= A'}. Determine una base ortonormal de W.

Solucién

Etapa 1. Determinamos una base de W

AeW < AeMR(2) A A=A

a b a b a b\’
<:>A:<c d)/\<c d>:<c d)

a b a b a c
=a=(ta)r(ra)=( o)
@Az(ab)Ab:c

c d

a b
- Az(b d);(a,b,d)eR3

a O 0 b 00
‘:’A:<0 0)+<b o>+ Od)

1 0 01 0 0
<:>A—a<00)+b 10 +d(01)

) 3 10 01 00
i =({(0) (1 0) (03

Ahora, si llamamos o = {

O =
~_
VR
o O
=)
~_
H,_/
¢
5
o
=
@)
D
9]
o
0]
1))
o
=
jav
o
Q0
n
o)
oL
)

7N
O =

En efecto

Asi que «, genera y es un conjunto linealmente independiente por tanto es una base.
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Etapa 2. Verificamos si a es o no una base ortogonal
10 01 _ 7 01 10
00) 10 - M\l o) oo
00
- o((V0))

(G2 - (3 D)
(44)

S
VR
=)
O =
~
N
o O
)
~~_
\/
Il
~
=
7~ N N

Luego, a es una base ortogonal

Etapa 3. Verificamos si « es una base ortonormal

Como,
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I D=8 Ca=16 D=

(D)) (E)
((82)

GOl Cy=]en)]-

Finalmente, una base ortonormal es:

(7) Si (V,(,)) es un R - espacio vectorial entonces demuestre que

(,0) = 3w+ vl = flu = o]
Solucién
1 9 9 1
e+ ol =llu =7 = Zlu+v,utv)—(u—v,u-v)
= )+ 0+ (o) (0,0) — () — {0} — o,u) + (0,0))]
1
= Laguv)

= (u,v)

(8) SiW={(1,1,1,1),(1,0,0,1)} C R* entonces usando el producto interno usual.
(a) Determine W+

Solucién
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ueWt <= uweR*Al{u,(1,1,1,1)) =0 A (u, (1,0,0,1)) = 0]
((z,y,2,1),(1,1,1,1)) =0A (2,9, 2,t),(1,0,0,1)) = 0]

— u=(z,9,21t) €ER*A]
— u=(z,y,2,t) ER*Alx+y+z+t=0A2+1t=0
— u=(1,9,2,t) ER'Alz=—yAt=—1]
— u= (1,9, —y,—7)A(z,y) € R?
< u=212(1,0,0,-1)+y(0,1,—1,0) A (z,y) € R?
— wue ({(1,0,0,-1),(0,1,-1,0)})
Luego,

W+ = ({(1,0,0,-1),(0,1,-1,0)})

Como siempre, es necesario aplicar el proceso de control, que aqui significa comprobar
nuestro resultado:

((1,1,1,1),(1,0,0,—1)) 0
((1,1,1,1),(0,1,—-1,0)) = 0
((1,0,0,1),(1,0,0,—1)) = 0
((1,0,0,1),(0,1,—-1,0)) = 0

(b) Es posible que R* = W & W=, Si su respuesta es afirmativa demuestre la afirmacién, si es
falsa de un contraejemplo.

Solucién
No es posible pues W no es un subespacio, ya que es finito y no nulo.
(9) En el espacio vectorial Ry[z]| define para cada p(z) € Ro[z] y ¢(z) € Ry[z] el producto interno
(p(2), q(x)) = p(0) - ¢(0) + p(1) - q(1) + p(2) - 4(2) (%)

(a) Sea o = {1,1 — z,1 — 2?} base de R?[z]. Determine una base ortogonal respecto del pro-
ducto interno definido en (48)

Solucion
En primer lugar verificamos la ortogonalidad de o = {1,1 — z,1 — z?}.

ILl-2) = 1-1-0)+1-1-1)+1-1-2)=14+0-1=0
(1,1-2%) = 1-1-0)4+1-1-1)4+1-1-22)=14+0-3= -2
l-—2,1—-2% = (1-0)-1-0)+(1-1)-1-1)+(1-2)-(1-2%) =4

Como « no es una base ortogonal entonces aplicamos Gram Schmidt para obtener o una
base ortogonal de Ry[x].
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Sea entonces

vy = 1
vy = 1l—=x
1—2a?%),(1-2)) (1-2?),1)
'U, — (1_1,2)_« ) (1—1’)— ) .1
’ (1—=2),(1-2x)) (1,1)
4 —2
(1—=),1—=)) (1,1)
4
= (1—x2)—§-(1—x)+— 1
9 2
= 1l—-x —2+2x+§
1
= —§+2x—x2
Asi que una base o ortogonal es
! 1 2
o = 1,1—:5,—§+2x—:£
Para concluir, debemos aplicar el mecanismo de control
(1,L1—z) = 0
1 1 1 1
L,——42r—2?) = 1-(—=4+0-0)4+1-({—=+2—-12)+1-(—=+4-2?
(1.3 +20-a) (~gro-o) e (—gez-r) i (34
1 1 1
— 41— -_=
3jL 3 3
=0
1 1 1
<(1—I),—§+2$—5L’2> = 1'<—§>+0+§
=0

(b) Si W = {p(z) = ap + a1 + as2* € R*[z] | ap = 0}. Determine W+ respecto del producto
interno definido en (48)

Solucién

p(z) €W <= p(z) =ag+ a1x + ayr® € Ryfx] Aag =0
— p(z) = a7 + axr® A (ay, ay) € R?

Luego,
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Ahora,
g(z) e W = q(z) € Ro[z] A [{g(2), 2) = 0 A (g(),2%) = 0]
q(0)-0+q(1)-1+¢(2)-2 = 0
< q(x) =by + b1z + bex” € Ro[z] A g(0)- 02+ q(1)- 12+ ¢(2)- 22 = 0
q(1)+2¢(2) = 0
= q(x) = by + b17 + byx* € Ry[z] A d(1)+49(2) = 0
= q(x) = by + b1w + by € Ry[x] A2¢(2) =0
= q(z) = by + bz + b2’ € Ro[z] Aq(2) = q(1) = 0
— q(x) bo+b11’+ng2GRQ[I]AbQ+bl+b2—O/\b0+2b1—|—4b2—0
— q(:r) bo+b11’—|—bgl’2 GRQ[ ] Abg = 2by A by = —3by
— q(x) 2by — 3box + b2$2 ANby € R
Luego,

W+ = ({2 -3z +2?})
Debemos comprobar:

(2-3r+2%z) = 0+4(2-3+1)-1+(2-6+4)-2=0
(2-3z+2%2%) = 0+(2-3+1)-1>+(2-6+4)-4=0

(c) Es posible que Ry[z] = W & WL, Si su respuesta es afirmativa demuestre la afirmacién, si
es falsa de un contraejemplo.
Solucion

como o = {z, 2% 2 — 3x + 2?} es una base de Ry[z] entonces cualquier polinomio h(z) € Ry[z]
se escribe tinicamente como

h(z) = aoz + alxi—i— as(2 — 3z + 2%)

~
(=% cW-L

(10) Sea V un K e. v. de dimensién n con producto interno (,), y sea a = {wvy,v9,...,0,} C
(V—{0v}). Demuestre que

a conjunto ortogonal respecto de (,) = « conjunto linealmente independiente en V

Solucién: Por demostrar que

Zajvj:0:>aj:0 (1<j<n)
=1

En efecto
n

Supongamos que Z ajv; =0 a; € K;(1 <j <n) entonces como ahora podemos multiplicar,
j=1
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lo hacemos e.e.

0 = ) auj,u) (1<k<n)
j=1

= Zaj(vj,vk) (1<k<n)
=1

= ap(vk, Vk) (recordar que v; L v; i # )

Finalmente,

Uk#0:> <'Uk,’Uk> 7é0

Asi, que ay =0 (1 <k <n). Lo que muestra que « es un conjunto linealmente independiente
en V.

(11) En Ry[z] el espacio de polinomios hasta grado 2, considere el producto interno

w@.a@) = [ o) ala) do ()

(a) Determine una base ortonormal respecto del producto interno definido en (x) a partir de
la base canénica pol(2) = {1, x, 2%}

Solucién

En primer lugar, verificamos la ortogonalidad de pol(2) respecto del producto definido en

(%)

1 22
(l,x) = /xdzz;ﬂ_l:o

1

1 3
2
<?$> /_lx T 3|—1 3

1 7
(z,2%) = /xgd:)szz|1_1:()

1

Luego, pol(2) no es una base ortogonal, asi que aplicamos G-S. Sea

ul =
/
! 2 <£L’2,£L'> <£L’2,1> 1 2 % 1 2 1
u - e =3 — = =" — —
3 (x, ) (1,1) 2 3

Luego,
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Es una base ortogonal de Ry[x] pues,

1 22
(l,x) = /a:d:z:?ﬂ_l:()

1

1 ! 1 /! 2
1 2__ — 2d __/d —_ _
<,a7 3> /_lat T 3 _11' 3
1 1 1
/x?’d:c——/ rzdr=0
1 3/

Finalmente, basta dividir por la norma para , obtener una base ortonormal de R[]

=0

Wl N

(b) Si W = ({1}) entonces determine W+

Solucién
pl) € Wh = p(z) € Ry[z] A (p(x),1) =0
= plx) = ag + a1z + ar® A {ag + a1z + azr?, 1) =0
1
= p(z) = ag + a1 + agx® A / (ap + a17 + ax?) dz = 0
-1
1 1 1
> p(r) = ag+ ax + ax® A <a0/ d:c+a1/ xdx:0+a2/ z? dx) =0
-1 -1 -1
9 2
— p(r) =ag+ a1z + azx” A 2a0+§a2 =0
< plx) = ap + a1z + ar® A ay = —3ag
<~ plx) = ap + a1z — 3apz* A (ag, a1) € R?
<~ plx) = ap(l — 32%) + ayx
Luego,
WE o= ({(1-3a),2})
(12) Sea V. (,) un K espacio vectorial tal que dimg(V) = n y sea a« = {uy,us, ..., u,} una base de
V. Si o = {u),uh,...,u,} es una base ortogonal respecto del producto interno (,) obtenida de

la base a. Demuestre que
a Base ortogonal <= o =d’
Solucién

Si « es una base ortogonal entonces sabemos que:

a Base ortogonal <= (v;,v;) =0sii#jA(1<i<n)(1<j<n)
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Ademés si v] = vy entonces

Vg, V)

Ué = vg—éz’viivizvg—ﬂvi:vg
)

v
vy = _ (v, 0 2—<U3’U1>vl:1)3—0-212—0-1)1:1)3

(v2,v9) (v1,01)

_ (% ’Ul>

T L VN YLD
" " <Un—lavn—l> " (UlaU1> "

Asi que o = o/

Reciprocamente, si o = o’ y como °alpha’ es base ortogonal entonces a es base ortogonal

(13) Sea V., (,) un K espacio vectorial tal que dimg (V) =n, y W < V. Demuestre que

W ={0y} <= W=V

Solucién

Sabemos que si W < V entonces V=W & W+, Asi que si W+ = {0y} entonces

V=WoW-=Wa{ly}=W
Reciprocamente, si W = V entonces

V=WoW=VoVt= W={0}=W
Pues, (w,v) =0 (Vv;0 €V) = (w,w) =0 = w =0y
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8. Aplicaciéon 1: Método de Aproximacion de los Minimos Cuadrados

8.1. Planteamiento del Problema. Siy = f(z) es una funcién continua en R, y conocemos sélo
n valores de ella , f(x;) =y; € R para 1 <i < n, entonces

;, Como conseguir, si es posible, una curva que pase por los puntos P; = (z;,y;) parat=1,2,...,n
? y que cumpla con las particularidades de la funciéon f, salvo probablemente cometiendo errores
controlados.

8.2. Herramientas Basicas 1: Sistemas de Ecuaciones. Si consideramos un sistema lineal de
orden (n X m)

a1121 + a12T9 4+ ... 4+ ALy = bl
a91T1 + 9979 4+ ... 4+ AomLy — b2

. . (48)
a1 + Aotz + ... 4+ QpmTm = b,

entonces sabemos que

1. El sistema (48) tiene una notacién equivalente usando matrices en la forma AX = B, donde

T bl
A:(CLZ'j>GMR(n><m), X = yB:

Ty, b,

2. (48) tiene solucién si el rango de la matriz de coeficientes A es el mismo de la matriz ampliada
(A|B), es decir p(A) = p(A|B)

Ejemplo 8.2.1. Dado el sistema lineal

2LL’1—|—LL’2—JI3:1
LL’l—LL’Q—'—JIg:Q

Conforme a lo que hemos expuesto encima:

2 1 -1 Ty
— 1 -1 1 2 ] =
z3

2. Calculando el rango de la matriz ampliada (A|B)

2 1 -1 |1
(1 1 1| 2) (h o b)

1. En notacion matricial tenemos que

21’1+l’2—1’3:1
$1—LL’2+LL’3:2

-1 1

(lg — %lg)

(ll — ll + lg)

Verificamos que hay solucion pues, p(A) = p(A|B) = 2
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3. Como p(A) = p(A|B) = 2 < 3 entonces tenemos infinitas soluciones para el sistema del tipo

T 1 1 0
X = To = —1 4 z3 = —1 + Z3 1
x3 x3 0 1

Ejemplo 8.2.2. Dado el sistema lineal

2:151 + X2 — X3 =1
I — T2 + I3
41’1 + 2!13'2 — 21’3 = 3

Il
[\
Yo
S
Ne)
N—

Procedemos como en el ejemplo (8.2.1) v,

1. En notacion matricial tenemos que

21’1 + X9 - X3 = 1 2 1 -1 Al 1
T1 — X 4+ x3 = 2| 1 -1 1 Zo = 2
dry + 229 — 223 = 3 4 2 =2 T3 3

2. Calculando el rango de la matriz ampliada (A|B)

2 1 -1 | 1 1 -1 1|2
1 -1 1] 2 (1 > Iy) 2 1 -1 | 1
4 2 -2 |3 4 2 -2 | 3
Us s ly—an) | 0 8 =3 =3
S 0 6 —6 | =5
1 -1 1| 2
(I = 3lo) 0 1 -1 | -1
0 6 -6 | -5
s> ly—6lp) | 0L L1 ~1
BTl TR 00 0] 1
10 0 0
(l1—>l1—lg> . |
lhslhtly |01 -1 10
S 00 01
Verificamos que no hay solucion pues, p(A) =2 y p(A|B) =3

3. Como p(A) # p(A|B) entonces no hay solucion.

8.3. Herramientas Basicas 2: Espacios Vectoriales. Hasta ahora el criterio a usar, para que
un sistema tenga o no tenga solucién es comparar mecanicamente dos niimeros, mas especificamente
el rango de la matriz de coeficientes y el rango de la matriz ampliada, ambas asociada al sistema
lineal dado. Como puede ser rapidamente deducido esta técnica no permite una mayor elucubracién
tedrica, asi que debemos intentar traducir este comportamiento a través de las ricas y fructificas
propiedades que poseen los espacios vectoriales.

Para ello, observamos que las columnas de una matriz A = (a;;) € Mg(n x m) son elementos del
espacio vectorial Mig(n x 1), y en este nuevo contexto el siguiente teorema es una caracterizacién
(una nueva formulacién) del Teorema del Rango.
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Teorema 8.3.1. (Caracterizacion del Teorema del Rango) El sistema (48) tiene solucion si y sélo
st B pertenece al espacio generado por las columnas de A.

En efecto, como

anzrr + ...+ amT, = b a1y A1m by
anr; + ... + ATy, = by a1 Aom by
. . . . — I . + ...+ Ty . =
Q11 + ... + AT, = bn (02%%1 Apm bn
entonces es claro que,
a1 Q12 A1m
) ., 21 22 Aom,
(48) tiene solucion <= B € Q(A) = < _ , . e _
an1 an2 Apm

Ejemplo 8.3.2. FEl sistema del ejemplo (8.2.1) tiene solucion, como visto encima, y por ejemplo
1 2 1 -1
(o) = (3)ren () v ()
O mejor, para cada x3 € R:

(;):1.<§)+(—1+$3)-(_})+x3.<_1)

Ejemplo 8.3.3. El sistema (8.2.2) no tiene solucion, como visto encima, y podemos directamente
ver que,

1 2 1 —1 3
3 4 2 —2

Si consideramos un sistema lineal como el sistema (48) entonces Del teorema (8.3.1), sigue que el
sistema (48) no tiene solucién si y sélo si B ¢ Q(A). Por tanto se torna clave el subespacio §2(A) de
Mg (n x 1), y entonces direccionemos nuestras ideas hacia este conjunto:

1. En primer lugar, usaremos en el espacio vectorial Mg(n x 1) su producto interno candnico es
decir,

t

ai by ai by

Q2 by a2 by =

. ) . = . : . = Z a;b;
< . : > : : i1

2. Si Po(ay : Mg(n x 1) — Q(A) representa la proyeccién ortogonal de B en el subespacio 2(A)
entonces

Pocay(B) € Q(A)
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y, aplicando nuevamente el teorema (8.3.1) existe X e Mg(m x 1) tal que

A-X = Pou(B) (50)

3. La distancia d(B,Q(A)) = ||B — Powy(B)|| = /(B — Paay(B), B— Paay(B)), es la menor
posible, es decir. B — Pya)(B) € Q(A)* por tanto si notamos las columnas de A, de la forma:

ayj
A2; .
colj(A) = S, A<ism)
Uy j
entonces
<colj(A),B — PQ(A)(B)> = (1<j<m)
Equivalentemente
0 = colj(A)" - (B—Pou(B) (1=<j<m)
= colj(A)t - B — colj(A)t - Po(ay(B) (1<j7<m)
(@) t + > .
= colj(A)" - B —colj(A)A- X (1<j<m)
Luego,

B — Poa(B) € QA «—= A'.B=A'A-X (51)
8.4. Herramienta Central.

Definicién 8.4.1. Dado un sistema lineal de orden (n x m), tal como el definido en (48) entonces
cualquier solucion de la ecuacion matricial,

A'A- X =A'-B (52)

serd llamada una solucion por minimos cuadrados de (48)

Teorema 8.4.2. Sea A € Mg(n x m). Si p(A) = m, (donde p(A) es el rango de la matriz A)
entonces At - A es invertible y el sistema lineal asociado a la matriz A, tiene una tnica solucién por
minimos cuadrados dada por:

X = (A" A)7'A'B

En efecto, sabemos por definicion que,
U dnvertible <= ker(U) ={(0)} <= U-X =(0)= X = (0)

entonces usando esta equivalencia obtenemos,
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A A X=(0) = X, A4 A X)=0=X"A A X=0=(A-X) A X=0
= A-X,A-X)=0=A4A-X=0
= x1-coly(A) + x3 - coly(A) + - + xp, - col,(A) =0
= 11 =a9=---=x,=0, (las columnas de A son linealmente independientes)
= X =(0)

Ejemplo 8.4.3. Consideremos el sistema lineal

r + 4y — bz = 3
2 + y — 2z = 2
—r + 2y — 3z =1 (53)
—2r + 4y — 62 =7
(1) El sistema (53) se escribe matricialmente como
1 4 =5 . 3
21 -1 2
-1 2 -3 A N (54)
2 4 —6 y 7
~~ - X S~——
A B
(2) Calculamos p(A), escalonando la matriz A por filas:
14 -5 3 1 4 -5 3
01 12| L le-2l) [y 2 gy
12 31| s Ll gy
94 7 ) a2 { g gy 6 3
1 4 -5 3
0o -7 9 -4
<L4—>L4—2L3) 0 6 —8 4
0O 0 0 5

Luego, p(A) =3 y p(As) = 4, asi que por una parte p(A) es mdzimo y por otra el sistema (53)
no tiene solucion.

(3) De acuerdo al teorema (8.4.2), A' - A es invertible y la ecuacion A' - A- X = A" - B, tiene
solucion unica. Asi que tenemos alternativa: Escalonar para aplicar el teorema del rango, o
bien calcular directamente (At - A)~t. Optaremos por la primera y entonces debemos armar el
sistema a resolver.

1 2 -1 -2 ; ‘11 j 10 -4 38
A A = 4 1 2 4 19 3 |=( - 37 -5l
-5 —1 =3 —6 9 4 —6 8 —51 47
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Ademas,
1 2 -1 =2 3 —8
At B = 4 1 2 4 L= 44
-5 -1 -3 —6 —62
7
Ast que debemos resolver el sistema
10 —4 8 T -8
—4 37 =51 | | =z = 44 (55)
8 —51 47 T3 —62

(4) Finalmente resolvemos el sistema lineal (55), escalonando su matriz ampliada correspondiente:

10 —4 8 -8 1 0 0 0.36936168
-4 37 =51 44 |~ | 0 1 0 1.31037985

L

8 —51 47 —62 0 0 1 0.11689171
Asi que la solucion por minimos cuadrados es:
R 0.36936168
X = 1.31037985 (56)
0.11689171

8.5. Aproximacion por una Recta.
Definicién 8.5.1. Consideremos una coleccion finita de puntos del plano; digamos
§ = {(a1,b1),(az,b2),...,(an, bn)} (57)

tal que a; # a; para algun i y para algin j, (1 <i<n)y (1 <j <n) entonces la recta “que mejor
se ajuste “a la coleccion de puntos (57), la llamaremos “recta de minimos cuadrados ”.

recta de minimos cuadrados

Figura 14: Recta de los Minimos Cuadrados
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Aplicacion 8.5.2. Si suponemos que la ecuacion de la recta de minimos cuadrados es dada por al
ecuacion:

(RMC) :  y=mx+mg (58)
entonces a partir de (58), tenemos las ecuacion basica (EB)

donde;
d; 70 <= (a3, b)) € (RMC) ( De acuerdo a la Figura 14)

Asi que, tenemos el sistema de ecuaciones para la recta de minimos cuadrados:

bi = mia +mgy+dy
bg = mias +mgy + dg
bg = myas+ mg+ dg
bn = mya, + mgy+ dn
Equivalentemente
by a2 ds
o= fE ()] -
mo
N—_—— N—_— — N—_——
B A D
Finalmente;

(1) como a; # aj, para algin i y para algin j entonces p(A) = 2 y entonces del teorema (8.4.2),
sigue que el sistema A - X = B tiene una solucidn unica por minimos cuadrados, dada por
X = (AtA)1A'B

(2) Como D = B — A-X entonces D, representa la menor magnitud posible

Ejemplo 8.5.3. En la fabricacion de un producto quimico Q, se detecta que la cantidad de un com-
puesto quimico p, es controlada por la cantidad del producto quimico ¢ utilizado en el proceso. Al
producir un litro de Q, se detectaron las cantidades de p y ¢, presente y usada respectivamente, sequn
la tabla:

cocupada | 3 | 4 | 5 | 6 | 7| &8 | 9 |10 |11 ] 12

(60)
p existente | 4.5 5.5 5.716.6|7.0|7.7|85|8795|9.7
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Solucion del problema

e FEl grafico de la tabla es de la forma:

13 1
12 +
11+
10 -+ .

910111213

(e
~ =T
o -
o+
o~
o+
o -+
- 4
oo 4

e Fl sistema que corresponde en este caso es de la forma:

4.5
2.5
5.7
6.6
7.0
7.7
8.5
8.7
9.5

9.7

N—_——
B A

—_

D8 © 0o Ut w

U G G T VNG VAT G G O

g

e Como el rango de A es 2 entonces hay solucién tnica. Asi que debemos calcular A'A y A'B.

., [ 645 75 i [ 598.6
AA_( 75 10 AB=1 734

e Luego la solucion del sistema es dada por:

X= (mo)_<2.967)

e Por tanto, la recta pedida es de la forma:

p = 0.583c+ 2.967
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y su grdfico es de la forma:

13 T
12 +
11 +

012345678 910111213
1

8.6. Aproximacién por un Polinomio. Consideremos nuevamente la coleccién § en (57), es decir
ﬂ = {(a17b1)7<a27b2>7"'7<an7bn)}

Aplicacién 8.6.1. Si suponemos que al menos m + 1 de los a; son distintos entonces podemos
aprozimar al conjunto § por un polinomio de la forma:

PMC y:ZCixi (m<n+1)
i=0
La ecuacion bdsica en este caso es dada por:
b = Zciaé» +d; (1<j<n) (61)
i=0

ydj?'é0<:>(a]7b])¢(PMC>z paraogjgn

A partir de (61), podemos construir el sistema de ecuaciones lineales para el polinomio de minimos
cuadrados:

bl 1 aq a% Ce a71n Co d1
b 1 ay a2 ... a c d
2 _ :2 :2 | 2 ) 1 i 2 (62)
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Como existen al menos m + 1, a; distintos entonces p(A) = m + 1 y del sistema (62) y del

teorema (8.4.2), sigue que el sistema asociado A - X = B tiene un solucion tunica de la forma
X =(At-A)~L. At B.

Ejemplo 8.6.2. Ajustemos la tabla de datos

y|1.1]01]-31

a través dej un polinomio cuadrdtico q(x) = a + bx + cx?

Solucion

o Kl grafico de los puntos es el siguiente:

Figura 17

e FEl sistema general asociado a la situacion segun el sistema lineal (62) es:

1.1 100 a
01 | = [1 11| (63)
~3.1 124 c
B A X

o Asi que debemos resolver el sistema A'- A-X = A'- B, y para ello:
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o Calculamos A - A y A" - B

111 1 00
At A = 01 2 111
01 4 1 2 4
3 3 5
= 35 9
5 9 17
111 1.1
AB = [ 01 2 0.1
01 4 —-3.1
-1.9
= —6.1
—12.3
o Escalonamos la matriz ampliada [A* - A|A" - B].
33 5 -19
(AT AJAY- B] = 35 9 —6.1
59 17 —-123
1 0 0 1.10001
= 0 1 0 0.09999
0 0 1 —1.09999
Luego, el polinomio de los minimos cuadrados es:
q(xr) = 1.10001 + 0.09999x — 1.099992> (64)
e Finalmente, el grifico de (64) es:
2Ak
—2 1 1 2
14
_9o 4
34

Figura 18
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8.7. Aproximaciéon por una funcién. Consideremos una funcién y = f(x) continua en R y
supongamos que conocemos s6lo n valores de ella , digamos f(x;) = y; € R para 1 < ¢ < n entonces
si queremos resolver el problema planteado al inicio de este Capitulo, debemos considerar las sigu-
ientes etapas

Etapa 1. Supongamos que existe un conjunto de funciones « = {g1, 92, ..., gn} tal que

e « es linealmente independiente en el espacio de funciones continuas en R

o gi(x;) € R, para (i =1,2,...,n)

Etapa 2. Sea W = ({g1, g2, -.,9gn}) €l espacio vectorial generado por a.

Etapa 3. Define en W el producto interno:

Ipll =

Asi que f es aproximable por g € W si y sélo si la distancia d(f, g), es minima, esto es equivalente
a decir que (f —g) € W

En particular deben verificarse simultdneamente las ecuaciones:

(95 f—g)=0 (i=1,2,...,n) (66)

n
Es decir, que si g = Z ¢;g; entonces de (66), sigue que,
i=1

0 = (g9 f—9)="{g; f ZCJQJ (9i, f guzcggj (96, f) — Z%(%a%)

Etapa 5. Resumiendo

ng — gza ch gzag] 1_1727"'777')

— Zgi(xj)f( Zc]Zg,xkg] ) (1=1,2,...,n) (67)

j=1 k=1

(67) se conoce como “método de los minimos cuadrados”
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Ejemplo 8.7.1. Supongamos que y = f(x) es una funcidn tal que verifica los valores:
v o] 1] 2
f(x) \ Z.Z\ 0.1 \ -3.1

y que deseamos aprozimar seqin el método de los minimos cuadrados por la funcién g(x) = c1 + cox?
entonces

g(x) =
gr) = 2
Asi que (67) para este caso, consiste en:
(91, f) = (g1, 91) + c2(g1, 92) (68)
(92, f) = c1(g2, 91) + c2(g2, 92) (69)

Como conocemos los valores de f y g;, para i = 1,2 entonces

02-0%2 +1%2-12422.22 =17
= 0°-11+4+1%.0.1+2%-(=3.1) = —12.3

(g1, f) = 1-1.1+1-0141-(=3.1)=-1.9
(g1,91) = 1-1+1-141-1=3
(91,92) = 1-0'+1-1241-22=5
(g2,91) = 0*-1+1%-142%-1=5
)
)

Ast que sustituyendo en (68) y (69) tenemos el sistema:

301 + 502 = —-19

ey + 17cy — —12.3 (70)

De donde ¢q =~ 1.12 y co = —1.05 ast que la funcion que mejor aproxima a la funcion f, segun este
método es g(x) = 1.12 — 1.0522 y el grdfico de la funcidén g es aprozimadamente:

/N

Figura 19
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Ejemplo 8.7.2. Supongamos que la poblacion de una cierta localidad ha variado en el tiempo, segun
la tabla:

1950 | 1960 | 170 | 1980

ano
1.0 ‘ 15 ‘ s ‘ 9.0 (71)

poblacion x10*
——
f@)

Supongamos que queremos aproximar los puntos de la tabla por una funcion del tipo:

‘t:4‘t:5‘t:6‘t:7

g(t) = ap+ ait + ast?

entonces ; cual serd la poblacion en el 2000 ?
Segiun el método de los minimos cuadrados debemos tener para este caso:

[ ] gl(t> = 1

° gg(t) =t

° gg(t) = 2
Asi que

(91, f)) = ao(g1, 91)) +a1{g1, 92)) + az{g1,93)) = 6.3
(92, f)) = ao(g2,91)) + a1(ge, 92)) + a2(g2, g3)) = 36.3
(93, f)) = ao{gs, g1)) + a1(gs, g2)) + a2(g3, g3)) = 216.3

Luego resolviendo el sistema para estos valores tenemos que:

o ay = —2.415
e a; = 1.155
e ay = —0.075

Por tanto la funcion que aproxima es de la forma:

g(t) = —2.415+ 1.155t — 0.075¢> (72)

Asi que la poblacion esperada segun esta aprozimacion es dada por:

g(9) x 10 = 1.905 x 10*
= 19050 (73)

Ejemplo 8.7.3. En (8.7.2) tratemos de predecir la poblacion, usando para aprozimar una funcion
del tipo g(t) = a - €. Para aplicar el método de los minimos cuadrados podemos hacer lo siguiente:

fit)~a- e In f(t) ~Ina- e

In f(t) ~Ina+Ine”
Inf(t) ~Ilna+btlne
Inf(t) ~Ina+ bt

1111
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Asi que en este caso tenemos que:

g(t) = Ina+bt

117

Es claro que también tenemos que modificar la tabla anterior, es decir (71) se transforma aplicando

In en:

t:4‘t:5‘t:6 t=17

ano 1950 | 1960 | 170 | 1980
poblacién x10* | 0.0 [0.405 | 0.588 | 0.693
(®)
In f

Finalmente si llamamos:
o F(t)=1In f(t)
eci=Inayg(t)=1
eco=byg(t)=t

entonces sequn la tabla (74) tenemos que:

(g1, F) 1.686
(g2, F) = 10.404
(91,91) = 4
(91,92) = 22
(92, 91) = 22

(92, 92) 126

Asi que obtenemos el sistema:
dey +  22¢p = 1.686

22¢, + 126c, = 10.404

Resolviendo el sistema (75) tenemos que:

c~0226 = a=0.439

o~ 0226 = b=0.226

Luego de estos resultados concluimos que:

(1) g(t) = 0.439¢%226¢ —s ¢(9) = 3.356

(2) Asi que finalmente tenemos en este caso:

poblacion x 10* = F(9) x 10* =~ 3.356 x 10* = 33560 personas
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9. Aplicacién 2: Producto Interno y Estadistica

Definiciéon 9.1. Si consideramos un fenomeno o suceso F tal que posee las posibilidades distintas
de ocurrir sy, Sa, ..., S, entonces

(1) Llamaremos espacio muestral al conjunto
S(F) = {817527'-->$n} (77)

(2) Si cada s; posee una probabilidad de ocurrencia p;, parai = 1,2,...,n entonces llamamos ‘vec-
tor de probabilidad "del suceso F' a

p(F) = (plap27"'apn) (78)
y (78)
(3) Si ademds a cada elemento s; asociamos un valor “x;”, para cada i = 1,2,...,n entonces el
vector
LU(F) = (,Tl,xg,...,xn) (79)

se llama “variable aleatoria”, asociada al espacio muestral del suceso F.

(4) Llamaremos “valor medio o esperado”de x(F) a:

T(F) = piz1+paTa + p3vz+ -+ Ppn (80)

(5) Llamaremos “varianza”de x(F') a:

vz(F)] = pi(er = 2(F)* + pa(@s — 2(F)* + - - + palan — 2(F))* (81)

(6) Llamaremos “desviacion standar”de x(F') a:

dla(F)] = vlz(F)] (82)

Ejemplo 9.1.1. St F representa “el lanzamiento de un peso chileno”, entonces
(1) S(F) = {cara,sello}
11
2) p(F)={=,=
@ r) = (53)
Ejemplo 9.1.2. Si F representa “el lanzamiento de dos monedas”, entonces
(1) S(F) = {(cara,cara),(sello,sello),(cara,sello)}
111
2) p(F)=(-,-,=
@)= (173)
Ejemplo 9.1.3. Si dos personas A y B en (9.1.1), deciden hacer la apuesta:

e Si después del lanzamiento de la moneda sale cara A gana $10
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e Si después del lanzamiento de la moneda sale sello B gana $10

entonces

(1) S(F) = {cara,sello}

@ r) = (53

(3) x(F,A) = (10, —10), variable aleatoria del punto de vista de A

(4) x(F, A) = (—10, 10), variable aleatoria del punto de vista de B

Ejemplo 9.1.4. Si las mismas personas A y B deciden hacer la apuesta en (9.1.2), como sigue:

e Si salen dos caras A gana $10
e Si salen dos sellos A gana $7

e Si salen una cara y un sello B gana $7

entonces la situacion es la siguiente:

(1) S(F) = {(cara,cara),(sello,sello),(cara,sello)}

@)= (173)
(3) 2(F, A) = (10,7, —7)

(4) z(F,B) = (—10,-7,7)

9.2. Un producto interno “estadistico”. Sea u = (uy,us,...,u,) € R™ un vector fijo entonces
define el producto interno:

<(xlax2>'"7xn)7(ylay2>"'7yn)>u = Zuleyz (83)
=1

Lema 9.2.1. 57 F' es un evento entonces

En efecto
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Para probar [1] hacemos:

@(F), (L1, Dy = > piewi- 1
i=1

= sz' T
i=1
= Z(F) verificar en (80)

Para probar [2] hacemos:
(x(F)—z(F)(1,1,...,1),2(F) —2(F)(1,1,...,1))pr) = Zp,(xl — z(F))? (verificar en 81)

Para probar [3] hacemos:

l(F) = z(F)(L,L.... )| = (21 = 2(F), 20 —2(F) ..., 2, — Z(F))]|

= J sz'(l"z' —Z(F))?
= [z(F)] wverificar en (82)

Ejemplo 9.2.2. Para el suceso relatado en 9.1.1, tenemos la informacion:

o s(F) ={ cara, sello}

o z(F, A) = (10,—10), variable aleatoria del punto de vista de A

o x(F,A) =(—10,10), variable aleatoria del punto de vista de B

Luego,
Z(F,A) = ((10,-10),(1,1))

#(F,B) = ((~10,10),(1,1))
L 10) -1 L 10-1
5.(_ ) _|_§. .
0
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dlz(F, A)] = (10, -10)]
Lo 1 2
= \/510 +§(—10)
= 10
dlz(F, B)] = [|(=10,10)]]
1 2, Lo
= 10

9.3. Correlacion. Sea I’ un evento n-dimensional, es decir:
o s(F)={s1,892,...,8,} es su espacio muestral.

e p(F)={p1,p2,...,pn} es su vector probablidad.

Si suponemos que es posible asociar a dos comportamientos de F', dos variables aleatorias, digamos
x(F,A) = (z1,22,...,2,) v 2(F,B) = (y1,Y2,--.,ys) entonces estudiemos las posibles relaciones
entre z(F, A) y z(F, B).

(1) Tenemos en primer lugar un valor esperado para cada caso:
i=1
o Z(F,B) = npiy;
i=1

(2) Podemos construir los vectores asociados:

r(F,A)—z(F,A)(1,1,...,1) = (r1—Z(F,A),xz9 —
z(F,B)—z(F,B)(1,1,...,1) = (y1 —Z(F,B),y2 —

(3) El conjunto
C = {(zy—2z(F,A),...,z, —Z(F,A), (1 — z(F,B),...,y, — Z(F, B))} (84)

es linealmente independiente o linealmente dependiente , asi que tenemos dos casos:

e Caso 1. C es Linealmente dependiente. Luego existe, A € R — {0} tal que:

x(F,B) = \x(F, A)

Es decir, z(F, A) y x(F, B) estan relacionados o uno es dependiente. Ahora

(@(FA),2(F.B) _ (e(FA), a(FA) _ Ma(F A),z(F, A))
|z(F, Dll=(F, B e (F A)[[Ax(F A Az (F, A) [z (F Al
Mz (F, A)||? A ) 1isia>0
) =1:siA<0

cos 0

Al (E A [le(E A Al
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Luego,

0 = {6 (85)

e Caso 2. C' es Linealmente independiente. Luego no existe relacion entre z(F, A) y z(F, B)
Definicién 9.3.1. Llamaremos “coeficiente de correlacion”de z(F, A) y (F,B) a

(x(F, A), (F, B))

@B A) 2B B) = e S B

(86)

Es decir,

(x(F, A), (F, B))

r@(FA),2(FB)) = T D@ B)]

sz(xz - :Z'(F> A))(yz - j(F> B))

[NIES

sz'(xi —Z(F,A))*- sz'(yz' — Z(F, B))

Ejemplo 9.3.2. Consideremos un grupo de 10 atletas de los cuales conocemos sus registros de 1 a
10 en dos pruebas; pruebal y prueba2, segun la tabla:

atleta 123456 789 10
prueba 1 2857753199
reqistro
prueba 2 1972746 397
Figura 20

Estudiemos la correlacion entre el rendimiento de los atletas en ambas pruebas:
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(1) El espacio muestral serd:
s(F) = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

(2) El vector probabilidad es:

11 1 1
F) = (= = — ... —
p(F) (10’10’10’ ’10)

(3) Si notamos prueba i=p;, para i = 1,2 entonces

2(F,p1) = (2,8,5,7,7,5,3,1,9,9)

x(Fyp2) = (1,9,7,2,7,4,6,3,9,7)

Ahora, comenzamos a calcular:

De (88) y (89), tenemos que
(F _ b
e De (88) y (90), tenemos que

#(F.pa) = 55

e De (89) y (92), tenemos que

a(F,py) — 2(F,p)(1,1,...,1) = (=3.6,2.4,—0.6,...,3.4)

e De (90) y (92), tenemos que

2(F,ps) — 2(F,ps)(1,1,...,1) = (—4.5,3.5,1.5,...,1.5)

Ademds, de (93) y (94) tenemos que

<£L’(F,p1) - j(Fapl)(la 17 c 1),1’(F,p2) - :Z'(Fap2)(1a 17 c 1))

l2(F, p1) — 2(F,p) (L1, D]~ 7.4

[z(F,p2) = Z(F,p2)(1,1,..., || =~ 72
e [Finalmente de (95), (96), (97), obtenemos que:

r(z(F,p1),z(F,p2)) =~ 0.67

Q

4.9
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(91)

(93)

(94)

(95)

(96)

(97)
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10. Aplicacién 3: Series de Fourier y Producto Interno

10.1. Conectando lugares inaccesibles. Supongamos que necesitamos conectar dos lugares in-
accesibles, como lo muestra la funcion.

-1 :si —m<2x<0

fi(x) =

1 :s1 O<or<m

Cuyo grafico es de la forma:

-1

Figura 21 y = fi(x)

La idea es usar como soporte, ideas trigonométricas. para conectar esos lugares inaccesibles:

(1) Partamos graficando la funcién y = — sen z para (—7 < x < )
7r

n 3x

4
(2) Graficamos la funcién y = —
T

se
{senx+ }para(—w<x<7r)
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4 3 5
(3) Graficamos la funcién y = — | sen x + sen3 . sen5 ‘ para (—7m <z <)
T
1
0.5
3 2 1 1 2 3
-0.
1
4 3 ) 7
(4) Graficamos la funcién y = — | sen x + sen3 g sen5 * sen7 - para (—m <z < )
T
1
0.5
3 2 1 1 2 3
-0.
1
4 3 5 7 99
(5) En fin, graficamos, la funcién y = — | sen x + oen oF + SR O + e + ot it para
m 3 5 7 99
(—m<z<m)
!
0.5
3 2 1 1 2 3
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, 4 S~sen(2i — 1)z
Conclusién 10.1.1. Si Il s=—y —
onclusion 1 tlamamos g - Z % — 1

i=1

, para (s € N) entonces podemos observar

lo siguiente:

(1) A medida que s crece en N, el grdfico de gs, mds se parece o mejor copia, a la funcion fi

(2) Sin embargo, debemos tener cuidado con la comparacion de las expresiones analiticas de las
funciones involucradas; porque por ejemplo:

(a) f1(0) €R y g5(0) =0
M) i(5) =1y (5) =3
Sin embargo, observen lo siguiente:

7'('

™ sen2z—15
gs(§> - _Z 2 —1

B 42(_1)1—1—1
o= 2i—1

=1

_411+1 1+1 1+ +1
T 3 5 7 9 11 25 — 1

Asi por ejemplo,

4
0(5) = =127
2 s
T 4 1
—)] = =[1—=]=0.848
92<2> 7T< 3)
T 4 1 1
—) = = [(1=-==4=)=1.01
g3<2> 7r< 3+5) oL
T 4 1 1 1
TN = (12422} =00921
g4<2> 7T< 3+5 7)
<W> _ 1 LR S & W
#\3) T 7 3'5 7 9)
- 4 1 1 1 1 1
) = S (1242242 ) =0.947
96<2> 7r< 3757770 11)
Luego,
' - ' 4 s (_1)i+1 Z+1
5155093<§) - 51550}; i1 ——815202 21—1

(3) Serd mecesario entonces ser cuidadoso al referirnos al término aproximacion de dos funciones,
ya sea en su grafico o en sus valores, con estos cuidados podemos escribir

. x—sen(2i — )z o= sen(2i — 1)z
Al ~ md == oy (e

1= 1=
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10.2. Copiando una funcién continua. Consideremos ahora una funcién continua, fo(x) = |z,
para (—m < x < m), cuyo grafico es de la forma

Figura 22 y = fo(x)
Al igual que en el caso anterior, podemos aproximar el grafico de la funcién por otras funciones:

(1) Paray = g — - cosz

4 3
(2)y:g—;[cosx o3 x}
(3) T 4 o8 +cos 3x+cos 5%
= - — — T
L Y- 4 9
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4 cos 3x  cos bx cos 99z
T

1 9 T e

Conclusion 10.2.1. Aqui tenemos también que

T 4 ~cos(2k— 1)z
|x| ~ 5—;81&&;7 (—m <z <m)

10.3. Formalizacion inicial y Analisis de la situacion.

Definicién 10.3.1. Si notamos C|—m, 7] = {f : [-m, 7] — R | f es una funcion continua} al R
espacio vectorial de las funciones continuas en el intervalo [—m, 7| C R y con valores reales entonces
en C|—m,m| definimos un producto interno como sigue

(ra) = [ f@g() do

10.3.2. Propiedades y ejemplos de ().

T sin=m

(1) Sin € Ny m € N entonces (cosnz, cosmz) = { ,
0 sin#m

En efecto

s .
Como, (cosnx,cosmz) = f_7r cosmx cosnx dxr entonces para resolver esta integral podemos
aplicar las siguientes propiedades:

(a) De la paridad de la funcién coseno sigue que:

iy iy
/ cosmxcosnr dr = 2 / cos mx cos nx dx
0

—T

(b) De las identidades que involucran a la funcién coseno

cos(a + 8) = cosacosf — senasen 3
cos(ae — ) = cosacosf+ senasen 3

Deducimos que
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1
cosacos B = §(cos(oz + B) + cos(a — B3))
Y entonces para n # m tenemos que

s ™ 1
/ cosmz cosnr dr = 2/ 5(608((771 +n)x) + cos((m —n)x) dx
0

—Tr

- /Ow(cos((m + n)x) + cos((m — n)x) dz

™

—_

sen((m +n)x) + sen((m —n)x)

1
m—+n m-—n
1 1 )

0

(
— <m+nsen((m—l—n)7r)+m_n
1 1
S

sen((m —n)m)

0
m+nsen((m—|—n) )+m—n

sen((m — n)O))

Ahora, paran =m

(cosnx, cosnx) = / cos® nx dx—Q/ cos® nx dx:2/ W(Zm
0 0

1
= / (1 + cos2nz) dor = <:1:—|——senna:>
0 2n

(2) Sin € Ny m € N entonces (sennx,senmz) = {W =

™
=T
0

0 sin#m

En efecto

s .
Como, (sennz,senmaz) = f_ﬂ sen mx sen nx dx entonces para resolver esta integral podemos
aplicar las siguientes propiedades:

(a) De la imparidad de la funcién seno sigue que sen mx sen nx es una funcién par, asi que

s iy
/ senmzsennx dr = 2 / sen mx sen nx dx
0

—T

(b) De las identidades que involucran a la funcién coseno

cos(a + ) = cosacosf — senasen 3
cos(ae — B) = cosacosf + senasen 3

Deducimos que

senasen ff = %(cos(oz — ) — cos(a+ )
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Y entonces para n # m tenemos que

s ™ 1
/ senmx sennr dr = 2/ 5(608((771 —n)x) — cos((m+n)x) dr =0
0

—Tr

Ahora para n =m

s s s
B 9 B 9 B 1 — cos2nx
(sennx,sennx) = sen“nz dr = [ sen”nx dr =2 — dx
- 0 0

™

= / (1 —cos2nx) de =
0

(3) Sin € Ny m € N entonces (senmx,cosnx) =0 para (n € N) y (m € N)
En efecto

De la imparidad de la funcién seno y de la paridad de la funcién coseno sigue que sen mx cos nx
es una funcion impar, asi que

/ senmz cosnr dr = 0
(4) Sin € N entonces

e (1,1) = f:rdx =27

e (I,sennz) = [ _sennz dz =0

e (1,cosnz) = [" cosnx dr=0
Teorema 10.3.3. El conjunto Trigonom,|x] = {1, cosz, cos2z. ..., cosnx}U{senx,sen2z....,sennx}
es linealmente independiente (¥n;n € N), y una base para el subespacio generado por Trigonom,|x],
se decir, para (Trigonom,|x]).

En efecto
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n n
Si suponemos que Z ay cos kx + Z bi sen kx = 0 entonces para s > 0
k=0 k=1

< [Z a, cos kx + Z b, sen k:z] , COS s:)s> = (0,cossz) =

k=0 k=1

/ [Zakcoskx + Zbksenkx] cossx dr = / 0dr =
k=0 k=1 -

_r 0

T

ak/ coskxcossxdx+2bk/ senkrcossrdr = 00—
- k=1

™ —T

n T
Zak/ coskrxcossrdr = 00—
k=0 -

a,m = 0=

a, = 0

De forma andloga, para s > 1 tenemos que

< [Z ay cos kx + Z br. sen kx] , COS SZL’> = (0,sen sxr) =

k=0 k=1

/ [Zakcoskx—l—Zbksenkx]sens:cd:c = / 0dr =
k=1

T Lk=0
s

ak/ coskxsens:cd:c—i—Zbk/ senkrsensrdr = 00—
k=1

k=0 - -

Zbk/ senkrsensrdr = 00—
k=1 -

bt = 0=
by = 0

Observacién 10.3.4. Supongamos que f € (I'rigonomy|x]) entonces

n

flz) = Zakcoskx—l—Zbksenkx (Vn;n € N)

k=0 k=1

aplicando, primeramente cos sx, obtenemos,
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(f(z),cossx)y = <Zakcoskx—l—Zbksenk:z,cossx>

k=0 k=1
T n T n
= / COS ST g ay cos kx dxr + / COS ST E by, sen kx dx
-7 k=0 - k=1

n T
= Z / apcos s cos kx dx
k=0T
n ™
= Z ay / cos s cos kx dx
k=0 -

™
= a, / €08 ST COS ST dx

—Tr

= am (s >1)

Por tanto,

Y para s =0

(f(x),1) = ao 27T:>ao=%/_1f(x) dz

Andlogamente, aplicando sen sx, obtenemos para los coeficientes by

bs = 1 f(x)sen sz dx
™ —T

Definicién 10.3.5. Si f € (Trigonom,[z]) < C[—m, 7] entonces llamaremos Serie de Fourier de f
a:

flz) = % +Zakcoskx+bksenkx (Vn;n € N)
k=1
Y, as y bs, seran llamados los coeficientes de Fourier de f y son obtenidos a través de las formulas.

as = 1 f(x)cossx dxr (s>0)

T
1 s

bs = —/ f(z)sen sz dx
™ —T
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Ejemplo 10.3.6. Sea f(x) = x entonces calculemos la serie de Fourier de f(z) =z (Vn;n € N),
(si es posible), es decir;

n
r = o +Zakcoskx+bksenkx
2 k=1
Para determinar la Serie debemos calcular los coeficientes de Fourier, ay y by, pero antes de
hacerlo serd conveniente prestar atencion a lo siguiente,

(1) f(—z) = —x = —f(x), asi que [ es una funcidn impar entonces x cosks es una funcion impar,

(Vk; k> 0). Por tanto

ar = 1/ xcoskr dr =0 (Vk;k >0)

™

s

(2) Razonando de la misma forma que encima, xsenkx es funcidn par y entonces

™

2 s
by = —/ xsen kx dz (k>1)
0

Ahora integrando por partes tenemos que

u=2xz : dv=sen(kz)dz
2 ™ 1 [7
1 = b, = — {—— cos(kz)| + E/ cos(kx) d:c]
du=dx : v= ~ cos(kx) m 0 0
Luego,
__2qrm 20 kn

b= —= [kcos(km)] = Z(-D" (keN)

Asi que, la serie es de la forma:
S~ (_1 k+1
r=2 Z sen(kz)

k=1
(3) Respecto de la situacion geométrica, podemos observar que:

(a) El grdfico de y = x es del tipo

3

-1
-2

-3
Figura 23 y==x
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(b) Si k =1 entonces para la serie tenemos que su grdfico es del tipo:

2

-2

L (_1)k+1
Figura 24 y =2 Z sen(kx)
k=1
(¢) Para k =2 tenemos
2
1
3 -2 -1 12 3
-1
-2
2 (—1)k+1
Figura 25 y =2 Z p sen(kx)
k=1
5
(d) Para k = 50 sucede que
3
2
1
3 -2 -1 i 2 3
-1
-2
-3
50 (_1)k+1
Figura 26 y =2 Z sen(kx)

k=1
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10.4. Ejercicios Propuestos. Desarrolle en Serie de Fourier en el intervalo [—m, 7] las siguientes
funciones:

0 81 —m<ax<0
r ;81 0<z<m

2 > 1
Ademas demuestre que: % = ; m
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