Rudimentos 11: Sistemas de Ecuaciones

Profesor Ricardo Santander

Este capitulo estara destinado esencialmente a: Representar matricialmente un sistema de ecuaciones
lineales, a modo de filtro, Interpretar el rango de la matriz de coeficientes, como el grado de libertad
de su sistema asociado, Resolver sistemas de ecuaciones lineales de orden (n x m), y Resolver sistemas
de ecuaciones lineales sujetos a condiciones de entorno.

1. Motivacion

Consideremos las rectas L1 = {(x,y) € R? |y =z + 1}, y Ly = {(z,y) € R? | y = —z + 1} cuyos
graficos son los siguientes:

y Lity=z+1 Y

/
i x :

Figura 1: Grafico de L, Figura 2: Gréfico de Lo

Juntando los graficos de las rectas L; y Lo, obtenemos la nueva situacién:

Li:y=x+1

N
/| .
/ AN

Figura 3: Grafico de Ly N Ly

Entonces la pregunta es:
,Quién es el punto P, donde se ”intersectan”, ambas rectas.?

Para responder a esta pregunta podemos utilizar con seguridad varias estrategias, no obstante, antes
de usar cualesquiera de ellas debemos aclarar y entender lo mejor posible el problema.

Es claro, que P es un punto comun a ambas rectas, es decir, P € L; N Ly entonces
PeliNnly, < Pel{ N Pel,
& P=(ry) R ANy=z+1Ay=—-a+1] (%)

r—y = —1
e P=(1,y)€R? A x+§ — ()
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(1) A partir de (x), Generamos una tabla para buscar coincidencias:

x‘x+1 :c‘—x—l—l
111+1=2 1/-14+1=0
0j04+1=1 0]—-0+1=1

Luego, P = (0,1) € L1 N Lg, es un de los deseados. Esta forma de aproximarse a la solucién del
problema tiene un inconveniente, ; cémo saber si hay més intersecciones ?

(2) A partir de (*x), podemos hacer lo siguiente,

(1):L'—y:—1(2:g1 r — y = —1

(2) z4+y = 2c + 0y = O
r — y = —1
= 2 + 0 = 0
0 —y = -1
— 2z 4+ 0= 0
N 0 + vy =1
zr + 0 =0

Luego, P = (0,1) € Ly N Ly, es el punto buscado.

(3) A partir de (*x), podemos repensar el problema, a la luz de lo que hemos aprendido.
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Luego, P = (0,1) € Ly N Ly, es el punto buscado.

— O
N——

2. Formalizacion

Definicién 2.1. Liamaremos Sistema Lineal de n-ecuaciones y m-incégnitas o de orden (n X m) a
una expresion del tipo:
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a;1xy + appry + + Ty, = bl
ag1x1 + QoTy —+ +  aomTym = bg (1)
+ + + =
Ap1T1 + G2z + + UyTm = by
Equivalentemente llamaremos notacion matricial de (1) a la ecuacidn matricial:

a11  Aaig A1m X1 by
21 A22 A2m X2 by ( 2)
Anl Qp2 ...  Qom T by,
~ ~ S N— e N —
A X B

En fin, de ahora en adelante nos referiremos a un sistema lineal genérico poniendo

A-X=B
donde A, X y B son como en (2).

En particular, si B = (0) entonces llamamos al sistema,
este es de la forma:

a1121 + Q1222 + + amiZn = 0 a1
a9121 + Q9222 -+ + QAomzZnm = 0 aoq
.| = )
+ + + = 5
An121 + Qpa2e + +  QpmZm = 0 Qan1
Ejemplo 2.1.1. Un sistema lineal de orden 3x4:
2 + 4y + 2z + w = 18 2
dr + dy + 62 — 2w = 24| — 4
3x + y — 2z + 3w = 4 3
Sistema lineal homogéneo asociado.
26+ 4y + z + w = 0 2
4r + oy + 6z - 2w = 0| — 4
St + y - 2z + Sw = 0 3

"Sistema Lineal Homogéneo”. FEs decir,

a2 A1m 21 0
92 Aom 29 0
= (3)
An2 Apm Zm 0
4 1 1 t 18
5 6 —2 Y 1=| 24
1 -2 3 ~ 4
w
4 1 1 t 0
5 6 —2 Z —lo
1 -2 3 0
w

3. Solucién de un sistema lineal de ecuaciones

Observacién 3.1. Si graficamos las rectas Ly :

T+2y=6y Ly: 3x —y =4 entonces tenemos.



Eje y

Eje x

Figura 4: Interseccion de rectas

(1) De la figura encima se concluye directamente que el punto P = (2,2), es la interseccion de las

dos rectas dadas, es decir;

(2,2)e Ly (Pues 1-242-2=6)
(2,2) € Ly ( Pues 3-2—1-2=4)

}:>(2,2)€L1HL2

(2) Motivados por lo anterior podemos buscar una estrategia para determinar el punto de inter-

seccion o el punto que satisface ambas ecuaciones.

(ecy) r + 2y = 6
(eca) 3v — y =4
ecy — ecy — 3ecy
(ecy) r + 2y = 6
(ec) 0 — 7y = —14
eCo — —%602
(ecy) r + 2y = 6
(ecs) 0 + v = 2
ec; — ec; — 2ecy
(ecy) r 4+ 0y = 2
(ecs) 0+ vy = 2
)

r = 2
y = 2

)= ()

(3) Ahora para fijar ideas debemos definir lo que entenderemos por una solucion de un sistema lineal

en general.
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Definicién 3.2. Diremos que Z es una solucion del sistema (2) A-X = B. Si

(1) Z = . € Mg(m x 1), y

(2) A-Z = B, es decir

ajlzr + apze + + amZn = by aix a2 ... Qipy Z1 by
92121 + A9229 —+ -+ Aomm — bg 21 A2 ... Aom 29 bg
P . =
+ + + -
Ap121 + Gpa2zo + +  UymZm = bn An1 Ap2 ... Qpm Zm bn

Ejemplo 3.2.1. Si consideramos el sistema lineal

r + 2y =
v — y = 4

D

entonces Z = ( * ) = ( g ) es una solucion de este.

il )6

Teorema 3.3. St A- X = B es un sistema lineal entonces

A-Z=B < Z=U+Hdonde A-U=B AN A-H=(0)

En efecto
_l_

W =
N DN
=N
N DO

En efecto,

(1) Si el sistema tiene solucidn unica Z, es decir A-Z = B entonces Z = Z+(0), donde A-(0) = (0),
ya verifica las condiciones pedidas.

Si el sistema tiene mas de una solucion, digamos que Zi y Zs son dos tales soluciones del
sistema A - X = B entonces debe suceder por definicion lo siguiente:

AleB/\AZQIB - AleAZQ
= A-(Z1 — Zy) = (0) (Distributividad del producto)
?1
z
Luego, Zy — Zy = :2 es una solucion del sistema homogéneo asociado A - X = (0), es
Zm
decir.



annzy + ...+ amzn = 0 ay; ... Qim 21 0

asizy + ... + aemzZnm = 0 asy ... Qom V) 0
L+ - =

anmz1 + + aymzm = 0 Al -+ Gpm, Zm 0

Y en este caso Zy = Zs+ (Z1 — Z) y Zo = Z1 + (Zy — Z1) es una solucion con las condiciones
especificadas.

(2) Reciprocamente, si U es una solucion del sistema lineal A- X = B y H es una solucion del
sistema homogéneo asociado entonces Z = U + H es una solucion del sistema lineal.

En efecto
A (U+H) = AAU+A-H=B+(0)=B

Ejemplo 3.3.1. Consideremos el sistema lineal de orden (2 x 3).

2¢x+3y—2 =1 (%)
dr + 6y —2z = 2
1 2 —1
entonces Z; = | 1 yZy=1 1 son soluciones del sistema (%), y H =7, — Zy = 0 es
4 6 —2

una solucion del sistema homogéneo asociado a ().

En efecto
1
i}ig}:;j _ ;‘ — Z1=| 1 es solucion del sistema
— 4
Andalogamente,
1
igig%:;g _ ;‘ = Zy= | 1 | essolucién del sistema
— 4
Ademds,
-1
i E:B 1 2 8 : ; E:g; _ 8 ‘ = H=7—-17y= 0 es solucion del sistema homogéneo
— —2

Observacién 3.3.2. Las operaciones elementales realizadas para resolver un sistema de ecuaciones
permiten observar dos cuestiones claves:

(1) Para solucionar un sistema los cdlculos se realizan en los coeficientes (matrices A y B) y no
intervienen (gracias a la notacidn matricial) las variables.
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(2) Las operaciones realizadas son funciones, mds ain, son isomorfismos del grupo de matrices
correspondiente.

4. Resolucién de sistemas y Operaciones Elementales: Un Algoritmo Base

Dado un sistema lineal de orden n x m:

a1121 + a12T9 + + A mTy = bl

a91T1 + 999 + + AomTym — bg (5)
N + =

ap1T1 + QpaX2 + + ATy = bn

Entonces de acuerdo a lo estudiado podemos, considerar las siguientes etapas para nuestro algoritmo:

4.1. Notacién matricial de un sistema lineal. Ponemos (5) en notacién matricial, es decir:

ai; a2 ... A1m, T bl
91 A2 ... A2, ) b2 (6)
An1 Qpa .. Gpm T by,
~ ~ s ——— ——
A X B

4.2. Matriz Ampliada asociada a un sistema lineal. Ya observamos que lo que interesa para
resolver el sistema son los coeficientes de las variables e incluso podemos hacer abstraccion de ellas,
es decir definimos una nueva matriz que contenga toda la informacién numérica del sistema para ello
hacemos la siguiente equivalencia:

ai; a2 ... A1m T bl a1 a2 ... A1 | bl
91 A22 ... A2, T2 bg . ag1 A2 ... a9, | bg
Apl Qpa - Qpm T, by, p1 Apo oo Gpm | by

A estas alturas conviene hacer una definicién para bautizar a esta nueva matriz:

Definicién 4.2.1. Liamaremos Matriz Ampliada asociada al sistema (6) ¢ al sistema (5) a la matriz

a1 Q2 ... QAim | by
Q21 Q22 ... A2m | by

(A‘B) - . : . : : <7)
Qp1 Qp2 ... QApnm | bn

Ejemplo 4.2.2. Si Consideramos el sistema lineal de orden 2 X 4:

r + 2y + z + t =1 ()
r + 3y - z + 2t = 1
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(1) La notacion matricial para (9), es dada por
1 2 11
1 3 -1 2

(2) La matriz ampliada asociada es:

STSEE SJEN
Il
| — |

12 111
(A|B)_{13—12\1]

4.3. Rango de la matriz ampliada. Calculamos p(A|B), el rango de la matriz ampliada entonces
tenemos calculados en realidad dos rangos, a saber: El propio p(A|B) y p(A), para lo cual basta
mirar la matriz escalonada reducida por filas asociada a (A|B) eliminando la ultima columna.

Ejemplo 4.3.1. En el caso del sistema (9) para calcular el p(A|B) y p(A) procedemos como sigue:

1|17 _[10 5 -1]1
1]0|7]0o1 -2 11]0

B 11 1] [12 1
(A1B) = 13—12|1]“[01—2

Luego, p(A|B) =2 = p(A)

4.4. Teorema del rango. Un sistema lineal del tipo AX = B, como (6), tiene solucién si
y sélo si p(A) = p(A|B), donde (A|B) representa la matriz ampliada asociada al sistema.
ver (8)

En efecto

Es inmediato que p(A) < p(A|B) < m, pues una fila no nula de A es una fila no nula de (A|B), y m
es el nimero de incognitas x1, o, ..., x,,. Esto sugiere entonces estudiar los casos:

Caso 1. p(A) < p(A|B) entonces de acuerdo a nuestra equivalencia, (7), tenemos que deberia
suceder al menos una situacién como la siguiente (después de escalonar por supuesto):

aj a’y e A, | b
sz g e Ay, | by
(AlB) = : : : P (10)
a,(n—l)l a/(n—l)Z EE a/(n—l)m | Vs
0 0 e 0 | b,

donde b, # 0, lo cual implicaria que 0 - z,,, = 0 = b, lo cual es una contradiccién. Asi que en este
caso concluimos que

Si p(A) # p(A|B) entonces el sistema (5) no tiene solucion.

Caso 2. p(A) = p(A|B) entonces aplicando nuestra equivalencia (7), a la matriz escalonada reducida
por filas obtenida de la matriz (A|B), tenemos al menos una solucién. Bajo estas condiciones nos
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queda analizar los ultimos dos casos:

Caso 2.1 Si p(A) = p(A|B) = m entonces la matriz escalonada reducida por filas E4p es de la
forma

10 ... 0 | T
01 ... 0 | 9
.o oL 1 0 0 Ty T
i i e ' 0 1 ... 0 ) T2
Eap=100 ... 1 | rp |<=| . . o _ -

0 0 0] O e :

. 0 O 1 T T,
00 ... 0| O

X1 (&1

X2 T2
X = =

Tm T'm

Caso 2.2 Si p(A) = p(A|B) = s < m entonces la matriz escalonada reducida por filas E4 5 es de la
forma

s+1 s+2 m
1 0 cg ) cg b cg ) |
s+1 s+2 m
1 0 cé ) c; )L c; ) | 7
— s+1 s+2 m
Exap=100 ... 1 " 2 o0 | s
00 ... 00 0 ... 0 | 0
00 ... 00 0 ... 0 | 0
Es decir, el sistema (5) tiene infinitas soluciones de la forma.
m—s m—s
s+i s+
r— E sy r— E ] Ty
i=1 i=1
T m—s (&1 m—s
E s+1 E s+
T2 To — Co Ts4i T2 o — Co Tgtg
: i=1 : i=1
X — :ES = . g ’,"S + .
x m—s O m—s
s+1 +i o
] re — E ey . re — E M ey
: i=1 : i=1
Tm Ts41 0 Ls4+1
Solucién :
Lm ., particular Lm
-~

Solucién general

En este, caso decimos que el sistema (5) tiene un grado de libertad de orden n—s, y esta representado
por los valores que pueden tomar (zs. 1, Tsio,...,Ty) € R™™°
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Ejemplo 4.4.1. En el ejemplo (9) tenemos que p(A|B) = 2 = p(A) < 4 y podemos leer las infinitas

soluciones de la matriz,

10 5 -1 |1 r = 1—-5z+t
UB= 101 9 10|y = 2:-¢
Es decir, las infinitas soluciones son de la forma:
x 1—-5z+1¢ 1 ) 1
_ y | 2z —t 10 2 -1
X = . ; =1 | 7 1|t 0 (ze RAt €R)
t t 0 0 1
5. Ejercicios Propuestos
(1) Resuelva los siguientes sistemas usando el Teorema del Rango:
B B r + y + z =4
(a) o1 + 2z 3 + 31y = 1| (b) . b ohy - 22 — 3
x+y:4 LL’1+2LL’2+31’3:0
(¢) 20 — 3y =7 (d) 2z + w2 + 323 = 0
3x+2y:8 31’1+21’2+!L’3:0
31’1 + 22152 - 42153 = 1
Ty + 2113'2 + 3!13'3 =0 rr — To + r3 = 3
(e) 21 + 22 + 3w 0 (f) r, — X9 — 3x3 = —3
31’1 + 2113'2 + I3 = 0 3!13'1 + 31’2 — 51’3 = 0
—I1 + i) + r3 = 1
(2) Considere el sistema lineal
2v1 - x2 + 3z3 = a
3!13'1 + ) - 5!13'3 = b (*)
—5r; - bzy + 2lx3 = ¢
Determine los conjuntos
e S ={ceR| (%) tiene solucién }
e S ={ceR| () no tiene solucién }
(3) Considere el sistema lineal
2v1 + 312 - w13 = a
I - T + 31’3 = b (*)
31 + Try - dwg = c
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Determine los conjuntos
e S ={ceR| (%) tiene solucién }
e S ={ceR| () no tiene solucién }

(4) Considere el sistema lineal AX = B, de orden 3

a1ry + apry + aizry = b
a91T1 + Q99Ty + a93x3 = b2 (*)
aziry + asry + agzrzy = b

Demuestre que (x) tiene solucién tnica si y sélo si det(A) # 0 y que

T bl
i) = A_l b2
T3 bg

(5) Considere el siguiente Sistema de Ecuaciones Lineales:

3x + by + 12z - w = -3
2x + 2y + 8z - 2w = -12 (%)
6y + 6z + 3w = 15

2z + k(k+1)w = 9k

Determine los siguientes conjuntos:
e S = {k € R|(x) tiene solucién}
e Sy = {k € R|(*) no tiene solucién}
e 53 = {k € R|(x) tiene solucién tnica}
(6) Fueron estudiados tres tipos de alimentos. Fijada la misma cantidad (1gr), se determino que:

(a) El alimento I tiene 1 unidad de vitamina A, 3 unidades de vitamina B y 4 unidades de
vitamina C.

(b) El alimento II tiene 2 unidad de vitamina A, 3 unidades de vitamina B y 5 unidades de
vitamina C.

(c) El alimento III tiene 3 unidad de vitamina A, no tiene vitamina B y tiene 3 unidades de
vitamina C.

Si se necesitan 11 unidades de vitamina A, 9 de vitamina B y 20 de vitamina C.

(a) Determine las posibles cantidades de alimentos I, I y III que contienen la cantidad de
vitaminas deseadas.
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(b) Si el alimento I cuesta 600 pesos por gramo y los otros dos cuestan 100 por gramo,j, existe
una solucién del sistema cuyo costo sea 10000 pesos ?

6. Algunos sistemas lineales particulares y sus soluciones

6.1. El método de Cramer. Un método muy conocido para resolver sistemas lineales es el
Método de Cramer, el cual se basa en los siguientes hechos: El sistema debe ser cuadrado, es
decir A = (a;;) € Mg(n) y A € UMg(n)), o sea A debe ser invertible.

En estas condiciones tenemos lo siguiente:

ayj; a1 ... Qip T bl T a; Q12 ... Qin ! bl
21 A29 ... Q92pn T2 bg ) o1 Q22 ... Q92p bg
= — =
p1 Ap2 ... Qpg T b, T p1 Q2 ... Qpg by
Pero,
-1
ai; aig ... Qip All Alg R Aln
Qg1 Q2 ... Q2 B 1 Ay Ay ... Ay,
~ detA : : :
Ap1 Ap2 ... QApp A Anl Ang . Ann I

adjunta de A

Luego, sustituyendo tenemos que:

T AH A12 e Aln bl
) B 1 Agl AQQ . AQn bg

| T et 2
Tm Anl Ang e Ann bn

aiy; aig ... bl AT
1 21 QA29 ... b2 ... Qop
T = det
det A
Ap1 Ap2 ... bn oo Qpp
columna t

Ejemplo 6.1.1. Consideremos el sistema lineal pequeno, sélo para ejemplificar

=0 )G)-0G)

Entonces verificamos las hipotesis del método de Cramer:

(1) det ( 1 _} ) = —2#£0. Asi que el método es aplicable y la solucion es la siguiente:

r+y = 1
r—y = 3
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6.1.2. Ejercicios Propuestos del Método de Cramer.

(1) Resuelva usando el método de Cramer los siguientes sistemas:

13

23:1 4 3$2 - 1 21’1 + To + T3 = 6
(a) 7w 4+ dp, — AT (b) 3z — 229 — 33 = 5
! 2 811 + 2wy + bry = 11
21’1 + 21’2 + r3 = 7 2!13'1 + x5 — I3 = 4
(c) T + 2x9 + w3 0 (d) T + x5 = 2
—-x; + To + 3!13'3 =1 — X9 + 5!13'3 = 1
I — Ty = 7 Ty + T2 + T3 + Ty = 6
(e) 2!13'2 + xI3 = 2 (f) 21’1 — r3 — Ty 4
41’1 — To = -3 31’3 + 6!13'4 = 3
333'3 — 533'4 = 2 I — Ty = 5
(2) Considere el tridngulo de la figura
/‘)/
b a
e u B
b cos c a cos 3
(a) Demuestre usando trigonometria que
ccosa+acosy = b
bcosa+acosff = (11)

ccosfB+bcosy = a
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(b) Interprete (11), como un sistema de ecuaciones en las variables, cosa, cos 3y cos~y, y de-
muestre que el determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero.

(c) Utilice la regla de Cramer para despejar cos -~y

(d) Demuestre la Ley de los cosenos: ¢ = a® + b* — 2abcosy

6.2. Factorizacién LU. Considera un sistema clasico de la forma A - X = B tal que A € Mg(n)
es una matriz triangular superior invertible, es decir:

aix aig aiz - Qin T by
0 axp ay --- a T2 by
0 0 ag -~ as 3 | =] bs (Con a; # 0 parai=1,...,n) (12)
0 0 0 - apy Tn by,

El tipo de matriz, nos permite resolver el sistema, (12) iteradamente, como sigue:

bn,
T, = —
Apn
T . bn—l_a(n—l)nzn
n—1 —
A(n—1)(n—1)
n
bs_ E Qs T
X o i=s+1
s =
Qss

Luego,

Ty = (s=1,2,....,n—1) (13)

Un comportamiento andlogo, obtenemos si, A € Mg(n) es una matriz triangular inferior invertible,
pues en este caso:

C11 0 0 cee 0 T bl
Co1 (€29 0 0 i) bg
C31 C32 C33 0 Z3 = bs (Donde ¢;; #0 (1 <i < n) (14)

Ch1 Cp2 Cp3z **+ Cpp Tn bn



6. ALGUNOS SISTEMAS LINEALES PARTICULARES Y SUS SOLUCIONES

Y,
by
r = —
C11
by — co17y
Ty = ————
C22
s—1
bs - Z CsiTj
i=1
Ty =
aSS
Luego,
s—1
bs - Z Csij
i=1
s = = 2, 3, ,
x -~ (s )
Ejemplo 6.2.1. Resolver el sistema lineal
511 = 10

41’1 - 2113'2 28
201 4+ 3xs + 4dx3 = 26

Solucion
10
r1 = g =2
28 — 4z
Ty = Tl =—10
26 — 221 — 3
r3 = l 2 =13

4
Observaciéon 6.2.2. Considera un sistema cldsico de la forma A- X = B tal que

(1) A € Mg(n)

15

(2) A= L-U, donde L es una matriz triangular inferior y U es una matriz triangular superior.

entonces

A-X=B < (L-.U) - X=B=L-(U-X)=B=L-Z=B

——
Z

(16)
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Ast que: Usando la formula (15) calculamos Z y usando la formula (13) calculamos X

Ejemplo 6.2.3. Consideremos el sistema lineal

63)1 — 21’2 — 41’3 + 43)4 = 2
33)1 — 31’2 - 61’3 + Ty = —4 (17)
—123)1 + 81’2 + 212}3 - 83)4 = 8
—61’1 - ZT3 + 73)4 = —43y
entonces para la matriz A de coeficientes del sistema (17),
6 —2 —4 4
3 -3 —6 1
—12 8 21 -8
—6 0 —10 7
usemos la descomposicion LU (verifiquelo!!);
1 0 00 6 —2 —4 4
1 00 0 -2 —4 -1
— 2 I
=123 22 10]% =0 0o 5 —2
-1 1 -2 1 o o0 0 8
entonces (17), se escribe como:
1 0 00 6 —2 -4 4 2 2
s 1 00 0 —2 —4 -1 T B —4
2 =2 10 0 0 5 -2 P 8
-1 1 -2 1 0O 0 0 8 24 —43
Y lo resolvemos segin las etapas descritas en (16):
1 0 00 6 —2 -4 4 21 2
1 00 0 -2 —4 —1 T | -4
2 —2 10 0 0 5 —2 z | |7 8
-1 1 -2 1 0 0 0 8 4 —43
Es decir:
(1) Realizamos el producto
6 —2 —4 4 T 21
0 -2 —4 -1 i) . Z9
0 0 5 —2 ZT3 o z3
o o0 0 8 T4 24
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(2) Determinamos el producto anterior via (15)

1 0 0
Lo
-2 =2 1
—1 1 -2

_— o O O

(3) Resolvemos el sistema via (13)

6 -2 —4
0 -2 —4
0 0 5
0 0 O

2
—4
8
—43

Lyg

€3

X2

€

2

—4—%,21:—5

8+ 221 + 2z =2
—43—|—Zl—2’2+223:—32

6.3. Ejercicios Propuestos. Resuelva los sistemas lineales AX = By A= LU si:

28 0
1) A=|2 2 -3
12 7
8 12
2) A=|6 5
2 1
2 3
4 5
B) A=1 _5 _g
8 9

g Ww o

S

L =

W w = o

—32
s =4
2‘|—52£L'4:_12
—5+14
+ 1’34‘1’426.9
242 —
+ ZL’2+4ZL'3 41’4:45
6
1 40
U=\ 0 2 1
0 0 2
2 3 —1
U=1] 0 -2 5!
0O 0 2
0 0 2 3
0 0 0 —1
1 0 U= 0 0
2 1 0 0

=~ Ol — —

17
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7. Situaciones de Desempeno: Sistemas de Ecuaciones Lineales

7.1. El objetivo de esta seccién es presentar al Estudiante ”Situaciones Problematicas”
que le permitan:

(&) Estimular la comprension de lectura en problemas mateméticos.
() Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

() Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucién de problemas que envuelven concep-
tos matematicos.

(&) Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojald eficiente), para responder al problema planteado.

(&) Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades
bésicas que debe conocer, y “en lo posible haber aprehendido” de los topicos analizados.

7.2. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

(x) Lea cuidadosamente el problema.

(x) Reconozca lo que es informacién (dato), de lo que es ”incognita”, o lo que a usted se le consulta.

(%) Trate de entender en la forma mas clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede
usar ”sinénimos matematicos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto

nunca esta de mas.

(¥) Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento
de lo que debe probar.

7.3. Situaciones de Desempeno Propuestas:

2 -1 3
(1) Si consideramos A = ;l ?) _; € Mg(4 x 3). Determine el conjunto
8 0 7

S = {XeMg@Ax1)|A X =(0)}

(2) Verifique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
[2.1 ] Sean A € Mg(n) y B € Mg(n) tal que:
(i) S es el conjunto solucién del sistema homogéneo AX = 0
(i) S es el conjunto solucién del sistema homogéneo BX = 0

entonces S; N Sy es el conjunto solucién del sistema (A — B)X =0



7. SITUACIONES DE DESEMPENO: SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 19

[2.2 ] Si S es el conjunto solucién del sistema

rx + Yy - z = 2

r + 2y + z = 3 ()

r + y + (a*=5)z = a

entonces a = —2 = S = ()
T 1
x b
(3) Dado el sistema lineal; AX = B tal que A = (a;;) € Mg(10), X = ? y B = ’

10 bio

Determine el conjunto, S = {(bs, b3, ..., b)) € R? | AX = B tiene solucién}

(4) Dado el sistema de ecuaciones lineales:
r+y+z =1
r+yt+az = 1 (%)
by +cz = ¢

Determine los siguientes conjuntos

(a) Sy = {(a,b,c) € R¥| (x) tiene infinitas soluciones}
(b) Sy = {(a,b,c) € R? | (%) tiene solucién tnica}

(c) S3 = {(a,b,c) € R? | (%) no tiene solucién}

(5) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

ax + y + 2z = 2a-1
r 4+ ay + z = a (%)
r + y + az = 3-2a

Determine los siguientes conjuntos:
S1 = {a € R | (*) tiene solucién tnica}
Sy = {a € R | (x) tiene infinitas soluciones}
Sz = {a € R | (%) no tiene solucién}

(6) El Departamento de pesca y caza proporciona tres tipos de comidas a un lago que alberga a
tres especies de peces. Cada pez de la especie 1 consume cada semana un promedio de 1 unidad
del alimento 1, 1 unidad del alimento 2 y 2 unidades del alimento 3. Cada pez de la especie 2
consume cada semana un promedio de 3 unidades del alimento 1, 4 del 2 y 5 del 3. Para un pez
de la especie 3, el promedio semanal de consumo es de 2 unidades del alimento 1, 1 unidad del
alimento 2 y 5 unidades del alimento 3. Cada semana se suministran al lago 25000 unidades del
alimento 1, 20000 unidades del alimento 2 y 55000 unidades del alimento 3. Si se supone que
los peces se comen todo el alimento. ;Cudntos peces de cada especie pueden coexistir en el lago?
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8. Solucién de Situaciones de Desempeno: Sistemas de Ecuaciones Lineales

2 -1 3
(1) Si consideramos A = ;l § _; € Mg(4 x 3). Determine el conjunto
8 0 7

S = {XeMp(dx1)|A X =(0)

Solucién

Etapa 1. Observamos en primer lugar que:

XeS < XeM@Bx1) AN A-X=(0)

. 2 -1 3 - 0
1 1
4 2 1 0
— X=| 22 | e Mg@Bx1) A 9 3 _9 =1 (%)
s 8 0 7 = 0
Es decir, X € S si y sélo si X es solucién del sistema homogéneo (x)
En segundo lugar, un sistema homogéneo siempre tiene solucion !!!. Pues, como
2 -1 3]0
4 2 1] 0 :
(A|(0)) = 2 3 -2 |0 , sigue que p(A) = p(A|(0)), y entonces S # ()
8 0 7] 0
Etapa 2. Escalonamos (A|(0))
A A I
(4l(0)) = (Ls — Lz — L1)
2 3 =210 (Ly — Ly — ALy) 0 4 -5 1|0
8 0 710 4 4 ! 0 4 -5 10
1 3
2 -1 3]0 1 1 -3 g | 0
(Ls — Ly —Ly) [ O 4 =5 ] 0 (Ll—)?Ll 0 1 — 1|0
(Ly — Ly — Lo) 0 0 0] 0 1 4
0 0 o]o) B3k lo 0 00
0o 0 010
7
10 g | 0
1
(L1—>L1+§L2 1 1 | 0
0 010
00 010

Asi que p(A) = 2 y existen infinitas soluciones, y estas son de la siguiente forma:
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T,
g T
T
X = T | = ?.x
T3 4 3
1'!13'3
Por tanto,
( 7 \
_g.l’g
S = §_z3 |23 €R )
4
\ 123 ),

(2) Verifique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
[2.1 ] Sean A € Mg(n) y B € Mg(n) tal que:
(i) Sy es el conjunto solucién del sistema homogéneo AX =0
(ii) S es el conjunto solucién del sistema homogéneo BX = 0
entonces S; N Sy es el conjunto solucién del sistema (A — B)X =0
Solucién. La afirmacién es falsa.
En efecto

Etapa 1. S1 NS, es el conjunto solucién del sistema (A — B)X = 0 si y sélo si

SlﬁSQZ{ZEMR(TLX1)|(A—B)Z:O}

Etapa 2. Analisis de los datos.

Ze€SINSy < ZeS NZeb5,
— ZeMgr(nx1)NAZ=0ANBZ =0 (%)

Caso 1. De (x), sigue que:

21
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ZeSNSy < ZeMr(nx1)NAZ=0ANBZ =0
— ZeMp(nx)NAZ—-BZ =0
= ZeMgr(nx1)AN(A—B)Z=0

4
S1N.S, - {ZEMR(TLX1)|(A—B)Z:0}

Caso 2. Si A € UMg(n) y B € UMg(n) ( Ay B invertibles) entonces por el teorema del
rango p(A) = p(B) = n. Asi que

0 0
ST = : =5 = 5N5Y = :
0 0
Pero la matriz A — B no necesariamente es invertible. Luego el sistema (A — B)X = 0 no
tiene como soluciéon unica la solucién trivial.

Para un ejemplo particular del caso expuesto encima basta tomar, para n = 2:

(1) (1)

weo = (57)(5)=(5)
= (3)=(1) (0)
= (3)=(i 1))
= (3)-(7)

oo = (375 (5)=(0)
= (-2 (%)
= (3)=(= 0)(5)
= (5)-(0)

Luego,



8. SOLUCION DE SITUACIONES DE DESEMPENO: SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

s () n s ()

Pero para A — B tenemos que

(A— B)X = (0) < (

0
0
0 . . .
) = ( 0 ) ( Ojo A — B no es invertible)

Asi que

51052:{(8)};{ZGMR@)HA—B)Z:O}:{(_i) \xeR}

[2.2 ] Si S es el conjunto solucién del sistema

r + Yy - z = 2
r + 2y + z = 3 (%)
r + y + (a*=5)z = a
entonces a = -2 = 5=
Solucién. La afirmacion es verdadera.
En efecto
Alternativa 1. Si a = —2 entonces directamente de () sigue que,
r + vy - z = 2 r + vy - z = 2
r + 2y + z = 3| < z + 2y + 2z = 3
r + y + ((-2)?-5)z = -2 r 4+ oy + —z = =2
\
r+y—2=2 N x+y—z=-2
\
2 = —2 Contradiccién
\
S =0

Alternativa 2. Aplicamos el teorema del rango, para determinar S.

(i) Escalonando la matriz ampliada del sistema (A|B) tenemos que:

23
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11 -1 | 1o -3 | 1
(AIB)=1 1 2 1 ‘ ~ 0 1 2 ‘ 1
11 (®*=5) |« 00 &®*—4|a—2
10 3 | 1
= |01 2 |1
0 (—=2)(a+2)|a—2
(ii) Si hacemos a = —2 obtenemos que:
10 =3]1
(AB) ~ [0 1 211
00 0|4
Asi que p(A) =2 < p(A|B) = 3, y el sistema no tiene solucién.
T
x
(3) Dado el sistema lineal; AX = B tal que A = (a;;) € Mg(10), X = ? y B
10

Determine el conjunto, S = {(by, b3,...,b10) € R? | AX =

Solucién

Etapa 1. Procedemos a calcular el rango de la matriz ampliada asociada al sistema.

1 1 1 1] 1
2 2 2 2 | b
(A|B) = 3 3 3 3 | b3
10 10 10 ... 10 | by

111 1| 1
000 0 | by—2
—|ooo 0| by—3
000 0 | by —10

Etapa 2. Procedemos al andlisis de la situacién para responder a los requerimientos:

B tiene solucién}

(lg — l2 — 2[1)
(lg — lg — 3[1)

(ll(] — llO — 10[1)

Como p(A) =1 entonces AX = B tiene solucion si y sélo si p(A|B) =1

Pero, p(A‘B) =1 (bQ,bg, ..

., b)) = (2,3,...,10). Asi que

S =1{(2,3,...,10)}
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(4) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

rT+y+z
rT+y+az
by +cz =

Il
—_ =
—~
*
S~—

Determine los siguientes conjuntos

(a) Sy = {(a,b,c) € R¥| (x) tiene infinitas soluciones}
(b) Sy = {(a,b,c) € R? | (%) tiene solucién tnica}

(c) S3 = {(a,b,c) € R¥| (%) no tiene solucién}
Soluciéon

Etapa 1. Construimos la matriz ampliada (A|B) del sistema:

11 1 1
E=|1010b ¢ c
0 0 a—110
Etapa 3. Analisis de la matriz E
Sia=1:
1 1)1
. r+y+z = 1
E = cle — by ~ (1—2)
000]0

Luego a = 1= (1,b,¢c) € S;

Sia#1:
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1 1 0]1 r+y = 1
E=1015b 0]c = by = c
0 0 110 z =0
Luego,
a#1ANb=0ANc#0= (a,0,c) €S;
aZ1ANb=0Nc=0= (a,0,0) € S;
a#1Nb#0= (a,b,c) €S,
Dado el sistema de ecuaciones lineales:
ax + y + 2z = 2a-1
r + ay + 2z = a® (%)
r + y + az = 3-2a

Determine los siguientes conjuntos:
S; = {a € R | () tiene solucién unica}
Sy = {a € R | (%) tiene infinitas soluciones}

S3 = {a € R | (x) no tiene solucién}
Solucién

Aplicamos el teorema del rango en el sistema (*).

Etapa 1. Escalonamos la matriz ampliada asociada al sistema (*)

a1l 1 | 2a—1

(A|B) = 1 a1 | a? (11H12>
11 a | 3-2a
1 a1 2
(1 e
1 1 a | 3-2¢) Ual=0)

a 1| a?

1
= 0 1—a*> 1—a | 2a—1-d?
0 1—a a—1 | 3—2a—ad?

1 a 1| a?
= 0 1—a a—1 | 3—2a—a?
0 1—a*> 1—a | 2a—1-a3

Caso 1. Si a = 1 entonces sustituyendo en (**), tenemos que

(lg <> lg)

()
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111 |1
(A4B) = [0 00 | 0
00010

Asi que p(A|B) = p(A) =1 < 3. Por tanto (*) tiene infinitas soluciones.

Caso 2. Si a # 1 entonces podemos seguir operando en (**), y tenemos

1 a 1 | a?
(AB) = | 0 1-a a-1 | 3-2a—a | (¢ l)

0 1-a®> 1—-a | 2a—1-a? —a
1 a 1 a?

= 0 1 —1 } a+3 (ll — 1 — algg
0 1—a® 1—a | 2 — 1 — a3 (I3 = I3 — (1 —a”)ly)
L0 l+a | —3a

= (01 —1 | a+3
00 (1-a)2+a) | 3a>+a—4

Caso 2.1 Sia # 1y a= —2 entonces p(A) =2y p(A|B) = 3, pues 3(—2)> —2 —4 = 6. Asf que
(*) no tiene solucién

Caso 2.2 Sia# 1y a# —2 entonces p(A) = p(A|B) = 3, y (*) tiene solucién tnica.
Conclusién

S =R—{-21}
Sy = {1}
Sy = {-2}

El Departamento de pesca y caza proporciona tres tipos de comidas a un lago que alberga a
tres especies de peces. Cada pez de la especie 1 consume cada semana un promedio de 1 unidad
del alimento 1, 1 unidad del alimento 2 y 2 unidades del alimento 3. Cada pez de la especie 2
consume cada semana un promedio de 3 unidades del alimento 1, 4 del 2 y 5 del 3. Para un pez
de la especie 3, el promedio semanal de consumo es de 2 unidades del alimento 1, 1 unidad del
alimento 2 y 5 unidades del alimento 3. Cada semana se suministran al lago 25000 unidades del
alimento 1, 20000 unidades del alimento 2 y 55000 unidades del alimento 3. Si se supone que
los peces se comen todo el alimento. ;Cudntos peces de cada especie pueden coexistir en el lago?

(a) Planteamiento del problema. Si denotamos por

r1 = cantidad de peces de la especie 1
ro = cantidad de peces de la especie 2
r3 = cantidad de peces de la especie 3

entonces de acuerdo a los datos, el sistema asociado es le siguiente:
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r1 + 3z + 2x3 = 25000 1 3 2 1 25000
2r7 + dwy + dxz = 55000 2 5 5 T3 55000

(b) Calculamos el rango a la matriz ampliada asociada al sistema. p(A|B), es decir debemos
reducir por filas la matriz (A|B):

1 3 2 | 25000 (Ly —> Ly — L) 1 3 2| 25000
(AIBy=1 1 4 1 | 20000 L2 L2_2L1) 0 1 —1 | —5000
2 5 5 | 55000 (Ls — Ly ! 0 —1 1 | 5000
w—nsy (38 3] e
(Ly — Ly + Lo)
3 3 00 0| 0

(c) Ahora comparamos los rangos para verificar las hipétesis del teorema del rango.

(i) p(A|B) = p(A) = 2. Asi que existe solucién para el problema de administracién de
reCursos.

(ii) Como p(A|B) = p(A) =2 < 3 entonces existen infinitas soluciones

(d) Ahora determinamos las soluciones aplicando nuestra equivalencia (7) es decir traducimos
al sistema:

21 = 40000 — 55 (1)
ro = —5000 + 3 (2)

Probablemente un problema tedrico terminaria aqui, pero este es un problema préctico y
real asi hay que estudiar las posibilidades o restricciones:

(i) En primer lugar, debemos tener que z; > 0,25 > 0y x3 > 0, pues se trata de canti-
dades de peces.

(ii) De la ecuacién (2): x5 = x5 + 5000 y de x5 > 0 sigue que x3 > 5000
(iii) De la ecuacién (1): 40000 — 5xg = x1 y x1 > 0 sigue que 8000 > z3

(e) Luego para concluir las soluciones tedricas posibles son del tipo:

T 40000 — 53
X = ) = T3 — 5000
T3 T3
40000 —dT3
= —5000 + X3 (1’3 S R)

0 T3
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Aplicando las restricciones obtenidas tenemos que:

T 40000 —dT3
X=| 2 | = [ —=5000 |+ 3 (5000 < 23 < 8000)
T3 0 T3

No obstante esta sea una buena descripcion de las posibilidades, lamentablemente ninguna
especie de peces tiene como miembro una mitad de pez, asi que la soluciones son a lo mas
3001, pues como dicho, x3 tiene que ser entero y x; < 15000, por lo tanto:

T 40000 —51’3
X =1 m = —-5000 | + xzg | ;(5000 < x3 <8000 A ax3€7Z)
T3 0 I3
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