Rudimentos 4: Progresiones
Profesor Ricardo Santander

Este capitulo esta destinado a presentar contenidos y actividades que permitiran al estudiante, verificar que
un conjunto de nimeros satisface las propiedades que definen a una progresion aritmética o geométrica, y que
en forma natural observe que el ordenamiento de los elementos de un conjunto en esta forma, permite generar
un algoritmo para obtener rapida y eficientemente cada término en forma independiente, y determinar la
suma de sus elementos en cualquier instante.

1. Progresiones Aritméticas

Extenderemos las ideas de Peano aprovechando la operatoria que poseen los Nimeros Reales (R), para
construir listados de estos niimeros que emulen el comportamiento de los ntimeros naturales.

Motivacion 1.1. Supongamos que una persona deposita 50.000 pesos en un banco a un interés del 3% anual.

[1] ;Cudnto dinero gana esa persona en un ano?

3
¢ Como el interés que produce 1 peso en 1 ano es de 100 = 0.03 pesos entonces el interés total en
el ano es de 50.000 - 0,03 = 1.500 pesos

¢ Luego, la persona al cabo de un ano, posee en total la cantidad de 50.000 4+ 1.500 = 51.500 pesos
[2] #Cudnto dinero gana esa persona en dos anos. Si deposita al sequndo ano los mismos 50.000 pesos?
¢ Al final del primer ano si se retiran los intereses, el capital sigue siendo el mismo: 50.000 pesos.

Luego, el capital vuelve a producir 1.500 pesos. Asi que en los dos anos el interés producido es de
1.500 4 1.500 = 3.000 pesos

¢ Luego, la persona al cabo de 2 anos, posee en total la cantidad de 50.000 + 3.000 = 53.000 pesos
[3] ¢Cudnto gana a los t anos. Si cada ano retira los intereses.?

¢ La situacion hasta aqui es la siguiente

Capital inicial : 50.000
Primer ano : 51.500 » = A = {50.000,50.000 + 1500, 50.000 + 2 - 1500}
Segundo ario  : 53.000

¢ S7 el proceso continua en el tiempo debemos tener un listado como el siguiente

A = {50.000,50.000 + 1 - 1.500, 50.000 + 2 - 1.500, 50.000 + 3 - 1.500, ... } (1)

E's decir, la constante del listado es fijada por las identidades
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o (50.000 + (£ + 1) - 1.500) — (50.000 -+ ¢ - 1.500) = 1.500

3 3
50.000 + ¢ - 1.500 = 50.000 + —— - 50.000 - ¢ = 50.000 { 1 + — - ¢ t=0,1,2,...

° * T 100 <+100>( L2)
[4] En general, si notamos

¢ a1 al capital inicial

¢ = 180 a1 interés anual simple

¢ t tiempo en anos

Entonces el listado y las propiedades que se intuyen son las siguientes
1. A= {al,al + 4,01 + 29,01 + 3i,aq +4i,...,}
2. ap = a1+ (k—1)i, o bien, ar = a1 1—|—(k‘—1)ﬁ

3. La suma de los t primeros términos, para cada t € N

¢
S = Zal+ 1)i)
=1

, para cada k=1,2,3,...

t t
= my 1+iy (k—1)
k=1 k=1
— 1)t
= mt+1 2) Ver (77)

t .
= 5 (2&1 + (t — 1) Z)
. . . 7 t
3’. FEquivalentemente, por nuestra definicion tenemos, S; = 3 (a1 + ay)

Definicién 1.2. A = {ay,a9,as3,---,} C R serd llamada una Progresion Aritmética. Si existe d € R, tal
que apt1 = a, +d  (Ym;m € N); d se llama la diferencia de la progresion aritmética

Ejemplo 1.2.1. Si definimos a, = n € N yd = 1 entonces A = {a1,a2,as,---,} = {1,2,3,--- ,} = N.
Luego, N es una progresion aritmética, con diferencia d =1

Ejemplo 1.2.2. A={-1, -2, =3, =3, —7,---} es una progresion aritmética con a1 = —1 yd = —
1

Ejemplo 1.2.3. A= {\/5, 3 + \/5, 1+ \/5, ce } es una progresion aritmética con aq = V2 yd= =

Observacion 1.3. Del ejemplo 1.2.1, sabemos que

o El término de orden o posicion n en el listado es eractamente n. Es decir en un sistema grdfico que
mmwolucre a cada término versus su valor numeérico, tenemos que
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valor del término

mpil - o)
[ ]
[}
[ ]
3 ..................... o)
2 ............. o)
11 o
término
ar a2 a3 ap
n n
. . . nn+1) .
o La suma de los n primeros términos es S, = E a; = E i = ———=, como lo obtuvimos en la

i=1 i=1
formula (77?)

Sin embargo, en el ejemplo 1.2.3, no es tan claro:

o ;Cudl es el término de orden o posicion n en el listado?. Porque si procedemos como en la situacion
anterior la situacion grdfica es la siguiente

valor del término

_1_\/5 ..................... (?.
——’—\/5 ------------- O .

término
a1 az a3 G,

o Y menos sabemos, ;Cudl es la suma de los n primeros términos Sy ?

Ahora, estas cuestiones son importantes para nosotros toda vez, que estos son los problemas que debemos
aprender a resolver

1.4. Propiedades de las progresiones aritméticas.

[1] Si A={ay,a2,as,...,} C R, es una Progresién Aritmética de diferencia d entonces el término de orden
n se obtiene como
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n+1=0a1+n-d; neN (%)

En efecto
o Por demostrar que ap11 =a1+n-d; neN

o Gestién de la informacién. Si A = {aq,a2,as,...,} C R, una Progresiéon Aritmética de diferencia
d entonces de la Definicién 1.2 tenemos que

as = a1+d
as ay+d= (a1 +d)+d=a+2d
ag = az+d=(a1+2d)+d=a;+3d

o Luego, el método sugerido es Induccion, para probar que la formula

F(n): ant1 =a1+n-d; neN, es verdadera (Vn;n € N)

¢ F(1) es verdadera, pues aj+1 = az = a1 +d.

¢ Hipdtesis de Induccién: Suponemos que F(k) es verdadera, es decir

ar =a; + (k—1)d (H)

¢ Tesis de Induccién: Por demostrar que F'(k + 1) es verdadera

Ap+1 = ap + d
(H
= a+(k-1)d+d
= a1 +kd
Asi F(k+1) es verdadera y F'(n) entonces es verdadera (Vn;n € N)

2] Si A = {a1,a2,a3,...,} C R, es una Progresiéon Aritmética de diferencia d entonces la suma de los
n-primeros términos se obtiene de la férmula.

n 5(2a1 + (n—1)d) (Vn;n eN)
S, = Z a; = V (2)
i=1 5(a1 + an) (Vn;n € N)
En efecto "
Para demostrar que Z a; = g(Zal + (n — 1)d), haremos uso de la informacién a,, = a; + (n — 1)d, y
i=1
aplicaremos Induccién para concluir que la férmula
- n
F(n): Zai = 5(2a1 + (n —1)d), (n € N) es verdadera (Vn;n € N)
i=1

4 Iniciamos mostrando que F(1) es verdadera, porque

1

1
1 1 1
;ai =a; A 5(2a1 +(1-1)d) = 5-2a1 =a z;ai = 5(2a1 + (1 —-1)d)



1. PROGRESIONES ARITMETICAS

4 Seguimos con la Hipétesis de induccién: Suponiendo que F(k) es verdadera, es decir:

k
k
> ai= 5201+ (k= 1)d) (H)
i=1
¢ Y como Tesis de induccién debemos demostrar que F'(k + 1) es verdadera.

En efecto

k+1
Sk+1 = Zai
Zil
= Z a; + Qg1
i=1
H) k
DS+ (k= 1)) + apn
k
= 5(2a1 + (k—1)d) + (a1 + kd)
_ 2kay + k*d — kd + 2a1 + 2kd
B 2
 2a(k+ 1)+ k(k+1)d
B 2
kE+1
= D kg
Asi, F(k+1) es verdadera, y efectivamente
Zai: g(2a1—|—(n—1)d) (Vn;n € N)
i=1

En particular, como a; + (n — 1)d = a,, entonces

n

Zai = 3 (2a1 + (n —1)d)
i=1

= May + a1+ (n — 1)d))
= §(a1+an)

[3] Como aplicacién inmediata tenemos que la suma de los n-primeros naturales es:

Si= Sl+m-1)-1)
i=1

n(n+1)
2
[4] Finalmente para la progresiéon del Ejemplo 1.2.3, tenemos que

n—1
oan:\/i"’_ 2 » Y

n n—1




6 RUDIMENTOS 4: PROGRESIONES PROFESOR RICARDO SANTANDER

2. Progresiones Geométricas

Motivacion 2.1. Supongamos que una persona deposita 50.000 pesos en un banco a un interés del 3%
anual, al igual que en la motivacion (1.1)

[1] sCudnto dinero gana en dos anos?
¢ Como ya sabemos, el interés que produce 1 peso en 1 ano es de 0.03 pesos entonces el interés

total en el ario es, 50.000 - 0,03 = 1.500 pesos

¢ Sin embargo la diferencia esta en que, al no retirar los intereses ganados en el ano, se genera un
aumento en el capital, y por ende el interés de este periodo debe cambiar, y es, 51.500 - 0,03 = 1.545
pesos. Asi que el interés acumulado al fin de los dos anos es 1.500 + 1.545 = 3.045 pesos, y el dinero
acumulado es entonces 50000 + 3.045 = 53.045 pesos

[2] ¢#Cudnto gana a los t anos. Si cada arno retira no los intereses.?

¢ La situacion en los periodos anuales es la siguiente

Capital Inicial : 50.000

Primer ano : 50.000 4+ 1500 = 50.000 <1 + %)
2
Segqundo ano : 51.500 + 1545 = 50.000 (1 + %)

¢ S7 el proceso continua en el tiempo debemos tener un listado como el siguiente

3 3 )2 3\°
A = {50.000, 50.000 - (14 —— ], 50.000- (14 — ) , 50.000- [ 1+ — ) ,...
{ : < +100>, < +100> , ( +100> yoor}

¢ Luego, tenemos que el ano t tiene el siguiente comportamiento

3 \ 1
no t @ 50.000 ( 1+ —
ano < + 100)

[3] En el caso general si modelamos la situacion como,

a1 = capital inicial

. r . p . . .

T = 100 ay interés anual compuesto(sin retirar los intereses)
t tiempo en anos

Entonces obtenemos

a; = ai
. T
ay = a1+Z:a1<1+m>
a3 = a1 +i+(a+i)— =a (1+L>2
s M 7900 ™ 100

: : .
a = a1 (1 + L)
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Definicién 2.2. G = {aj,a2, -+ ,} C R es una Progresion Geométrica. Si existe r € R, tal que r # 0
yr#1, yams1 = am-r (Ymym € N); r se llama la razon de la progresion geométrica

Ejemplo 2.2.1. G ={2,4,8,10,--- } es una progresion geométrica con a; =2 yr =2
Ejemplo 2.2.2. G = {\/g, -3,3v3,-9, - -} es una progresion geométrica con a; = V3yr=—V3

2.3. Propiedades de las progresiones geométricas. Si G = {a1,as,as3,...,} C R, es una Progresién
Geométrica de razén r entonces:

[1] El término de orden n se obtiene directamente de la férmula

an = a;-r"' (Vn;n €N) (3)

Para mostrar, (3), usaremos Induccién Matemdtica

® a; =a; -1 asi que nuestra férmula es verdadera en su primera etapa.

¢ Supongamos que la formula es verdadera en la etapa n, es decir que,
an = ap-r"t ()
¢ Debemos para terminar, mostrar que
Unt1 = a1-T

En efecto

Gptl = Qp - T (Por definicién de progresién geométrica)

ap -~ 1. r (Usando la informacién provista por(*))

= ay-r"

[2] La suma de los n primeros términos se obtiene a través de la férmula

S, = gai:al {T”_l] (¥nin € N) (@)

r—1

Finalmente para mostrar, (4), hacemos lo siguiente:

Z a; = Z aj -1 (Usamos la informacién de (3))
i=1 i=1

n
= alg Pt
i=1

= a(l+r+r+-+r")

r"—1
= a
! r—1
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3. Ejercicios Propuestos de Progresiones

[1] Si el conjunto A = { % , A2, a3, G4, -+ ,G9,} €s una Progresién Aritmética que satisface las siguientes
condiciones:

oca+az+as+ay+--- +agp_1 =24
oay+ag+ag+ag+--- +ag, =30
° a2n:al+%

entonces determine, si es posible, el niimero de términos de la progresiéon aritmética.

243 665 . .
g Sp = r entonces determine n y su razoén r

[3] La suma de tres niimeros en progresién aritmética es 27 y la suma de sus cuadrados es 293. Determine
tales nimeros

[2] Sien una progresién geométrica u; = 4, u, =

[4] Si en una progresién aritmética el quinto término es 15 y el décimo término es 30 entonces determine
la progresién

[5] Sila suma de tres nimeros en progresién geométrica es 26 y su producto es 216 entonces determine
tales nuimeros.

[6] La suma de tres niimeros en progresion aritmética es 30. Si al primero de ellos se le agrega 1, al segundo
5 y al tercero 29 se obtiene una progresion geométrica entonces determine ambas progresiones

[7] Determine 5 niimeros reales en progresién geométrica, tales que la suma de los dos primeros es 24, y la
razén es la cuarta parte del primer nimero.

[8] Sien una progresién aritmética A, se verifica que: El producto del segundo con el quinto término es 364,
y ademas la diferencia de estos mismos términos es 15 entonces determine, si es posible la progresion

A.

a+b 3a—0>b
—a,—, ...
2 b b 2 b

(a) Calcule Sy;. La suma de los primeros 21 términos.

[9] Dada la progresién T' =

(b) Exprese S,, usando el operador sumatoria.
[10] Sea S = {b1, b2, ...} una sucesién de numeros reales, tales que:
(@) bpy=n;bp,=myn#m

1
(b) Si ademds construimos una progresién aritmética A = {ay,aq,...,} tal que a; = o (Vi;1 € N)
i

entonces demuestre que la diferencia de la progresion es d = —
mn
[11] La suma de tres nimeros en progresiéon geométrica es 70. Si se multiplican los niimeros ubicados en los
extremos por 4 y el namero ubicado en el centro 5, se obtiene una progresién aritmética. Determine
ambas progresiones.
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[12] Si se tienen tres términos en progresién geométrica, y se resta 8 del segundo término se obtiene una
progresién aritmética, y si en "esta” se resta 64 del tercer término resulta nuevamente una progresién
geométrica. Determine, si es posible, todas las progresiones involucradas en el problema.

[13] Considere las progresiones
o G ={g1,92,93,...} progresién geométrica
o A =1{3,a9,as,...} progresién aritmética
tal que
o g3 =12y g7 =192
11 50

© Zgi = Zai
i=1 i=1

Determine la diferencia de la progresion A
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4. Situaciones de Desempeno: Progresiones Aritméticas y Geométricas

El objetivo de esta seccién es presentar al Estudiante ”Situaciones Problematicas” que

le permitan:

4.3.

Estimular la comprension de lectura en problemas matematicos.
Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucion de problemas que envuelven conceptos
matematicos.

Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojald eficiente), para responder al problema planteado.

Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades
bésicas que debe conocer, y "en lo posible haber aprehendido” de los topicos analizados.

. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

Lea cuidadosamente el problema.

Reconozca lo que es informacién (dato), de lo que es "incognita”, o lo que a usted se le consulta.
Trate de entender en la forma mas clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede usar
”sinénimos matematicos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto nunca esta

de mas.

Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento de lo que
debe probar.

Situaciones de Desempeno Propuestas:

Si A ={aj,as,...} es una Progresiéon Aritmética que verifica simultdneamente las condiciones:
o d=40
20
o La suma de los 20 primeros términos es 650 ( Es decir, Z a; = 650)
i=1

entonces determine aqg

Si A = {a,b,c} C R" una progresién aritmética entonces demuestre que

v\ T e

Es también una progresion aritmética.



[10]

4. SITUACIONES DE DESEMPENO: PROGRESIONES ARITMETICAS Y GEOMETRICAS 11

Si A= {a,b,c} C R— {0} tal que satisface las siguientes propiedades:

o

A es una Progresién Aritmética
a,b y ¢ son los coeficientes de una ecuacién cuadratica. es decir az? + bz 4+ ¢ =0

1
1+ x2 = g(a—i-b—l—c)
x1-x9+ 7 =>5. Donde x1 y x2 son las raices de la ecuacion cuadrética

o

o

o

entonces determine los nimeros a,b y c.
111
SiA= {a 3’ c} C R — {0} tal que:

o A es una progresién aritmética.

ca+b#0,a—b#0,a+c#0ya—c#0
a(a — c) B

(a—b)a+c)

Si la suma de tres ntimeros en progresion aritmética es 24. Si ademaés al primero de ellos se le resta 1,
al segundo se le suma 4, y al tercero se le suma 25, se obtiene una progresion geométrica. Determine
ambas progresiones.

entonces demuestre que

Si A ={aj,as,...} C R es una progresién aritmética entonces demuestre que

n—1

— 0k — /11 \/al + /On

M ]

T

44 16
Sea A = {x1, 72,23} C R una progresién aritmética, y p(z) = 2> — 42 + 9% 9 € R[z]. Determine

explicitamente A si p(z;) = 0 para (i = 1,2, 3).
Si G ={a;|ie N} (R-{0}) que verifica las condiciones
(a) G es una progresiéon geométrica

(b) amsn =a

(¢) am—n =20

Entonces determine A = {ay,, an,}
Si G ={ay,as,...} CRtal que a; = 11---1 para cada i € N entonces calcule S,, = Z;ai.
i— Unos ?

Determine, si es posible, una progresion geométrica tal que verifica las siguientes propiedades:

e La diferencia entre el tercer y el primer términos es igual a 9 y
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e la diferencia entre el quinto y el tercero es 36.

[11] Determine las soluciones de la ecuacién 3z3 — 2622 + 52 — 24 = 0 si sus raices estdn en P.G.

[12] Tres numeros forman una progresiéon geométrica. Si al tercero de ellos le restamos 64, se transforma
en progresion aritmética. Y realizado esto, le restamos 8 al segundo, entonces volvemos a tener una
progresién geométrica. Determine los tres niimeros iniciales.
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5. Solucién de Situaciones de Desempeno: Progresiones

Si A ={aj,as,...} es una Progresiéon Aritmética que verifica simultdneamente las condiciones:
o d=40
20
o La suma de los 20 primeros términos es 650 ( Es decir, Z a; = 650)
i=1

entonces determine aqg

Solucién

¢ Sea A ={ay,ay,...} la Progresién Aritmética pedida.
¢ Gestion de la informacion

A ={ay,aq,...} es una Progresién Aritmética entonces

20
650 = Z-(2a1+19-40) = 10- (2a; + 760) =

65 = (2a1+ 760) =
_6%
2

695 25
¢ Luego, a10:—7+9-40: 5

a; =

SiG = {ay,a2,as, -}, es una progresion geométrica que satisface simultdneamente las siguientes condi-
ciones:

o ay =4
a4 25

0 — = —
ag 4

entonces determine la progresién G

Solucion

¢ Sea A ={aj,aq9,...} la Progresién Geométrica pedida.
¢ Gestién de la informacion

cay€EG=ay-r=4

car €EGNas€EG=as=a1 - Nag=ay -1°

Luego,

o 12 T T T T TS

¢ Finalmente como, a1 - 7 = 4 entonces a; = £10. Asi las posibles progresiones son:

8 8
=210.4.- .- \va={-104.-2 ...
G {0,,5, } G { 0,4, 5 }



14 RUDIMENTOS 4: PROGRESIONES PROFESOR RICARDO SANTANDER

[3] Si A= {a,b,c} CR—{0} tal que satisface las siguientes propiedades:

o

A es una Progresién Aritmética
a,b y ¢ son los coeficientes de una ecuacién cuadratica. es decir az? + bz 4+ ¢ =0

1
1+ x2 = g(a—i-b—l—c)
x1-x9+ 7 =>5. Donde x1 y x2 son las raices de la ecuacion cuadrética

o

o

o

entonces determine los nimeros a,b y c.
Solucién

¢ Sea A ={a,b,c} el conjunto pedido.
¢ Gestién de la informacién

¢ A es una progresién aritmética si:
a=b—d y c=b+d (%)

Donde d es la diferencia de la progresién aritmética.

¢ Las raices de una ecuacién de segundo grado son de la forma:

B —b+Vb? — 4dac —b—Vb? — dac

y 2=

T

2a 2a
¢ Asi que,
c
T1t+To=—— 'y X1 -T2=—
a a
Por tanto,
b 1 b
—— = z(b—d+b+b+d) = ——=b=a=-1
a 3 a
Luego, sustituyendo el valor de a = —1 en (%) obtenemos que
b=d—-1 y c=2d—-1 ()

De la tultima informacién suministrada,

2d -1
(§+7=b)=:><__1 +7zd—1>:¢@—2d:d—0:¢d:3
Finalmente sustituyendo los valores obtenidos en (#*) tenemos que: a = —1; b =2

[4] Si A= {2,%,%} C R — {0} tal que:

o A es una progresién aritmética.
ca+b#0,a—b#0,a+c#0ya—c#0

ala — ¢)

@—bate

entonces demuestre que
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Solucién
. ala —c)
4 Debemos verificar que ———————— =1
M @)@t
¢ Gestion de la informacion
A es una progresién aritmética entonces
11 1 1 . 2 1 n 1
b a ¢ b b ¢ a
2 a-+c
= =
b ac
2ac
<— b=
a+c
Finalmente,
ala —¢) B ala — ¢)
— - 2ac
((I b)(a+C) (CL— )(G+C)
a—+c
B ala —c)
- ala + ¢) — 2ac
(—( ) > (a+c)
a—+c
B ala — ¢)
~ (a% + ac — 2ac)
~ ala—c¢)
~ (a? —ac)
_ala—c)
~ ala—-c)

=1

15

[5] Sila suma de tres niimeros en progresién aritmética es 24. Si ademds al primero de ellos se le resta 1,
al segundo se le suma 4, y al tercero se le suma 25, se obtiene una progresién geométrica. Determine

ambas progresiones.

Solucién

¢ Sea A = {z,y, 2} la progresién aritmética pediday G = {z —1,y+4, 2+ 25} la progresién geométrica

pedida.
¢ Gestion de la informacion

¢ A es una progresion aritmética siz =y—dy z=y+d
Luego;
A = {y—dyy+d}
G = {y—d-1,y+4,y+d+25}
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o Ahora, y —d+y+y+d=24=y =238

Asi que,

A = {8-d,8,8+d
G = {7-d,12,33+d}

¢ Ademés G es una progresion geométrica si:

12 33+4d

7—d 12

Por tanto,

44 =(T—d)(33+d) = d*+26d—87=0=d; =3 A dy =—29
4 Finalmente tenemos dos casos.
A ={8-3,88+3}={528,11}
G ={7-3,12,33 +3}{4,12,36}

A ={8+29,8,8—29} = {37,8,—21}
G ={7+29,12,33 — 29}{36,12,4}

<>d:3:>{

<>d:—29:>{

Si A = {a,b,c} C R" una progresién aritmética entonces demuestre que

5=\ T )

Es también una progresién aritmética.
Solucién

Etapa 1. Debemos mostrar que B es una progresién aritmética, es decir debemos mostrar que

1 1 1 1
Vit e Vorve Jatvh Vatye

Etapa 2. Gestién de la informacion

(a) A es una progresién aritmética entonces existe d € R tal que b=a+dy c=a+ 2d

(b) Usando esta informacién en los elementos de B obtenemos que

1  WVa+2d—+a+d
Vh+ye d

1 _ Va+t2d-+a
Va++/c 2d

1 _ Vatd—a

Va+vh d
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Etapa 3. Finalmente de lo anterior podemos deducir que,

11  2a+d—a—at2d
Varve Viive 24
1 1 _ 2Va+d—+a—+a+2

Varvh Jatve 2d

Y entonces B es una progresiéon aritmética

[7] Si A= {a1,a2,...} C R es una progresién aritmética entonces demuestre que

n—1

Vag — /a1 \/a1 + /an

M'

B
Il

En efecto

Como A es una progresion aritmética entonces existe d € R tal que a;11 = a; + d, para cada i € N,
luego aplicando esta propiedad y otras de caracter algebraico obtenemos:

n—1 1 S 1 <\/(I_i—,/ai+1>
V@t /i = V@i +\faiy1 \ V@ — /i1

Z\/_ V@it1

— Qj41

S VE - Van
N Zaz (a; +d)

Z\/_ V@it

= IS e va
i=1

= (/A - vaD)

= L — v (Lt Vo)
- v e (YY)

-l va)
1/a n—1)d—a
. (1-1-( ) 1)

d Van + /a1
- n—1
Vv
[8] Sea A = {x1, 22,23} C R una progresién aritmética, y p(r) = x> — 42% + % - % € R[z]. Determine

explicitamente A si p(z;) = 0 para (i = 1,2, 3).
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Solucién
Analizando la informacién podemos observar lo siguiente:

(a) A es una progresion aritmética si y sélo si existe d € R tal que
(r1 =29 —dANx3=29+d) = 229 = 1 + 3 (%)

(b) p(x;) =0, para i =1,2,3 entonces

px) = (z—a1)(z —22)(z — x3)
2® — (21 + 29 + 23)2% + (2123 + 1122 + T223)T — T1T273
Luego,
3 9 3 ! 16
x° — (x1 + 22 + 23)2° + (2123 + 122 + ToT3)T — T1TOT3 = 7 — da” + gaz -3
(c) De la definicién de igualdad de polinomios, sigue que:
r1+ax9s+ax3 = 4 $2+($1+$3) = 4
1123+ 21T2 + Tox3 = B |<= maz+ (1 +taz)zs = F (%)
T1Tx2Xx3 = % r1x2x3 = %

(d) Sustituyendo el resultado de (%) en (%) obtenemos la nueva relacién y sus consecuencias

3%2 = 4 o = 4
2 44 i 4 8 4
r1x3 + 205 = 2 =  rir3 = 3 :>m1(2a;2—m1):§ = 17 g—l’l ==
T1T9r3 = o T1TaT3 = Y

(e) Finalmente, tenemos una ecuacién de grado 2, cuyas soluciones son:

8 4 2
—xl—x%:—2>3x%—8x1+4:0:><:171:2\/x1:—>

3 3 3
Por tanto,
JRNAY
3°3

9] Si G ={a; |7 €N} C (R—{0}) que verifica las condiciones

(a) G es una progresiéon geométrica

(b) amin =a

(¢) am—n=20

Entonces determine A = {ay,, an,}

Solucién

Analizando la informacién tenemos los siguientes resultados:

(a) Como G es una progresion geométrica entonces existe r € R tal que a = air

k—

3

1 para cada k € N.
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(b) Aplicando lo obtenido encima, a los términos a,,+n y Gm—pn tenemos que

m+4+n—1

:>r:<%)21" A a1:a<g> o

a=amin =aprmtnt

b=am_pn =ayr™ !

(c) Sustituyendo en aj, tenemos que

b\ “E oy a\ "
a =a | — (—) @ak:a(—)
a b b

(d) Finalmente obtenemos que

1=t ={a(8) 0 (3) )

n
[10] Si G ={ajy,a2,...} C R tal que a; = 11---1 para cada i € N entonces calcule S,, = Zai.
12— Unos =1

Solucién

Observemos en primer lugar que
a;=11---1=1-10" 4 1-1072 411073 4+ ... + 11070 4 1. 10"

Es decir

: 100—-1 100 —1
e 101 = =
@i ; 10 -1 9

Luego, para responder al problema procedemos a sumar,

n
Sn = E a;
i=1

L = wi-1
=1 9
1 (&
= 3 > (10— 1)
=1
= 1<n 10i—§n:1>
9\« ;
=1 =1
1 1n+1_1
S s B )
9\ 10-1
1 /10"t — 10
= - |—————n
9 9
10" — 10

n
81 9

19
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[11] Determine, si es posible, una progresién geométrica tal que verifica las siguientes propiedades:
(a) La diferencia entre el tercer y el primer términos es igual a 9 y
(b) la diferencia entre el quinto y el tercero es 36.
Solucién
e Sea G ={ay,az,as,...} la progresién geométrica pedida.

e Gestionando la informacién tenemos lo siguiente:

ag—a; = 9 . air? —a; =9
as —az = 36 airt—air? = 36
a(r’-1) = 9
— ar?(r? —1) = 36
1 9
—— — I
r2 36
= r =42

Finalmente, sustituyendo el valor de r en una de las ecuaciones tenemos que a; = 3. Asi que
para 7 = 2 una progresién es: G = {3,6,12,24,48...}, y para r = —2 otra progresién es
G={3,-6,12,-24,48...}

[12] Determine las soluciones de la ecuacién 3z3 — 2622 + 52 — 24 = 0 si sus raices estdn en P.G.
Solucién

(a) Observamos que
26
3:1:3—26x2+52:1:—24:0<:>x3—§$2+14x—8:0

3

2
(b) Sillamamos p(z) = z° — 36332 + 142 — 8 entonces

2
p(a):0<:>a3—§6a2+14a—8:0
(c) Sia,b,cson las raices de P(z) entonces tenemos que,
p(z) = (z —a)(x —b)(z — ¢) = 2> — (a + ¢+ b)a? + (ac + ab+ be)x — abe

Y, de la igualdad de polinomios sigue que

26

a—+c+ b = ?
ac+ab+bc = 14 (*)

abc = 8

(d) Como las raices estdn en progresién geométrica entonces
b=arAc=br = abc = aarbr = a’r’b = b3

Luego, reemplazando esta relacién en () nos queda que
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26 26 20
at+c+b = — at+c+2 = — atc = —
3| 3| 3
ac+ab+bc = 14 ac+2a+2c = 14 ac+2a+c) = 14
p¥B o= 8 b = 2 b = 2
De donde hasta ahora, concluimos que
20 2
b=2A =" ANac==
a+c 3 ac 3
(e) Usando una vez mas las relaciones que presentan los elementos de la progresién geométrica tenemos
que
n 20 N 2 i 20
a+c=— - r=—
3 T 3
— 6+ 6r° =20r
= 3r?—10r—-3=0
1
- =3 VvV =
" 3

(f) Finalmente las soluciones de la ecuacién son

2
A=129
{529}

[13] Tres numeros forman una progresiéon geométrica. Si al tercero de ellos le restamos 64, se transforma
en progresion aritmética. Y realizado esto, le restamos 8 al segundo, entonces volvemos a tener una
progresién geométrica. Determine los tres niimeros iniciales.

Solucién
(a) Sea G = {z,zr,rr?} la progresién geométrica pedida.
(b) Gestionando la informacién tenemos lo siguiente:
e Gy = {x,rr,2r? — 64} es una progresién aritmética si y sélo si zr — z = zr? — 64 — xr, pero
ar—c=ar’—64—aor = ar’—2xr+x =64
— a(r? —2r41) =64

64
Y

= I =

2
., . . , Lxr—8  xrc—64
o Go = {x,zr—8, xr? — 64} es una progresién geométrica si y sélo si = = pero
z Tr —

xr—8_azr2—64

. pom—- (zr — 8)? = z%r? — 64z

22r? — 16xr + 64 = 2%r? — 64z
—16xr + 64 = —64x
doe —xzr+4=0

i

(%)
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e De (%) y (xx) sigue que

64

sigue que

(r-

1)2

16r —64 =72 —2r +1

bl

1 equivalentemente

r2 —18r +65 =0

16 1

(r—12% r—4

18 £ /324 — 260

2
. 18 V6l
a 2
T_18i8
2
r=5Vr=13

(c) Sustituyendo el valor de r = 5 en (x) tenemos que z =4 y G = {4,20,100}

4
En el otro caso para r = 13 tenemos que t = = y G =

9

4 52 676
999’ 9

|

De donde
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