Rudimentos 3: Induccion Matematica
Profesor Ricardo Santander

El capitulo de Induccién Matematica, esta destinado a presentar contenidos y actividades que permitirdn
al estudiante operar con simbologia matematica, describir analizar y aplicar el principio de Induccién
Matematica, en particular usando esta técnica ”comprobard rapida y eficientemente, la veracidad o falsedad
de féormulas proposicionales definidas en los ntimeros naturales”

1. Axiomas de Peano: Una Construccion Axiomatica de los Numeros Naturales

Si aceptamos que una teoria, se construye esencialmente en base a dos objetos:

o Conceptos primitivos, en el sentido que no son definidos, pero de una simple interpretaciéon intuitiva y,
o Axiomas o verdades reveladas que se aceptan sin demostrar, y que rigen el comportamiento de los
conceptos primitivos, y de ellos se deducen proposiciones y teoremas

Un muy buen ejemplo de una construccién axiomatica que obedece este patron, es la de los Numeros
Naturales, a través de los geniales Axiomas de Peano, los que pasamos a enunciar y analizar sélo con la
profundidad necesaria, para situar y resolver nuestro objetivo de estudiar més en detalle el Principio de
Induccion

1.1. Axiomas de Peano.

El Concepto Primitivo aqui es la idea de sucesor. Es decir para cada n € N, el simbolo n + 1 se entendera
como el sucesor de dicho nimero n

Ejemplo 1.2. 3 es el sucesor de 2, pues 3=2+1

Ejemplo 1.3. 7 es el sucesor de 6, pues 7T=6+1

Ejemplo 1.4. 33 es el sucesor de 32, pues 33 =32+ 1

El Cuerpo Axiomético consiste en los siguientes cinco Axiomas:
Ax1: 1 es un numero natural
o Esto significa que existe al menos un ntimero natural

Ax,:SineNentoncesn+1¢eN
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o Todo nimero natural tiene un sucesor

o n+ 1 debe ser entendido como el simbolo sucesor de n

Axj3 : No existe un niimero natural n, tal que su sucesor sea 1
o Esto significa que N posee un primer elemento
Axy:SineNymeNtalquen+1=m+1 entonces n=m

o Esto significa que podemos escribir sin ambigiiedad N = {1,2,3,---}

Axs: Si S C N es tal que verifica simultaneamente las dos siguientes propiedades:

el1cS

enceS—mn+1¢€8S
entonces S =N

o Axj5 se conoce como el axioma de induccién o principio de induccién
o Es una de las méas bellas estrategias que utiliza el intelecto humano, para ”hacer finito lo infinito”

o La idea expresada en el comando 1 € S, es simbdlica sélo dice que a partir de un cierto momento,
comienza a realizarse sistemdticamente, (quizés la idea intuitiva del nacimiento) un algoritmo.

o En nuestro contexto, reinterpretaremos la idea de sucesor, para obtener un método para validar férmulas
proposicionales definidas en los naturales

2. Formalizacién y Verificacion de Férmulas Usando el Axioma de Induccién

En esta seccién transformaremos el axioma de induccién de Peano, en una formidable herramienta para
verificar el valor de verdad de férmulas proposicionales, para ello procederemos como sigue

o Realizaremos en primer lugar la adecuacién del axioma para la validacién de férmulas proposicionales,
para ello enunciaremos y probaremos el teorema central de la seccién, al cual lo llamaremos ”Peano y
las férmulas proposicionales”

o En Segundo lugar, construiremos en forma concreta, ayudados por la intuicién y conocimientos geométricos
bésicos algunas férmula proposicionales

o Finalmente, construiremos un ”macro” llamado sumatoria que nos permitird comprimir, simplificar y
comprender de mejor forma la informacién representada por estas formulas proposicionales

Teorema 2.1. Peano y las férmulas proposicionales Sea F'(n) una férmula proposicional para cada
n € N. S

(1) es verdadera, y

o F
o F(n) verdadera = F(n + 1) verdadera



3. CONSTRUCCION DE ALGUNAS FORMULAS PROPOSICIONALES
Entonces F(s) es verdadera (Vs;s € N)

Demostracion

Para aplicar el azioma de induccion Axs definimos el conjunto

S={neN| F(n) es verdadera}

Y entonces

o F(1) verdadera <= 1€ S
o [F(n) verdadera = F(n + 1) verdadera | <= [n €S = (n+1) € §]

Por tanto,

1e€8S
neS— (ntl1)es }:>S—N:> F(n) es verdadera (Vn;n € N)

Usaremos la siguiente Notacion: La etapa n, es decir F(n) la llamaremos ”Hipdtesis de Induccion”, y a la
etapa n + 1, la llamaremos ”Tesis de Induccion.”

3. Construcciéon de Algunas Férmulas Proposicionales

3.1. Una férmula para ”La suma de los n primeros nimeros naturales”: Generemos una férmula
que permita calcular el niimero maximo de intersecciones de n lineas rectas distintas, para cada n € N

4 Para entender el problema, llamaremos n al nimero de rectas e I al nimero de intersecciones de ellas

o Sin = 2 tenemos la situacion:

Lo

Lo que nos hace concluir que: n=2=1=1

¢ Para n = 3 tenemos que la situacion, es la siguiente:
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\

Ly

De donde concluimos que: n =3 =1 =3 = (1) +2

o Para n = 4 tenemos que:

En este caso tenemos que: n=4=—=1=6=(14+2)+3

o Ahora para n =5

Ls

La situacién es la siguiente: n=5=I1=10=(1+2+3)+4
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¢ Podemos intentar seguir realizando la interseccion de més rectas, pero se ve que cada vez serd mas dificil
graficar como lo hemos hecho hasta ahora, por tanto es el momento de intentar un modelamiento mas abs-
tracto del problema

¢ Partamos con n = 6

Ly LgLyLsLg
1 Lo
2 Ly
s Ls
(9]
4 Ly
5 Ls

Aqui como antes tenemos que: n =6 = 15=(1+2+3+4)+5

Desde el punto de vista algebraico tenemos la siguiente situaciéon para analizar:

15 = 142+3+4+5
= 5+4+3+2+1
= 5+(B-1)+5-2)+5-3)+(5—-4)
= 64+1)-1+0G+1)—-2+06G+1)-3+0GB+1)—4+(B+1)-5
= 5b5+1)—1-2-3-4-5
= 5(b+1)—15

Luego, 2(1 +2+3+4+45) =5(5+ 1), o sea que

5(5 41
1+2+43+445 = Jj;)
o Paran=7
Ly LgLyLsLg Ly,
1 Lo
2 Ly
s Ls
J
4 Ly
5 Ls
6 Lo

En este caso tenemos que: n=7=—=21=(14+2+3+4+5)+6
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Procediendo en forma andloga al caso anterior tenemos que:

21 = 6+5+4+3+2+1
= 64+(6-1)4+(6-2)+(6-3)+(6—-4)+(6—-5)
= 64+1)—-1+6+1)—2+(6+1)—3+(6+1)—
4+(6+1)—5+(6+1)—6
= 6(6+1)—-1-2-3-4-5-6
= 6(6+1)—-21

Luego, 2(1+2+3+44+54+6) =6(6+ 1), de donde,

6(6+1)
2
Pero, también podemos obtener el mismo resultado, razonando como sigue

14+2+34+4+5+6 =

21 = 1+2+3+4+5+6

¢ En el caso general emulando la primera forma de razonar tenemos que
142+ +n = n+(n-1)+n-2)+---+(n—n+1)

n+1)—14+Mn+1)—24+--+Mn+1)—n

= nn+1)—1-2-3—---—n

= nn+1)—(1+2+---+n)

Asi que,

n(n+1)
2

Luego, la féormula F(n), que define el niimero maximo de intersecciones de n rectas, para cada n € N es de
la forma

1424 +n =
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F(n) : 14248440 = "otD (1)

Ahora aprovechando la idea obtenida en DX, y aplicando el Teorema (2.1), podemos hacer lo siguiente:

o Mostremos inicialmente que F(1) es verdadera

1(1+1 1(1+1

C
omo 5 5

, vy F(1) es verdadera.
o Si suponemos que F'(n) es verdadera debemos mostrar que F'(n + 1) es verdadera

En primer lugar, F'(n) verdadera siy sélo si

n(n-+1
1+2+3+4+---+n:% (H)

Ahora, F(n + 1) serd verdadera si y sélo si

14243444 tnt(ni) = nFDerIrD  (nFln+2)

2 2
Entonces
142434+--+n+(n+1) = [14+24+3+---+n]+(n+1)
(H)
— [@]—i—(n—i—l)
_on(n+1)4+2(n+1)
N 2
 (n+1)(n+2)
B 2

Asi, F(n + 1) es verdadera, y N= {n € N| F(n) es verdadera}

3.2. Una férmula para ”La suma de los n primeros nimeros naturales impares”: Si notamos
por Ny = {1,3,5,--- } a los niimeros impares entonces ;Sera posible obtener una férmula para la suma de
los n primeros impares?. Es decir

14+34+--+2n—-1) = 7

¢ Estudiemos en abstracto el problema:
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143 = 14+42-1+1=(1+1)2=22
14+3+5 224+2.241=(2+1)? =32
14+3+5+7

)
324+2.-34+1=(3+1)2=42
)

14+3+5+7+9 4242.441=4+1)*=5

¢ Estudiemos ahora el problema en concreto:

Teoria Diseno Anilisis Formula

1+3=4 O OO = 1+3=22
) O ONO) OO

143 2

Teoria Diseno Anilisis Formula

O 00O
14+345=9 O0O0 O00 — 1+3+5=3

O0000O0 ©OO0O

1+3+5 3

Teoria Diseno An4lisis Formula

O
14+345+7=16 O0O0

00000
0000000

1+3+54+7 42

0000
OOOO: 1+3+5+7=42
0000
0000

4 En el caso general deberiamos mostrar en concordancia con nuestra intuiciéon que

1+3+--+(2n—-1) = n?
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o Si notamos por F(n): 1+3+---+ (2n — 1) = n?, para cada n € N entonces tenemos por calculo
directo que F'(n) es verdadera o falsa.

o Si concordamos en que S = {n € N | F'(n) es verdadera} entonces tenemos lo siguiente:
o 1€S, pues F(1) es verdadera, ya que 1 = 12

o Si suponemos que n € S, es decir asumimos que F'(n) es verdadera, o equivalentemente

1434+ +@2n—1) = n? (H)
Entonces
143+ +2n—-1)+2n+1)—-1) = 143+---+2n—-1D]+

(H)

(2(n+1)—1)
= 2+ (2mn+1)-1)

= n?+2m+1

= (n+1)?

F(n+1) es verdadera y luego, (n+ 1) € S, y entonces para cada n € N es verdadera la férmula

1434 +@2n—-1) = n? (2)

3.3. Una férmula para ”La suma de los n primeros niimeros naturales pares”: Si notamos ahora
por Np = {2,4,6,--- } entonces ;Serd posible obtener una férmula para la suma de los n primeros nimeros
pares?. Es decir

244+--+2n = 7

¢ Estudiemos intuitivamente el problema:

2 = 1.2
244 = 1-24(2-2)=2-3
24446 = 2.3+(2-3)=3-4
2444+6+8 = 3-4+(2-4)=4-5
24446+8+10 = 4-54+(2-5)=5-6
24+44+6+8+10+12 = 5-64(2:-6)=6-7
2444+6+8+10+12414 = 6-7T+(2-7)=7-8
2444+6+8+10+12+14416 = 7-8+(2-8)=8-9

¢ Estudiemos ahora el problema en concreto:
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Teoria Diseno An4lisis Formula

oo 929 }
244=6 OO =  2+4=2-3
O0O0O0 OC3)

2(1+2)

OO 00O

2r4+6=12 OO OO0 OO0 = 2+4+6=34
O00O0O000O0O0
2(1 42+ 3) 000

¢ Estudiemos en abstracto el problema:

Si llamamos F(n) : 244464 -+2n = n(n+1) para cada n € N entonces aplicando nuestro procedimiento
formal, tenemos que definir el conjunto S = {n € N | F(n) es verdadera}, y verificar si este conjunto sa-

tisface o no el axioma 5

o Por demostrar que F'(1) es verdadera, es decir 1 € S. Esto se verifica porque,
2 = 1141
© Supongamos que F'(n) es verdadera, es decir, n € S, y
24+446+-+2n = n(n+1) (H)

o Por demostrar que F'(n + 1) es verdadera, es decir por demostrar que (n + 1) € S

En efecto

24446+ -+2n+2(n+1) = nn+1)+2(n+1)
(H)

= (n+1)(n+2)

Luego, N=S y F(n) es verdadera (Vn;n € N), es decir,

24446+ -+2n=n(n+1)
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¢ Podemos responder en forma alternativa, con lo que hemos aprendido:

244+--4+2n = 2014243+ -+n)

2 <w> (Aplicando la férmula (1))

= nn+1)

4. Sumatorias

En esta etapa construiremos y estudiaremos las propiedades de una herramienta matematica que nos per-
mita comprimir, presentar y manipular eficientemente férmulas proposicionales, que involucran sumas de
una cantidad finita de nimeros reales. Para ver una construccién de los Numeros Reales les sugiero ver [?]

Definicién 4.1. Dada la lista A = {aj,as,as3,...} C R definimos para cada n € N, el nuevo listado de
numeros reales:

S = {517527537”'}
donde,

1
o 51 = E a; =ay, y
=1
n+1
O On+1 = E a; :Sn+an+l

i=1

Para cada n € N

n
ai=artaytazt+an1+an (4)
i=1

serd llamada la ”Sumatoria” de los n primeros elementos de la lista A

Observacién 4.1.1. La lista S ha sido construida, a partir de una nueva forma de usar el Azioma 5. de
Peano pues, lo que hemos hecho en realidad es lo siguiente:

1

Zai = a
Zai = Si+ay=a1+as

Zai = Sy+ay=ay+as+as

> a;i = Spitan=ar+ay+az++an1+a,
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Ejemplo 4.1.2. Sia; =i para i =1,2,3,...,n entonces

n n
dai=artaytaztta, = > i=1+2+3+-

i=1 i=1

Asi que, usando la formula (1) tenemos que

n

. nn+1
ZZZ (2+)

i=1

Ejemplo 4.1.3. Sia; =2i—1 parai=1,2,3,...,n entonces

n n
Zai:a1+a2—|—a3+"'+an — Z(2i_1):1+3+5+
i=1 =1

Usando la formula (2) tenemos que

n

d(2i-1) = n’

i=1

Ejemplo 4.1.4. Sia; =2i parai=1,2,3,...,n entonces

n n
Zai:a1+a2—|—a3+---—|—an = Z2i:2+4+6+---

i=1 =1

Usando la formula (3) tenemos que

Y2 = nn+1)

4.2. Algunas Propiedades de las Sumatorias. Si A = {aj,as, - ,a,} CRy B = {b1,bo,

son dos listas de reales y ¢ € R es una constante entonces tenemos:

[1] Suma y Resta de Listas

i=1 =1 i=1

En efecto,

Si hacemos ¢; = a; + b; parai=1,2,...,n

e 2m—1

+ 2n

...7bn}cR
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Z(ai+bi) = Zci
‘ i=1

= ittt ot

= (a1 +b1)+ (aa+b2)+ (az+b3)+ -+ (an + by)

= (a1+a2+a3+---+an)+(bl—|—bg+b3+---
n n

= Z a; + Z b;
=1 =1

n
Anélogamente si hacemos ¢; = a; — b; obtenemos Z(ai —b;) =

i=1

[2] Multiplicacién de una lista por una constante

n n
E ca; = c E a;
i=1 i=1
En efecto,
Si hacemos d; = ca; parai=1,2,...,n

n n
E ca; = E dl
i=1 i=1

1=
= di+dy+ds+---+d,
= cay +cag +cag+ -+ can
= c(a1+a2+a3+~-—|—an)
n

= CE 473
=1

[3] Suma de una constante

En efecto,
Si hacemos ¢; =1 parai=1,2,...,n

n n
Z 1 = Z C;
=1 i=1

= co+cte3t--+cen
= 1+1+1+---+1

n—veces

= N

Ademds, para c € R:

+ bn)

n n

>Su-dn

i=1 i=1

13



14 RUDIMENTOS 3: INDUCCION MATEMATICA PROFESOR RICARDO SANTANDER

Zn:c = Zn:c-l@czn:l(;)c-n
i=1 i=1

i=1

[4] Sumas Parciales de una lista

Zai = ZarF Z a; (8)
i=1 i=1

i=s+1

En efecto,

Si hacemos ¢; = a;, parai=1,2,...,s yd; = agys, parat =1,2,...,n—§

S+ di o= (ctoatte)+(ditdat+ds)
i=1 =1

(a1 +ag+ -+ as)+ (as41 + asy2 + -+ Asin_s)
ap+az+-+as+asy1 +asp2+ -+ ap

n
= E ai
i=1
Por otra parte,
S n—s S n—s
E ¢ + E d;, = E a; + E Gsiq Si hacemos j = s + i entonces
i=1 i=1 i=1 i=1

S n
- Sut Y
i=1

Jj=s+1
s n
= E a; + E a;
=1 i=s+1

[5] Suma telescépica’

En efecto,

1Observe que en un telescopio la imagen es traslada hacia su ojo a través de los lentes
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Z(ai —ajt1) = Z a; Z Qi+1
i=1 i=1 i=1
(a1 4+azs+az+---+ap) —(ag+az+ -+ an+ any1)
= a1 —Op+1
[6] Propiedad del reloj?
T r+t
Sa = S
1=5 =541

En efecto, si hacemos i = j — ¢

r r+t
E a; = E aj_t
=5 Jj=s+t

20bserve que por ejemplo las 2.00 horas més 45 minutos, es lo mismo que las 3 horas menos 15 minutos

15

(10)
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5. Ejercicios Propuestos de Induccién Matematica

Demuestre usando Induccién Matematica que las siguientes férmulas son verdaderas (Vn;n € N)

1) Fn): 32 =10t 1)6(2n +1)
=1

o) Fn): Y= <w>2

[4] F(n) ; a_nlnt 1)(6n334(r) 92 +n — 1)
5] F(n) g i(i —2|— 1) _ n(n+ 1g(n +2)
6] F(n): gz‘(iﬂ)(z‘m) — "("+1)(”4+ 2)(n +3)
7 Py 312 =14 (- 12"
=
5] Fln): é(—l)k<z 0

[10] F(n): 2n! <n!

[11] F(n): 3n<3"

[12] F(n): 4n3+ 5n es divisible por 3

[13] F(n): n3—n es divisible por 6

[14] F(n): 5n3 + Tn es divisible por 6

[15] F(n): 10" +3-4"2 45 es divisible por 9

[16] F(n): 52"+ (—1)"*! es divisible por 13

[17] F(n): n € Nimpar = 7" + 1 es divisible por 8

[18] F(n): 7?" 4 16n — 1 es divisible por 64



6.1.

6. SITUACIONES DE DESEMPENO: SUMATORIA E INDUCCION 17

6. Situaciones de Desempeno: Sumatoria e Induccion

El objetivo de esta seccién es presentar al Estudiante ”Situaciones Problematicas” que

le permitan:

6.3.

Estimular la comprension de lectura en problemas matematicos.
Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucién de problemas que envuelven conceptos
matematicos.

Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojald eficiente), para responder al problema planteado.

Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades
bésicas que debe conocer, y "en lo posible haber aprehendido” de los tépicos analizados.

. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

Lea cuidadosamente el problema.
Reconozca lo que es informacién (dato), de lo que es ”incognita”, o lo que a usted se le consulta.

Trate de entender en la forma mas clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede usar
”sinénimos matematicos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto nunca esta
de mas.

Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento de lo que
debe probar.

Situaciones de Desempeno Propuestas:

80

1
Calcule el valor de S = R
,;0 VE+VE+1

20 n
Si sabemos que Z(k‘n) = 10500 entonces determine el valor de S = Z k3
k=1 k=10
1

Calenle 8 = 1;::1 VEE+1)(VE+VE+1)

Demuestre sélo usando propiedades de Sumatorias que

zn: k(k+1)(k+2) = nin + 1)(n4+ 2)(n + 3), ( para cada n € N)

k=1
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Concluya que

n+1)(n+2)(n + 3) — 11880
4 9

f: Bk £ 1)k +2) = ™

k=10

( para cada n € N)

9 9 10
5] Si, 3" @, =50, > 27 =100y 3 Y. x) = 180. Determine el conjunto
k=1 k=1 k=1

10
S = {c ER| Z(2xk —o)?= 1050}

k=1

[6] Demuestre usando Induccién Matemética que es verdadera (Vn;n € N) la férmula:

n

' 1 ~ n(n+3)
F(n): Z(k(k+1)(k+2)>_4(n+1)(n+2)

k=1

[7] Demuestre usando Induccién Matematica que la siguiente féormula es verdadera (Vn;n € N)

d sl =—(5" 1)
i=1 4

8] Si A ={a1,a2,a3,a4,...} C R es tal que:

oa;=1tparai=1,2

s—1
o GSZZCM (s >3)
i=1
entonces demuestre usando Inducciéon Matemadtica que la férmula es verdadera (Vn;n € N;n > 3)
F(n): a,=3-2""°

[9] Demuestre usando Induccién Matematica que es verdadera (Vn : n € N) la férmula

F(n): n®4(n+1)3+ (n+2)% es divisible por 9

[10] Demuestre usando Induccién Matematica que es verdadera la férmula:
F(n): (n€N:nimpar ) = n(n? — 1) es divisible por24

[11] Dados a € Ry b € R no nulos, demuestre usando Induccién Matemética que (a+b)|((a+b)" —a™ —b"™),
(Vm;m € N;m impar )
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7. Solucién de Situaciones de Desempeno: Sumatoria e Induccién

[1] Calcule el valor de S si

g;oer\/W

Solucion

Calculamos directamente, aplicando propiedades de: Racionalizacion, Telescépica y operatoria arit-
mética normal.

”M%

« ktVET 1 \VET1- vk
(VE+T-VE)
VE+VEFT) (VEFT - Vi)
)

Z _ 1 VE+1 -k
k10f+\/ﬁ -

zg(

B <k:+1 vk
- k=10 ( k+1)2—(\/ﬁ>
n (VE+T-VEk

- Z( k+1—k )

e
Il

1
0

= Y (VET1-VE)

[od]
o]

k=10

= %(W—W) z@w - Vk)
=1 k=1

= (T 1) - (T )
V81— V10

9-10
20

[2] Si sabemos que Z (kn) = 10500 entonces determine el valor de S = Z K
k=1 k=10

Solucién

n
Etapa 1. Debemos calcular S = Z K3
k=10

Etapa 2. Gestién de la informacion

(a) Aplicando directamente la férmula obtenida en los ejercicios propuestos para el calculo de ”la suma
de cubos,” obtenemos
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(b) Aplicando propiedades de sumatoria obtenemos

Z kn) —nZk:— (W) = 210n
k=1

(¢) Ademds como
20

> " (kn) = 10500
k=1
entonces

210n = 10500 < n = 50

(d) Finalmente para el valor de n = 50 obtenido

1
Zk?’ <m> = 1.625.625

Etapa 3. Conclusion

Z k3 = Z k3 = iozk?’ f:k?’ = 1.625.625 — 2025 = 1.623.600
k=10 k=10 k=1 k=1
[3] Calcule
z”: 1
—~ REFD (\/E + \/k—+1)
Solucion

Calculamos directamente, aplicando propiedades de: Racionalizacién, Telescopica y operatoria arit-
mética normal.

1 1 VE+T-Vk
me+m> B gmwm\/m) m-«%]
B VE+T -V
- Z k+1)<\/k+1+xf>(x/k—+l—\/ﬁ)
_ E": k+1-Vk
= VEE+D(k+1-k)
B SNE B
= VEk+1)

VEGE+1)  VE(E+1)

k=1
n

_Z[m VE
|

1 1
VE k+1]
1
Vn+1

k=1
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[4] Demuestre sélo usando propiedades de Sumatorias que para cada n € N

- n(n+1)(n+2)(n+3)
k(k+1)(k +2) =
En efecto
n E(k+1)(k+2) = ik[kﬂ + 3k + 2]
k=1 k=1

Concluya que

n

> [k + 3K + 2k]
k=1

ik3+§:3k2+§:2k

k=1 k=1 k=1

S 3Y K +2> k

k=1 k=1 k=1
2

[ (n—l—l)} +3[ (n+1)(2n+1)]+2[n(n+1)]

6 2

([ o[22 a))

n(n+1) nn—i—l] [(2n+1)] +1]>

2

S k(4 1)(k+2) = n(n + 1)("+2l(n+3) — 11880
k=10
En efecto
n n 9
> k(k+1)(k +2) k(k+1)(k+2) = > k(k+1)(k +2)
k=10 1

-1
nn+1n+2)(n+3) 99+1)(9+2)(9+3)

4 4
nn+1)(n+2)(n+3) 9-10-11-12

4 4
n(n+1)(n+2)(n+3) 11880

4 4

n(n+1)(n+2)(n+3) — 11880
4

21



22 RUDIMENTOS 3: INDUCCION MATEMATICA PROFESOR RICARDO SANTANDER

9 9 10
[5] Si, Zxk = 50, Zx% =100y 3Zxk = 180. Determine el conjunto
k=1 k=1 k=1

10
S = {c ER[ D (2wp—c) = 1050}

k=1

En efecto, en primer lugar

10
ceES > ceR A D (2z,— )’ =1050
k=1
10
= ce€R A Y (4} —dzpe+ *) = 1050
k=1

10 10 10
< ceR A 4Zx% —4chk —1—202 = 1050
k=1 k=1 k=1
9 9
= ce€R AAY af+4aty—4c) oz —dewyg + 102 = 1050 (%)
k=1 k=1

En segundo lugar, de las hipotesis del problema tenemos que

10

10
3Zxk =180 = ka =60
k=1 k=1

9

— Z T + x19 = 60
k=1
= 50+ 210 =060
= z10=10 (**)

Finalmente, sustituyendo la informacién obtenida en (%) conseguimos que

ceS < ceR A 4-10044-100—4c- 50 — 4c- 10 + 10¢2 = 1050
<= ceR A 800 — 240c¢ + 10¢? = 1050
— ceR A 102 —240c — 250 =0
— ceRAE—24c—-25=0
< ce€R A (c=—-1Ve=25)

De donde concluimos que:

S = {-1,25}
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[6] Demuestre usando Inducciéon Matematica que es verdadera (Vn;n € N) la férmula:
n

' 1 B n(n + 3)
Fos ) <k<k+ 1)(k+2)> A+ D +2)

k=1

Solucion

¢ Para demostrar que F'(1) es verdadera, observamos los hechos:

. 1 1 1

e Por una parte, ;:1 (k‘(ky 0T 2)> = 120 =3
1(1+3) 14 1
e y por otra parte, M+ D)1 12) = 12)(3) =5

Luego, comparando los resultados concluimos que

! 1 . 1(143)
— <k(k~+ 1)(k+2)> 41+ 1)(1+2)

)

Por ende, F(1) es verdadera.

4 Hipoétesis de Induccién: Suponemos que F'(n) es verdadera. Esto es

n

1 ~ n(n+3)
Z <I<:(k:+1)(l<:+2)> T 4n+1D(n+2) (H)

k=1

¢ Tesis de Induccién: Por demostrar que F'(n + 1) es verdadera, es decir debemos verificar que:

zn: 1  (n+1)(n+4)
k(k+1)(k+2)  4n+2)(n+3)
En efecto
Zk(k+1)(k+2) ; k(k+1)(k +2) - 2 e
(H) n(n + 3) 1

M+ Dn+2) T Dmr2)(m+3)

n(n +3)? + 4
4(n+1)(n+2)(n+3)

n(n?+6n +9) + 4
4(n+1)(n+2)(n+3)

n3 4+ 6n% + 9n + 4
4(n+1)(n+2)(n+ 3)

(n+1)%(n +4)
4(n+1)(n+2)(n+3)

(n+1)(n+4)
4(n +2)(n+ 3)

23
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Asi que F(n+ 1) es verdadera y F(n) es verdadera (Vn;n € N)

Demuestre usando Induccién Matematica que la siguiente férmula es verdadera (Vn;n € N)

n

> 5l = %(5" -1)

i=1

Solucién
Etapa 1. Debemos demostrar que la férmula

F(n) : 251—1=1+5+52+---+5"—121(5"—1),
=1

es verdadera para n =1

En efecto

1

5t = 5t =1 L

i=1 =) 5= 76 =1
=1

16' -1 = 34 =1

Luego, F(1) es verdadera
Etapa 2. Hipdtesis de Induccion

Supongamos que F'(n) es verdadera, es decir

Etapa 3. Tesis de Induccién

Debemos mostrar que F'(n 4 1) es verdadera, es decir que

n+1

. 1
Z 52—1 — Z(5714‘1 _ 1)

i=1

En efecto
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n+1 n
251'—1 — Z5i—l+5n
i=1 =1
N—_——
H
1 n n
= ("= +5
B 1445
N 4
551
N 4
- 5n+1_1
N 4
1
— Z(571—i-1_1)

Luego, F'(n + 1) es verdadera y F(n) es verdadera (Vn;n € N)
[8] Si A= {a1,a2,as3,a4,...} CR es tal que:

oa;=1tparai=1,2

s—1
o as:Zai (s >3)
i=1

entonces demuestre usando Inducciéon Matemadtica que es verdadera (Vn;n € N;n > 3) la férmula:

F(n): a,=3-2""3

Solucién
¢ Por demostrar que F'(3) es verdadera.

En efecto

ag=1Nay=2=—=a3=a;+ax=142=3=3.2373

¢ Hipo6tesis de Induccién: Supongamos que F'(n) es verdadera, es decir que

ap =3-2"73 (H)

¢ Por demostrar que F'(n + 1) es verdadera, esto es; Por demostrar que:

ap+1 = 3 2n—2

25
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En efecto

n
n+1 = § a;
i=1

= ap+tap—1+an—2+ap_3+-+az+az+a

= 3.v 3 p3.ontpgaon S pg.on b 3.on T 1343
3(2n—3_|_2n—4_|_2n—5_|_2n—6_|_2n—7+“'_|_1)_|_3

n—2 _
= 3-—+3
2—1 +
= 3.2"2_-3+3
3.271—2

Asi que, F(n+ 1) es verdadera y F(n) es verdadera (Vn;n € N)

[9] Demuestre usando Induccién Matemética que es verdadera (Vn : n € N) la féormula

F(n): n®+ (n+1)>+ (n+2)® es divisible por 9

Solucién

(a) Por demostrar que F'(1) es verdadera.
En efecto
B+(14+132+(1+2)3=36=9-4.
Luego F(1) es verdadera.

(b) Hipdtesis de Induccién: Supongamos que F'(n) es verdadera. Es decir, existe g, tal que

At n+1)3 4+ n+23=9.q (H)

(¢) Por demostrar que F'(n + 1) es verdadera, es decir por demostrar que existe r, tal que

n+124+n+23+n+33=9.r
En efecto

(n+12+n+2)3+n+3)3 = 3n°+18n2 +42n + 36

P+ n+12+nm+2)?> = 3n3+9n?+15n+9

Realizando la division tenemos que:
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33 +18n2 +42n+36 : 33+ 92 +15m+9 = 1
(—)
3n2 + 92 +15n+9

In2 + 27n + 27

Es decir que:

n+12+n+22+n+3)3 = 1-3n®+9n%+15n+9)+9n? +27n + 27

W 9. 419 (2 +3n+3)

= 9(g+n*+3n+3)

T

Asi que, F(n+ 1) es verdadera y F(n) es verdadera (Vn : n € N)

[10] Demuestre usando Induccién Matematica que es verdadera la férmula:

F(n): (n€N:nimpar ) = n(n? — 1) es divisible por24
Solucién
¢ Por demostrar que F'(1) es verdadera
(12-1)=1-0=0=24-0=1(12 - 1) =24 -0 = F(1) es verdadera.

¢ Hipdtesis de Induccién: Supongamos que F(n) es verdadera. Esto es

(n € N:nimpar ) = n(n®—1) es divisible por 24

)

(3s;seN)AFrreN) @ n=2s—1)A2s—1)((2s—1)2-1) =247
)

(@s;s EN)AFrreN) @ n=(2s—1)A (25 —1)(4s> —4s) =24 -7
)

(3s;s eN)AFrreN)  :© n=(25s—1)A8s> — 125> +4s =24 -7

*

¢ Tesis de Induccién: Por demostrar que F(n + 2) es verdadera. Esto es, debemos mostrar que

(n+2€N:nimpar) = (n+2)((n+2)*—1) es divisible por 24
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Equivalentemente, hay que mostrar que
(3s;s e N)Fu;ueN)in=2s—1)An+2)((n+2)?—-1)=24-u

(3s;s eN)Fu;u € N):n= (25 — 1) A 8% +125% + 45 =24 - u (T)
—_—

k%

(n+2¢€N:nimpar) =
—

Entonces dividiendo (**) por (*) tenemos que

83+ 1252 +4s : 8s3—12s24+4s = 1
()
8s% — 1252 + 45

2452
Asi que,
853 +125% +4s = 1-(8s% —12s% 4 4s) + 2457
(2 24r + 245>
= 24(r+s?
——

u

Luego, F(n+2) es verdadera y por tanto la férmula proposicional F(n) es verdadera, para cada niimero
natural impar
[11] Dados a € R y b € R no nulos,
(a) Demuestre usando Induccién Matemdtica que (a + b)|(a™ + ™), (Ym;m € N;m impar )
(b) Concluya que (a +b)|((a 4+ b)™ —a™ — ™), (Ym;m € N;m impar )
Solucién
Antes de resolver el problema, analicemos a la luz de lo aprendido, el porque se pide que m sea impar.
(a) Sim es par entonces

e Debe existir k € Z tal que m =2k y

N e T

e Si b= —a entonces

a2k g = g2 g ()P
a2 4 [(—1)2a?]F
a2k 4 2k

202k £ 0
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e Por tanto, la proposicién es falsa, es decir, (a +b) { (a™ + ™)
(b) Sim es impar entonces

o debe existir k€ Ztalquem =2k + 1y

a™ 4+ b = a2k+l + b2k+1

e Si b= —a entonces

Q2R | 2kt 21y (_g)2kt

2k+1 + [(_a)%(_a)l]
2k+1 a2k+1

|
o 8 8 9

e Por tanto, la proposicién es verdadera, es decir (a+b) | (™ +b™) para cada niimero natural
impar, y podemos verificar su veracidad para todos los naturales impares, usando la técnica
de Induccién Matemética

Ahora apliquemos nuestra técnica ”operacionalizada.”

Etapa 1. Por demostrar que para m = 1 la afirmacién es verdadera.

al 4+t = a+b
= 1-(a—0b)

} = (a —b)|(a’ +b")
Y, se verifica la afirmaciéon para m = 1
Etapa 2. Hipdtesis de Induccién
Supongamos que la afirmacién se verifica para m = 2n+1, esto es supongamos que (a+b)|(a?* 1 +p27+1),
o sea que existe Qa,+41, (es decir, Q2,41 depende de n) tal que
a0 = (a+ 0) Q20 (H)
Etapa 3. Tesis de Induccién
Por demostrar que la afirmacién es verdadera para m = 2n + 3, esto es debemos mostrar que existe
Q2n43 tal que
a2n+3 + b2n+3 — (CL + b)Q2n+3 (T)

En efecto

Es claro que, si queremos aplicar la hipétesis (H) entonces tenemos que "manipular algebraicamente”
la tesis (7). En esta direccién tenemos que
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a2n+3 + b2n+3 — a2a2n+1 + b2b2n+1

a® [(a +b)Qany1 — b*" ] + 670*"H!
a®(a 4 b)Qaopy1 — a®b* T 4 p2p? Tt
a(a+b)Qani1 + (b? — a?)p*"t?
a(a +b)Qapy1 + (b+a)(b— a)bp*+?
= (a+0b)[a’Qant1 + (b— a)b®" 1]

Q2n+3

Luego, (T') es verdadera y la afirmacién es verdadera para todo niimero natural impar.

Podriamos también demostrar la afirmacion usando la siguiente variante. Dividimos directamente lo
siguiente

a2n+3 + b2n+3 . a2n+1 + b2n+l — a2

a2n+3 + a2b2n+1

b2n+3 _ a2 b2n+1

Luego del proceso de divisién sigue que:

a2n+l + b2n+1) + b2n+3 _ a2b2n+1

a
B 2004 B)Qonst) + 273 @252+
= (a+0)[a*Qont1 + (b—a)b* ]

Q2n+3

a2n+3 + b2n+3 — 2(
(

|

Entonces el resultado es el mismo, y efectivamente (a +b) | (a®**! 4 5?"*1). Finalmente para conseguir
la conclusién que nos pide el problema observamos que:

(a + b)2n+1 _ a2n+1 _ b2n+1 — (a + b)2n+1 _ (a2n+1 + b2n+1)

= (a+b)(a+b)*" — Qant1]
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