Rudimentos 1: Bases Numéricas y Polinomios
Profesor Ricardo Santander Baeza

1. Introduccién

El capitulo, ”Bases numéricas y Polinomios” esta destinado a presentar contenidos y actividades que de-
berian haber sido expuestos y discutidas, por los profesores y estudiantes en los correspondientes cursos de
Segundo, Tercero y Cuarto de su Ensenanza Media, razén por la cual deseo abordar topicos que permitan
al estudiante, dentro de lo posible y en directa proporcién a su trabajo, fortalecer y mejorar su operatoria
bésica. La herramienta escogida para el efecto son los polinomios, y la idea es introducir informalmente el
concepto, el cual serd abordado posteriormente desde el punto de vista de las estructuras algebraicas.

El punto de partida serd escoger el fundamento natural de los polinomios en el nimero. El cual satisface
todos los atributos de un buen axioma, porque buscando una buena respuesta para j qué es un numero?,
podemos pasar por todas las épocas citando personajes fabulosos como: Pitagoras, Hermes, Hiram, entre
otros, sin encontrar una respuesta satisfactoria, sin embargo todos tenemos, una idea que nos deja tranquilo
respecto de lo que un numero es, probablemente la mas comtun de las interpretaciones, es asociar un nimero
con la idea de cantidades de cosas, por ejemplo un maestro, tres malos albaniles, nueve escogidos caballeros,
etc. Asi que para una primera aproximacién nos contentaremos con lo que él para nosotros representa,
claro esta del punto de vista que nos conviene para nuestro proposito, y en ese tenor podemos citar algunos
ejemplos.

[1] 33 =3-10" +3-10°

[2] 987 =9-10> +8-10' + 7-10°
La idea es que en la representacién en potencias del nimero 10 (objetos del tipo 10™), aceptamos como
coeficientes ( los nimeros que multiplican a las potencias de 10) nimeros mayores o iguales a 0 y menores
que 10.
Para el caso del 33, lo hacemos asi,

33 : 10 = 3
- 30 1 0

___ <— 33=3-100+3-10
3

Para el ntimero 987 tenemos que

987 : 100=9 87 : 10=8
— 900 - 80
— & 987=9-102+87 A —— — 87=8-10"+7
87 7

Sustituyendo, la representacion de 87 obtenemos que:

987 =9-10% +8-10' +7-10°
Definicién 1.1. Si (n € N) tal que
n=as10° + as_110°" 1 + -+ +a110" + a10%;  (0<a; <9);(0<j < s)

1
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entonces
N = AsQs_10s_20s-3 " - A20100 (1)

La llamaremos representacion del niumero n en base 10 o en el sistema decimal

Observacion 1.1.1. La idea de representar un nimero de la forma (1) no es una exclusividad de la base
10 (del nimero 10), mds ain, si uno se fija en la idea central obtiene un algoritmo o procedimiento para
representar numeros en cualquier base entera mayor o igual a 2.

[1] Por ejemplo n = 10 lo podemos representar en base “2”, como sigue,

10 = 8+2
= 1-2241-2!
= 1-2240-224+1-2140-20

Asi que,

10 = 1010 ( base 2)
[2] Para n = 33 tenemos que
33 = 2-16+1
= 2.2 +1
= 2°+41
1-2940-2"4+0-2940-224+0-2" +1-2°

Luego,

33 = 100001 (base 2)

[3] Para n =10 en base 3 tenemos

10 = 9+1

32 +1
1-3241-3°

= 1-3°40-3"4+1-3

Asi que,
10 =101 ( base 3)
[4] Para n = 33 también en base 3, tenemos que

33 = 27+6
= 334+2-3
= 1-3340-324+2-314+0-3°

Luego,

33 = 1020 (base 3)
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2. Ejercicios Propuestos de Bases Numéricas

[1] Exprese en base 2, los siguientes nimeros:

o xr =145
o xr = 318
o x = 2402

[2] Exprese en el sistema decimal los nimeros:
o 1 = 24512 (base 7)
o z = 1231231 (base 4)
[3] Sin pasar por el sistema decimal, realice las siguientes conversiones:
e Escriba en base 8: x = 321322 (base 4), x = 2122 (base 4); x = 12321 (base 4)

e Escriba en base 3: = = 666666 (base 9)

3. Construccién Informal de polinomios
Hemos observado que es posible representar un nimero n, (n € N) en base m, (m € N), es decir,
n=aga,1---aiay (base m) <= n =a,m?+ - +aym' +aom® (0 < a; < m)

porque,

t +t

e Las potencias de m estan definidas, es decir, m* =1y m” - m! =m”

e Los coeficientes a; de la representaciéon en base m verifican la propiedad 0 < a; < m, esta propiedad
permite ver a m, no como el nimero que es, sino como un “simbolo ”

e Por tanto, para obtener una estructura similar, no podemos dejar de llevar en consideracion estas
propiedades...

Definicion 3.1. Una expresion se llama un polinomio en la variable “x”, y con coeficientes en los nimeros
reales si:

(1] Es de la forma;
p(x) = a0+a1x+a2x2 —|—a3x3 + -t apz” (2)

[2] Los mimeros as, donde s = 0,1,2,...,n, se llaman los coeficientes del polinomio y son en este caso
numeros reales.

(3] La variable x satisface las propiedades:

(a) x no es un nimero complejo



4 RUDIMENTOS 1: BASES NUMERICAS Y POLINOMIOS PROFESOR RICARDO SANTANDER BAEZA

[4] Los exponentes son mimeros enteros no negativos, es decir n € (Z+ U {0})

Ejemplo 3.1.1. Algunos ejemplos de polinomios son:

[1] p(z) = 040z 402>+ 023+ - - +02"; se llama el polinomio nulo y lo escribiremos de la forma abreviada:
p(z) =0

2] p(z) =1—-3-22+2°
3] o) = V3 + 2o

[4] De acuerdo a estudios hechos por la policia la cantidad de robos por cada 100.000 habitantes, a partir
de 1990 puede calcularse aproximadamente por el polinomio:

r(z) =251 — 17.24 -z + 1.76 - 2
e ;Cudntos robos por cada 100.000 habitantes hubo aprorimadamente en 19907

Para este caso, tenemos el siguiente andlisis del problema: 1990 es el primer ano asi que en r(x)
hacemos x = 0, y obtenemos ;

r(0) = 251 —17.24-0+ 1.76 - 0
= 251

e ;Cudntos robos por cada 100.000 habitantes hubo aprozimadamente en 20007

Para este caso, debemos hacer en r(z), x = 10, y obtenemos;

251 — 17.24 - 10 + 1.76 - 102
251 — 172.4 + 176
255

r(10)

&

e ;Cudntos robos por cada 100.000 habitantes habrd aproximadamente en 20107
Para este caso, haciendo en r(x), © = 20, obtendremos;

251 — 17.24 - 20 + 1.76 - 202
610

r(20)

Q|

e ;Serd posible que en algun instante los robos se aproximen a cero por cada 100000 habitantes?
Para este caso, debemos hacer r(x) =0, es decir;

251 — 1724 -2+ 1.76 - 22 = 0=
17.24 4+ /(17.24)2 — 4-1.76 - 251
2.1.76

Tr =

17.24 £+ +/297.2176 — 1767.04
3.52

17.24 £ /—1463.8224
R
3.52 ?

e La conclusion es que no existe x € R tal que r(x) = 0, es decir, esta formula indica que es necesario
tomar otras medidas adicionales, caso contrario la delincuencia triunfard.!!!
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Definicion 3.2. Llamaremos grado de un polinomio al mayor exponente de la variable x, cuyo coeficiente
es distinto de cero.

Notacion: O(p(z)) = grado del polinomio p(x)

Ejemplo 3.2.1. Algunos ejemplos del grado de un polinomio son:
[1] 0(1 + 323 —227) =17
[2] 9(ag) =0 ao € (R—{0})
[3] (2 + 3z — 522 +2t) =4

4. Adicién de Polinomios

Sip(z) =ap+arx+ -+ apz" y q(x) =by + bix + - - - + bya™ entonces diremos que estos polinomios son
iguales si poseen el mismo grado y coinciden todos sus coeficientes. Es decir

pl)=qx) =n=m A a=0b (i=0,1,2,...,n)

Sabemos que la adicién o suma de ntimeros se realiza en la forma usual, es decir

3 31 3285
+ 4 + 02 + 0015
7 33 3300

Esta forma de disponer los niimeros para sumarlos no es al azar, en realidad corresponde a un ordenamiento
l6gico, por ejemplo en base 10

3-10° 3-10 +1-10° 3-103+2-102+8-10" +5-10°
+  4-100 + 0-10t+2-10° + 0-10°4+0-102+1-101 +5-10°
7100 3-101 +3-10° 3-102+3-1024+0-10"+0-10°

Otra posible escritura, que emule la escritura en base 10 es por ejemplo:
02=1-2140.20=2=10 (base2)
e 10=1-224+0-224+1-2140-2°=1010 (base2)
©12=1-241-2240-2' +0-2°=1100 (base2)
y podemos sumarlos como antes en su base...
2 = 0-22 + 0-22 + 1-28 + 0-2° (base2)

+ 10 : 0-2° (base2)
12 = 1-22 + 1-22 + 0-21 + 0-2° (base2)

I
—_
(]
w
+
)
[\
[\v]
_l_
—
[\
—_
_l_
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Para concluir esta motivacién observen que nuestros polinomios se escriben ” en base x 7, aunque ya di-
jimos que x no es un numero, sin embargo podemos imitar el procedimiento para sumar representaciones
numéricas con las debidas precauciones.

Sip(z) =5+2r+3 2%+ 2%y q(x) = 4z + 322 — T2z? entonces aplicando el formato utilizado para la
representacion de los niimeros en las diversas bases tenemos que:

p(z) = 520 + 27! + 02> + 323 + 0zt + 1.2
_l’_
q(z) = 02°  + 4t + 3 + 0 o+ (=T 4+ 0
pl@)+q(x) = (5+0)2° + 2+4)z' + (04+3)2 + (B3+0)2% + 0+ (=7)z* + (1+0)2°
Luego,

p(x)+qx) = 5 + 628 + 322 + 323 — T2t + 2

Definicién 4.1. Si consideramos los polinomios p(x) = ag + a1z + asx® + asx® + agxt + - + apz™ y
q(z) = bo + b1z + bow? + bga® + - -+ + b, x™ entonces

p(z) + q(z) = (ag + bo) + (a1 + b1)x + (ag + ba)z* + (az + b3)a® + - - + (an + by)z" (3)
representard la adicion de polinomios o la forma de sumar dos polinomios.
Ejemplo 4.1.1. Si p(x) = 2% + 5z — 2 y q(z) = 322 + 7w + 4 entonces p(x) + q(x) = 42% + 122 + 2
Ejemplo 4.1.2. Si p(x) = 423 + 22 + 21 y q(x) = 2% + = entonces p(x) + q(z) = 42 + 22 + 3z + 21

Observacion 4.1.3. Si recordamos que la resta de dos reales puede ser interpretada como la operacion
inversa de la adicion, esto es, a —b = a + (—b) entonces en nuestra dptica tenemos

45-12 = (4-10'+5-10%) —(1-10* +2-10°)
= 4-10'+5-10° + (—1) - 10" + (-2) - 10°
= 3-101 +3-10°
= 33

Ast que la resta de polinomios la definimos como sigue

Definicién 4.2. Sip(z) = ag + a1z + asx? + azx® + - - + a,2™ y q(x) = b + byw + box® + b3a® + - - + b
entonces

p(z) — q(z) = (ap — bo) + (a1 — b1)z + (az — ba)2* + (ag — b3)a® + -+ + (ap, — by)2" (4)

representard la sustraccion de polinomios o la forma de restar dos polinomios.

Ejemplo 4.2.1. Si p(z) = 2? + 52 — 2 y q(x) = 322 + 7w + 4 entonces p(z) — q(x) = —22> — 22 — 6
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Ejemplo 4.2.2. Si p(x) = 423 + 22 + 21 y q(x) = 2® + = entonces p(x) — q(z) = 423 — 22 + 2 + 21

Definicién 4.3. Notaremos al conjunto de polinomios como:
1] Rlz] = {plx)=ay+axz+---+a2"|a €R;(0<i<n)AneN}

2] Rsz] = {p(x) € R[z]|(p(z)) < s}

4.4. Propiedades de la Adicién de Polinomios. Si consideramos p(x) = ag + a1z + - - - + apz™ € Rlz],
q(z) =byp+ bz + -+ bz € Rlz] y r(x) = co+c1x+ -+ - + c2a™ € R[z] entonces

[1] Verifican la llamada Propiedad Asociativa, la cual permite sumar un niimero finito de polinomio

p(x) + [q(z) +r(2)] = [p(x) + ¢(2)] + r(z)

En efecto

p(@) +[gz) +7(2)] = (ao+arx+ -+ apa™) + [(bo + brx + -+ bya™) + (co + 1z + - - - + c,2™)]
ap+ a1z + -+ apx™) + [(bo + co) + (b1 + 1)z + -+ + (b + ¢n)x"]
ap + [bo + co]) + (a1 + [b1 + 1))z + -+ (an + [bn + cn])2™)

(
ﬁ
E[ao +bo] +¢co) + ([a1 + 1] + 1)z + -+ + ([an + bn] + ¢cn)z™)
[
[p

[ao + bo] + [a1 + b1z + -+ [an + byz™) + (co + 1z + - - + cpa™)
(ap + a1z + -+ apa™) + (bo + iz + -+ bya™)| + (co + 1z + - - - + cpa™)

(x) +gq(z )]+7’(f€)

[2] Existe el polinomio 0 que llamaremos neutro aditivo tal que

p(x) +0 = p(z) = 0+ p(z)

En efecto

p(x)+0 = (a0 + a1z 4+ ap2")+ (0+ 0z + -+ 02")
= (ap+0)+ (al—i-Ox—i---'(an—i-O)x"
= ap+arxz+---apx”
= p(z)

[3] Para p(z) existe el polinomio inverso aditivo —p(z) tal que

p(z) + (=p(z)) =0

En efecto
p(z) + (—p(x)) = (a0 +arx+ -+ apz™) + (—[ag + a1z + - + apz™))
= (ap+amz+ - +apz") + (—ap — a1z — -+ — apz™))
= 0+0x+---+0z"
=0

[4] Verifican la llamada Propiedad Conmutativa

p(x) + q(x) = q(z) + p(x)

En efecto
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(ap + a1z + -+ apa™) + (b + bix + - - + bya™)
(ap +bo) + (a1 + b))z + -+ + (an + by)a™

(bo +ap) + (b1 +ar1)x + -+ - + (b, + apn)a"

(bo+ b1z + - +bpa™) + (ap + a1z + - - - + apa™)
= q(z) +p(2)

p(z) +q(x) =

5. Producto de Polinomios

La multiplicaciéon usual de ntmeros nos dice que 3 - 11 = 33, pero conforme a lo que observamos antes,
también tenemos que:

3-11 = (3-10%-(1-10" +1-10°)
(3-10%) - ((1-10Y) + (3-10°) - (1-10°)
(3-1)- 10" 4+ (3-1) - 1070

= 3-10'+3-10°
Del mismo modo, 231 - 27 = 6237, y en base 10

23127 = (2-100+3-10+1-10%-(2-10+7-10°)
= (2-1024+3-10" +1-10% - (2-10+7-10%)
= (2-10%)-(2-10+7-10%) + (3-10") - (2-10 +7-10°%) 4 (1 - 10°) - (2- 10 + 7 - 10°)
= (2-10%)-(2-10) + (2-10%)(7-10°%) + (3 - 10') - (2-10) + (3 - 10%)(7 - 10°)+
(1-10°) - (2-10) + (1 -10%)(7 - 10°)
= 4-103+14-102+6-10> +21-10' +2-10+7- 10°
= 4-10°+ (101 +4-10°) - 102 + 6 - 10> 4+ (2- 10" + 1-10°) - 10! +2-10 + 7- 10°
= 4-10°+103+4-102+6-10>+2-102 +1-10" +2-10+ 7 - 10°
= 5-103+12-102 +3-10' +7-10°
= 5-10% + (10" +2-10%) - 102 +3 - 10" +7- 10°
= 5-10% +10%+2-10>+3-10" + 7-10°

= 6-103+2-102+3-101 +7-10°

= 6237

La forma de multiplicar los niimeros en base 10, sugiere definir el producto de polinomios en un caso pequeno
como sigue:

Si p(z) = ag + a1z + azx® + a3z y q(x) = by + byx + byx? son dos polinomios de grado 3 y 2 respectivamente
entonces imitando la idea podemos hacer lo siguiente:
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p(z)-q(z) = (ao+ a1z + asx? + azx?®) - (bg + byix + box?)
= (ag + a1z + asx? + azz?)by + (ag + a1 + aox? + azz®)byx + (ag + arx + asw? + azzd)byx?

= (apbp + ar1box + a2boﬂj2 + a3b0x3) + (apbyz + aibiz? + agbia® + a3b1:n4)+
(a0b2x2 + a1b2x3 + a2b2$4 + a3b2$5)

= apboz? + (a1by + agb1)x + (agby + a1by + agbz)x? + (asbo + agby + a1b)z3+
(a3b1 + a2b2)$4 + a3b2x5

La idea anterior nos permite generar una definicién de producto de polinomios:

Definicién 5.1. Si p(z) = ag + a12 + asx® 4+ - - - + apa™ y q(x) = by + by + box® + - - + b,x™ entonces

p(z) - q(x) =co + 1z + cor? + 3z + -+ eyt

donde

Co = a(]b(]

¢t = aiby + apby

c2 = agby+ aiby + apby

c3 = asbg + asby + a1by + agbs

ca = agby + azby + azby + ai1bz + agby
En general

cs = asby + as_1b1 + as—2by + - - - + asbs_o + a1bs—1 + agbs 0<s<n+m

Ejemplo 5.1.1. Si p(z) = 2 + 5z — 423 y q(x) = 2 — 72> + 62* entonces el producto es el siquiente:

p(z)q(zr) = co+c1x+ cox® + c32® + eyt + 52’ + o8 + cra”
= 04 2z — 922 — 3523 + 8% + 225 + 028 — 2427
= 22— 922 — 3523 + 8z + 225 — 2427
Donde,
cCo — aobo = 0
c1 = aiby+ aght = 2
c2 = agby+ arby + apbe = -9
c3 = agbg+ agby + aibs + agbs = -35
¢4 = agbo + azby + azba + a1b3 + apby = 8
cs = asbg + asby + azbs + azbz + a1by + apbs = 2
ce = agbo + asbi + asbs + azbs + azbs + a1bs + agbe = 0

cr = a7by + agby + asbs + agbs + asby + 21b5 + a1bg + agb; = —24
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5.2. Algunas Propiedades del Producto de Polinomios.

Si p(z) = po + prz + paz® + psa® + - + ppa™ € Rlz] q(x) = qo + @ + gea® + - + gma™ € Rlz] y
s(z) = sg + 5170 + 922 + -+ + s,x' € R[z] donde n < m < ¢ entonces

[1] Se verifica la propiedad distributiva del producto respecto de la adicién

p(@)[q(z) + s(z)] = p(z)q(z) + p(x)s(z)

En efecto, siguiendo el protocolo descrito en la definicién de producto de polinomios tenemos por una

parte, que:
p(x)-q(x) = co+caxr+ 62:172 + 03:1:3 + -4 cn+mx"+m
p(z)-s(xr) = do+dix+dox® +dzxd + -+ dpyx"
donde,
¢ = DPrQo+ Pr—1q1 +Pr—2g2 + -+ pagr—2 + P1¢r—1 +pogr (0 <7 <n+4m)
dr = prSo+pr—151 +pr—2s2 + -+ D2sr—2+p15r—1 +pos, (0<r<n+t)
Por otra parte,
p(@)g(x) +s(x)] = (po+pix+ - +ppz™) - [(qo+ s0) + (g1 + s1)x + -+ + (g + 5¢)2"] (+)
= uy w4+ Uyt
donde,
up = pr(qo + 50) +pr—1(qr +51) +--+polgg +s:) 0<r<n+t
Pero,

ur = pr(qo+s0) +pr—1(q1 +51) + - +polq + s¢)

Prqo + Prso + Pr—1q1 + Pr—151 + -+ + poqt + PoSt (%)
(Prgo + pr—1q1 + -+ + poqt) + (Prso + pr—151 + - + post)

= Cr+dr 0<r<n+t

Sustituyendo (x) en (xx), tenemos finalmente que

p(x)[q(x) + s(z)] = wp+urx+ -+ upppa™

= (co+do)+ (c1 +di)z+ - + (cnpt + dyge)a™ !

= (co+caz+- -+ cppa"™) + (do + dix + -+ + dp e ™)
p(z)q(z) + p(z)s(z)

[2] Existe el elemento neutro multiplicativo, e(x) = 1 pues,

p(x)e()

(po + p1& + pax? + -+ + ppa™) - (1 4 0z + 0z + 02 + - - - + 0z"™)
= po+Dpix+pea® 4o+ ppa”
= p(x)
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6. Divisibilidad en R[x]

Sabemos que para polinomios, el proceso inverso de sumar es restar, es decir, si sumar significa hacer en-
tonces restar significa deshacer y viceversa. Pregunta jel producto de polinomios tiene proceso inverso?

La pregunta tiene sentido, pues el concepto de inverso esta ligada directamente a la construccién de algorit-

mos (procedimientos, férmulas) que permiten realizar operaciones en forma rapida y eficiente, por ejemplo
la férmula:

1
1 délar = 550 pesos <= 1 peso = 550 dolar

Nos permite usar sin problemas las monedas délar y peso indistintamente, pues a la hora de comprar pode-
mos hacer lo siguiente:

Si un articulo vale 300 ddlares entonces sacamos la calculadora y hacemos

300 délares = 300 - 1ddlar = 300 - 550 pesos = 165000 pesos

Por el contrario si un articulo vale 165000 pesos y sdlo tenemos ddlares entonces sacamos la calculadora y
hacemos

1 165000
165000 pesos = 165000 - 1 peso = 165000 - 50 dolares = “EE0 dolares = 300 dolares

Como se ve la existencia de una operacién inversa esta ligada a la ”resolucién de ecuaciones” “es decir,
cuando vale la equivalencia en el caso aditivo

r+a=b<=xr=b—0a

O en el caso multiplicativo

b
ar =b<=x = — (a #0)
a
Por ahora seguiremos actuando en forma intuitiva y haremos lo siguiente.
P 8
e ; Qué significa que 5= 47

o Podemos interpretar concretamente asi:

I parte 1 I parte 2 I parte 3 parte 4

Figura 1: 8 +2




12 RUDIMENTOS 1: BASES NUMERICAS Y POLINOMIOS PROFESOR RICARDO SANTANDER BAEZA

o Podemos también interpretar simbdlicamente como sigue:

8 : 2 = 4
(=) 4-2
0 (resto)
L. 9
e ; Qué significa que 5= 4.57
o En concreto tenemos que,
parte 1 I parte 2 I parte 3 I parte 4 I%
Figura 2: 9 =2
o Simbdlicamente tenemos:
9 : 2 = 4
(=) 4-2
1 (resto)

En resumen, esto se representa normalmente como

8 0 9 1
8:2-4+O<:>§:4+§ A 9:2-4+1<:>§:4+§

Conclusién 6.1. Sin y m son dos niumeros enteros entonces diremos que n divide m si existe un nimero
entero s tal que m =n -s. En simbolos podemos escribir como sigue:

nm <= (3s;s€Z) : m=n-s

Motivados por el comportamiento de los niimeros, preguntamos: ; Cémo generalizar estas ideas a los poli-
nomios?.

Podemos copiar el algoritmo anterior, en algunos casos conocidos:

[1] Como 22 —1 = (z — 1)(x + 1), pues (z — 1)(x +1) =2+ 2 —x — 1 = 22 — 1 entonces

(22 —1):(x — 1) =x+1

S
0

0
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Es decir,

0
2

—1= D(x—1 —
x (x+1)(z—1)+ o]
[2] Como 22 — 1 = (x — 1)(x + 1), entonces las soluciones de la ecuacién 22 —1=0sonx =10z = —1

[3] Si escribimos p(z) = 22 — 1 entonces este polinomio puede ser interpretado como una férmula llamada
funcién que estudiaremos mas adelante, por ahora esta formula funciona como sigue:

p(a) = a® -1, aecR

En particular,

p(2) = 22-1 = 3
p(=2) = (-2*-1 = 3
p(5) = 52-1 = 24
p(1) = 12-1 = 0
p(=1) = (-1)’-1 = 0
etc...

[4] Si consideramos el conjunto

Graf(p(z)) = {(z,p(x)) | v € R} = {(z,2® — 1) | z € R}

entonces el grafico en el plano de este es el siguiente:

Figura 3: p(x) = 2% — 1

Esto, nos permite adoptar por ahora, un convenio para evaluar polinomios:

Definicién 6.2. Si p(z) = ag + a1z + azx? + azz® + - - - + a,z" entonces
[1] p(c) = ag + a1c+ asc® + azc® + - - - + a,c*, para cada c € R
2] p(c) =0 <= (z — ¢)|p(x) <= el resto de la division p(x) =+ (x — ¢) es 0.

En tal caso decimos que ¢ es una raiz 6 un cero ¢ un valor de anulamiento del polinomio en el conjunto
especificado.
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Ejemplo 6.2.1. La idea es descomponer en factores usando un pseudo algoritmo de la division.

[1] Sip(x) =23 — 1 entonces p(1) = 13 — 1 = 0, luego podemos dividir:

$¥—-1 : z—1=z2?+2+1
(-) =

x?—1
(<) a?-2
o1
(=) z—1
_O__

Y consequimos, 13 —1 = (x —1)(z® +z + 1)

[2] Sip(x,y) =23 —y> entonces p(y,y) = y> —y> = 0, luego podemos dividir:

:1:3—y3 : x—y:x2+:py—|—y2
(-)

3 — x2y

:132y o y3
(-)

:132y — xy2

xy? — P
(-) s

Y- —y

0

Es decir, 2 — 3 = (x — y)(2? + zy + y?)
[3] En general, z" —y" = (z —y)(z" ! + 2" 2y + 2" 0yP + o 4y
[4] Extendamos esta idea para el caso h(x,y) = \/x — \/y, como sigue
e a=/1 1 =ad’ A b=y y="0
« @B = @-bath) — -y = (Vi- DVt yD)
[5] Como, 2" —y™ = (x —y)(z" L+ 2" 2y + 2" 3y? + - +y" 1) entonces para a = 2" y b = y" tenemos

la férmula:

a—b=(¥a—Vb)(Va)" '+ (¥a)"2(Vb) + (¥a)" 2 (Vb)2 + - + (Vo)™ 1)
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7. Ejercicios Propuestos de Polinomios

7.1. Factorizacién directa de trinomios. Descomponga en factores
1] p(z) =2° —=
2] p(z) =223 + 622 + 10z
3] p(z) = 223 + 622 — 10z
[4] p(z) = 2* — 52% — 36
5] p(x,y) = 3zy + 15z — 2y — 10

6] p(x) =22y +62+y+3

7.2. Factorizacién de trinomios usando sustitucién. Ideas para resolver

Consideremos el trinomio; p(x) = (x — 2)? + 3(x — 2) — 10 entonces podemos desarrollar el siguiente proce-
dimiento o algoritmo:

e Secau=x—2

e Sustituyendo en p(x) tenemos que

p(x) = (x —2)% +3(x — 2) — 10 <= q(u) = u® + 3u — 10

e Resolvemos la ecuacién de segundo grado para la variable w.

L T3 V/I 50

q(u) =0 5
— u:—3j:7
2
U =2
— u= V
U= —9>
— q(2)=0Vq(=5)=
= q(u)=(u—2)(u+5)

p(x) = ((z-2)=2)((x—-2)+5)

Usando el procedimiento anterior factorice los siguientes:
[1] p(z) = (x — 3)2 + 10(x — 3) + 24

2] p(z) = (x+1)2 —=8(x+1)+15
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3] p(x) = 2z +1)2+3(2z +1) —28
[4] p(x) = (3z — 2)? — 5(3z — 2) — 36

5] p(z) =6(x —4)> +7(x —4) -3

7.3. Planteamiento y resolucion de ecuaciones polinomiales.

A modo de ejemplo, consideremos el problema:

Una sala de clases posee 78 sillas universitarias. Si el namero de sillas por fila es uno més que el doble del
numero de filas entonces determine el nimero de filas y de sillas por fila.

e Planteamiento del problema

Si z es la variable que representa el nimero de filas entonces z(2x + 1) representa el nimero de sillas
por fila, asi que

x(2x + 1) = 78 representa el nimero total de sillas

e Resolvemos la ecuacién 222 + z — 78 = 0

—1++14624

202+ —T78=0

<~

4

—14+25

— TrT=———

4
13
— x=6Vzr= 5
e Decidimos la factibilidad de los resultados:
. , 13 .
Como el nimero de filas es un natural, asi que desechamos = = —3 y £ = 6 es el resultado posible y

hay 13 sillas por fila.
Resuelva los siguientes problemas:

[1] Determine dos enteros consecutivos cuyo producto sea 72

[2] Determine dos enteros cuyo producto sea 105 y uno de ellos debe ser uno més que el doble del otro.

[3] El perimetro de un rectdngulo mide 32 cm y su area es de 60 cm?. Determine las dimensiones del

rectangulo.

[4] Si el largo de un rectédngulo excede en 2 cm al triple de su ancho y su 4rea es 56 cm?. Determine las
dimensiones del rectangulo.

[5] La suma de las dreas de dos circulos es 657 centimetros cuadrados. Si el radio del circulo mayor mide
un centimetro menos que el doble del radio del circulo menor entonces determine el radio de cada circulo.
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7.4. Divisién de polinomios. Realice las divisiones que se indican:
[1] (22 — 7z —78) = (z +6)
2] (223 +22 =3z +1) = (22 +2—1)
3] (5a® + 7a® — 2a — 9) + (a® + 3a — 4)
[4] (2n* +3n3 —2n% +3n —4) + (n? + 1)
5] (#°+1)+ (z+1)

[6] (2°—1) +(z = 1)

7.5. Ecuaciones con radicales. Resuelva las ecuaciones
1] VTF3=7— Vo ¥0
2] Va2 4+ 13z +37=1
3] Ve+1=4
4] VBT = 4

5] ¥3z —1=¢2 bz

17
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8. Situaciones de Desempeno: Polinomios

El objetivo de esta seccién es presentar al Estudiante ”Situaciones Problematicas” que

le permitan:

Estimular la comprensién de lectura en problemas matematicos.

Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucion de problemas que envuelven conceptos
matematicos.

Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojald eficiente), para responder al problema planteado.
Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades
bésicas que debe conocer, y "en lo posible haber aprehendido” de los topicos analizados.

. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

Lea cuidadosamente el problema.

Reconozca lo que es informacién (dato), de lo que es "incognita”, o lo que a usted se le consulta.
Trate de entender en la forma mas clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede usar
”sinénimos matematicos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto nunca esta
de més.

Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento de lo que
debe probar.

. Situaciones de Desempeno Propuestas:

Si p(z) = 6(x — 4)3 + 7(x — 4)2 — 3(z — 4) € R[x] entonces determine el conjunto

5 = {zeR|p@)=0)

Determine el siguiente conjunto

S = {zeR|Vz+19—Va+28=-1}

— 16
Si f(x) = PR entonces grafique en el plano R? = {(z,y) | z € R Ay € R}, el conjunto

S={(z,y) eR? |y = f(z)}

Si p(z) = 2" — (n 4+ 1)z + n entonces demuestre que para cada n € N,

(@ =13%p(x) A (z-1)° fp(x)

Demuestre que el polinomio p(z) = (x — 3)?" + (x — 2)" — 1 es divisible por d(z) = 2> — 5z + 6.

Determine m y n de modo que el polinomio ¢(z) = 2* + ma3 + 2922 + nx + 4 sea un cuadrado perfecto
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9. Solucién de Situaciones de Desempeno: Polinomios
[1] Sip(x) = 6(x —4)3 + 7(x — 4)? — 3(x — 4) entonces
(a) Observamos que

€S < ze€RAp(x)=0
— z€RA6(x—4>+7(x—4)*-3@x—4)=0

(b) Directamente vemos que p(4) = 6(4 —4)3 +7(4 —4)2 —3(4—4) = 0. Asi que 4 € Sy (z — 4)|p(x),
es decir

(4 € RAp(4) = 0) A (Jg(x); q(x) € Rz] : p(z) = (z — 4)q(x))
(c) Ademés del proceso de divisién sigue que:
6(x —4>+7(x—4)2 -3(x—4) = (x—4)6(x—4)>+7(x—4) —3)
q(z)

= (x—4)(62% — 48z + 96 + Tz — 28 — 3)
= (z—4)(62% — 41z + 65)

(-3

[2] Observamos que x € S <= x € RAVx + 19— /x + 28 = —1. Asi que

(d) Asi que el conjunto pedido es

(Vo +19 — Va4 28)% = (—1)?

(z+19) — 2V +19Vx + 28 + (z +28) = 1
2vVz + 19Vx + 28 = 2z + 46

Vo +19Vz +28 =2+ 23

(Vz +19vz + 28)? = (z + 23)*

(z 4+ 19)(z + 28) = 2% + 46z + 529

2% + 47z + 532 = 22 + 462 + 529

r=-3

Vr+19—+Vr+28=-1

(A A

Asi que el conjunto pedido es

- {53
2 3



20 RUDIMENTOS 1: BASES NUMERICAS Y POLINOMIOS PROFESOR RICARDO SANTANDER BAEZA

. 16
3] Si f(x) = R entonces

(a) Para graficar S = {(x,y) € R? | y = f(x)} entramos al conjunto aplicando su definicién
(z,y) €S <= (z,y) R’ A y= f()

=16

— RZAy="i—
(z,y) € V=g

T2 —

41
= <x,$ 46>/\a;e]R</\a;2—47é0

12

= <x,L_16> AN zxeR—-{-22})

(b) ahora como, 2* — 16 = 0y (=2)* — 16 = 0 entonces (z — 2)(x + 2) = (22 — 4)|(2* — 16). Asi que
dividimos seguros de obtener un resto nulo !!!

2t =16 + 2?2 —4=2>+4
xt — 422
422 — 16
422 — 16
0
De donde sigue que,
xt—16

= 22 +4 (z#=2)

Por tanto
(z,9) €S < (z,2°+4) Az e (R—{-2,2})

(c) Su grafico es de la forma
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[4] Sip(x) = 2" — (n + 1)z + n entonces para cada n € N podemos aplicar las siguientes propiedades:

p(x) = 2" —(n+Da+n
= 2" —z+n
= 2" —nzdn-—z
= 2" 4l -2)—2

= 2z —-DE" 2" 4 1) a1l —x)
+z+1)—n(x—1)
r— D" +2"% 1) —n(z—1)
2"+ 2 pa) —n(z— 1)
"_1-“—1—33—71)
a4+~ (1144 1))

Il
=
8
|
N
A/é\/—\

3
L
+
8
3
N

I
~—~ o~~~

8

|

—_
— — —
—~ o~

8

S

_l_

8

n— veces el 1
= @-D(@"-D+@" ' -1D)+@" -1+ +(x-1))
= (-1 ((z—Da(z) + (z —1ga(z) + (z — Dgz(x) + -+ (z —1)- 1)
= (z—1)*(q(2) + g2(z) + g3(x) + - + 1)

no divisible por (z—1)

[5] Demuestre que el polinomio p(z) = (z — 3)%" 4 (z — 2)" — 1 es divisible por d(z) = 2? — 5z + 6.
En efecto
Etapa 1. Sabemos que, d(z)|p(z) si y sélo si existe un polinomio ¢(z) tal que p(z) = d(z)q(z)
Etapa 2. Gestién de la informacion

(a) Observamos directamente que

pB)=B-3)*"+3B-2)"-1=0= p(x) = (z - 3)q(z)
(b) Andlogamente,

p(2)=(2-3)""+(2-2)" —1=0= p(z) = (z — 2)ga()

Etapa 3. Conclusiones

(a) Como p(z) = (z — 3)q1(z) y p(2) = 0 entonces
0= p(2) = (2 — 3)q1(2) - —q1(2) =0= q1(2) =0
(b) Luego, existe g3(z) tal que ¢1(x) = (x — 2)gs(x). Asi que juntando la informacién obtenemos que

p(z) = (z — 3)(z — 2)g3(z) = (? — 5z + 6)g3(z)

En cualquier caso, (22 — 5z + 6)|p(z)
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[6] Determine m y n de modo que el polinomio ¢(z) = ' + ma® + 2922 + nz + 4 sea un cuadrado perfecto
En efecto

Etapa 1. Debemos determinar si existe a € R tal que (22 + ax + 2)? = q(x).

Etapa 2. Gestién de la informacion

(a) Observemos que un tal a existe si y s6lo si

ot + (44 a®)2? + 202 + dax + 4 = 2t + mad + 2927 + nx + 4 (%)

(b) () es posible si y sélo si

2a =m
4a =n
4+a> =29
(c) Si escogemos a = 5 entonces debemos tener que m = 10 y n = 20. Si escogemos a = —5 entonces

debemos tener que m = —10 y n = —20
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