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CAPITULO 11

Algebra del Cuerpo de Numeros Complejos

El trabajo solidario es lo tinico que hace
humano al ser humano

1. Construccién intuitiva del Cuerpo de Nimeros Complejos

Lo desarrollado entorno al homomorfismo evaluacién en el capitulo anterior, nos permite dar una nueva
mirada el concepto de "raiz de un polinomio” en el siguiente sentido:

Sir € R, r se llamara una raiz o cero de un polinomio p(z) € R[z| si p(z) € ker(¢(r)) o equivalentemente
p(r) =0

(1) Aplicando esta idea al polinomio q(x) = ax? + bz + ¢ € R[] tenemos para r € R que

q(z) € ker(p(r)) w(;‘)(qb(w)) =0 .
ar®+or+c=

. —b 4+ Vb? — 4ac c

R
2a
b2 — 4ac >0

1Ly

(2) Si b% — 4ac < 0 entonces q(z) = az? + bx + ¢ € ker(o(r)) (Vr;r € R) y entonces los posibles graficos
para la funcién ¢(x) son las siguientes:

Figura 1: a > 0 A (b* — 4ac) < 0 Figura 2: a < 0 A (b* — 4ac) <0

Por tanto, en este caso, la situacién algebraica q(z) = az? + bxr + ¢ € ker(p(r))  (Vr;r € R), significa
geométricamente que el grifico de ¢(x) no intersecta al Eje x”
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(3) Si b? — 4ac < 0 entonces —(b? — 4ac) > 0. Asi que, en ese caso "nos gustaria tener” que:

—b+ \/b2 — 4ac
—b+ \/ (4dac — b?)
—b+ \/4ac— V=

2a
— 72
_ _b:t\/4ac b\/_—1
2a 2a
< —
€eR €R
Asi
rm=ct+d/-1¢R A ry=c—d/—1¢R
Donde
b )
N U il A
2a 2a

(4) En (*) encima hemos operado sin fundamento matemaético, pues;

(a) En los ntimeros reales se verifica:
(a>0)A (b>0) = Vab=+aVb

(b) Nada sabemos en otros casos posibles, como por ejemplo:
(a<0)A (b<0) = Vab = Vavb  (Pues, en este caso ni va ¢ R, ni tampoco Vb & R)
(c) En particular no podemos asegurar que y/—1 L 1-4/—1

(d) En cualquier caso el punto a observar es el siguiente, basta definir un conjunto donde exista /—1,
y en ese conjunto deberfan tener solucién las ecuaciones del tipo az? + bz + ¢ = 0.

En efecto
—b+ Vb2 -4
T = 50 Cer Si (b — 4ac) >0

ar’ +br+c=0 =
—b \/
= Viae 28

5 T (R+RV-1) Si(b*—4ac) <0

Definicién 1.1. Llamaremos nimeros complejos al conjunto
C = {u=a+bilacRAbeRAI=V-1}

Analisis 1.1.1. Estudiemos este nuevo conjunto, en particular su operatoria, pues si no existe ésta, es que
el conjunto es equivalente a ser vacio.

(1) C es un conjunto no vacio, es decir C # 0, puesu=0+1-i=i€ C

(2) Si definimos la funcion ¢ : R? — C tal que ¢(x,y) = x + iy entonces ¢ es una biyeccion, porque es
posible definir la funcion ¢! : C — R?, tal que ¢~ ' (x + iy) = (x,7).

En efecto, por una parte vemos que,
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Y por otra

ot 2 ®
C = B o= € (pop ™)z +iy) =2 +iy
r+iy — (z,y) — x4y

Asi que @ es invertible y por tanto es una biyeccion.

(3) Como R? es un grupo con la adicion, entonces usando la biyeccion construida podemos dotar a C de
una operatoria que lo transforme también en un grupo.

La idea es la siguiente, si
uy = (z1,y1) > 21 = p(T1,y1) = 21 + iy

uy = (T2, y2) — 22 = (T2,Y2) = T2 + Y2
entonces definimos:
21+ 22 = (v1 + x2) + i(y1 + y2) ( Pues, ui +us = (1 + 22,31 + y2)

Como resultado de la gestion anterior tenemos el siguiente resultado

Teorema 1.1.2. (C,+) es un grupo abeliano, donde:

e Oc =0+ 0-17 es el neutro aditivo.

e Siz=ux+1iy entonces —z = —x — iy es el inverso aditivo de z

La accién geométrica del isomorfismo es:

(%.y) z=x+y

Figura 3: Isomorfismo entre R? y C
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En particular, tenemos que:

(1) (0,1) eR2+Z5ieC

(2) Si z = x + iy entonces llamaremos parte real de z a Re(z) = = y parte imaginaria de z a Im(z) =y
Ejemplo 1.1.3. Si z =2 — 3i entonces Re(z) =2 e Im(z) = —3
1.2. Anillo de Numeros Complejos. Iniciamos esta secciéon definiendo un producto de ntimeros com-

plejos,

Definicion 1.2.1. Si z; = 1 +iy; € C y 290 = 29 + iy2 € C entonces definimos el producto de nimeros
complejos

z1-22 = (v122 —11y2) + i(z1y2 + T2y1)

Ejemplo 1.2.2. Siz; =2+ 3i y 290 =1 — 4i entonces

2129 = (2 + 32)(1 - 4i)
= (2—(-12)) +:(3+ (-8))
= 14—

Teorema 1.2.3. (C,+,:) es un anillo conmutativo con identidad 1. Mds ain (C — {0},-) es un grupo
abeliano.

Para verificar este resultado hacemos las siguientes etapas:

(1) Mostramos la propiedad asociativa, es decir que z1(z223) = (2122)23 (V25325 € C;j =1,2,3)
En efecto

Si tomamos z; = a; +1b; € C para j = 1, 2,3 entonces aplicando la definicién de producto obtenemos:

21(2023) =

(2) A seguir mostramos que el complejo 1 =1+ 0i es el neutro multiplicativo
En efecto
Siz=a+ibe Centonces z-1=(a+ib)(1+i-0)=(a—0)+i(0+b)=a+ib==z2
Andlogamente, 1-z = z. Asi que 1+ 07 es el neutro para el producto de complejos.

(3) Para la distributividad, 21 (22 + 23) = 2122 + 2123 (Vz;: 2z; € C;1 = 1,2,3). Calculamos directamente
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z1(z2 +23) = (a1 + ibl)((ag +ib2) + (a3 + ib3)
= (a1 +ib1)((ag + a3) +i(by + b3))
= al(ag +ag) — bl(bg +b3) + i(al(bg + b3) + bi(az + a3))
= (arag2 — bib2) + (aras — b1bs) + i((a1ba + azby) + (a1bs + bias))
(arag — b1by) + i(albg + agby) + (a1a3 — b1b3) +i(a1bs + bras)

= Z1%9 + 2123

)

(4) Para la conmutatividad z1z9 = 2921  (Vz;: 2z; € C;i = 1,2) procedemos como antes, y obtenemos que

2120 = (a1 + ibl)(ag + ibg) = (a1b1 — agbg) + i(albg + agbl) = (blal — bgag) + i(blag + bgal) = 2927
(5) Finalmente, si z =z 4 iy € C — {0} entonces

_1: x — Y
x2_|_y2 x2+y2

es el inverso multiplicativo de z.

En efecto
22l = (atiy) | s — il _ TV (T g,
= V\er2 "2y T 22 242 )
Andlogamente,
oy = S - (x—i—i)—ﬂ—ki Y =1 406
T \Z2x2 21 Yy Y 2+ )

Asi que U(C) =C — {0+ 0:}

Luego, (C,+,-) es un anillo conmutativo con identidad 1. Més atn (C — {0}, ) es un grupo abeliano.

Definicion 1.2.4. Sea A un conjunto no vacio. Diremos que A es un cuerpo conmutativo con identidad 1
si (A, %,0) es un anillo conmutativo con identidad 1 y todo elemento no nulo tiene inverso multiplicativo,
es decir U(A) = A — {0}

Ejemplo 1.2.5.
(1) C es el cuerpo de nimeros complejos

(2) R es el cuerpo de nimeros reales
(3) Q es el cuerpo de nimeros racionales

(4) Zy es el cuerpo de enteros mddulo p, si p es un numero primo

2. Construccion algebraica de C

Para esta construccién usaremos las ideas desarrolladas en el proyecto de integracion (?7).

Asi que iniciamos definiendo en el anillo de polinomios R[z] la siguiente relacién

p(a) U q(z) = (2*+1)|(p(z) - q(2))
= (Fe(@)ic(z) € Rlz]) : p(z) — q(z) = (2° + 1)c(2)
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Y concluiremos, después de pasar las siguientes etapas:

FEtapa 1. U es una relacién de equivalencia

Etapa 2. 0 = {p(z) € R[z] | (+* + 1)|p()}

Etapa 3. Si definimos 72

Etapa 4. U p(z) ={a+bilacRAbeR}
p(z)ER[z]

= —1 entonces p(z) € 0 <= p(i) =0

Etapa 1. U es una relacién de equivalencia

En efecto

o p(z) —p(x) =0=0- (22 +1). Asf que p(z) U p(z) y U es una relacién reflexiva.

o Sip(z) U gq(x) entonces (3 c(w);c(z) € Rlz]) : p(z) — q(z) = (2? + 1)e(x), Pero
q(z) —p(x) = —(p(x)—q(z))
= [(;p + De(e)] p = q(x)0p(x)
= (2* +1)(~c(2))

Asi que ¢(z) U p(z) y U es una relacién simétrica

e Si suponemos que p(x) U q(x) v q(z) O h(x) entonces (I r1(x);r1(x) € Rz]) y ro(z);m2(x) € Rlz] tal
que p(z) — q(z) = (22 + 1)ri(x) y q(z) — h(z) = (2% + 1)ro(z). Luego tenemos que

p(z) = q(@) + q(z) = h(z) = (2% + Dri(z) + (2% + Dra(2) = p(x) — h(z) = (@ + D[ri(z) + r2(2)]

Asi que p(z) U h(z) y U es una relacién transitiva, y en consecuencia es una relacién de equivalencia.

Etapa 2. 0 = {p(z) € R[z] | (+* + 1)|p()}

En efecto
p(x) €0 < p(x) €R[z] A p(z) VO

= p(z) €R[z] A (2 +1)|(p(z) - 0)

— px) eRlz] A (Fe();e(x) € Rlz] Ap(z) = (27 + 1)c(x))
Por tanto,

0 = {(@*+De() | c(x) € R[]}

Etapa 3. Si definimos i?> = —1 entonces p(z) € 0 <= p(i) =0
En efecto
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Etapa 4. U p(x) ={a+bi|ae RAbeER}
p(x)€R[z]

En efecto
Sea p(z) € R[z] entonces p(z) = (22 + 1)s(x) + r(x), donde d(p(z)) < 1
p(a) = (2 +1)s(z) +r(2) = p(i) = (i + 1)s(i) + (i) = p(i) = (i)

Concluimos que:

e 0=u241=7T=1

e p(@) = (22 + 1)s(@) +r(x) : Dp(x)) < 1= p(@) = 7(z) = a + bz

e p(z)=a+br=p(T)=a+bT=a+bi
. p(z) = p@= |J pl)={a+bilacRADER}
p(z)€R[z] p(z)ER]x] p(z)€R[z]

3. Interpretacion Geométrica de C

Inicialmente asociemos a un complejo z un dngulo «, segun la figura:

Figura 4 : Un complejo y su angulo

Y si llamamos médulo del complejo z, a |z| = y/x2 + y? entonces aplicando ideas bésicas de trigonometria
obtenemos que

x = |z|cosa A y = |z|sena

Definicion 3.1. Llamaremos forma polar o trigonométrica de z a
z = |z|](cosa+isena)

Ejemplo 3.1.1. Si z =1+ entonces p(1,1) =1+1i. Asi que

|1+i|cos%/\1—|—i|sen%:>(1+i):\/§<cos%+isen%)
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3.2. Raices de la Unidad. En lo que sigue estaremos interesados en resolver la ecuacién z" = 1, es decir
en determinar el conjunto

Rn) = {ueClu"=1}

Definicién 3.2.1. u € C se llamard una raiz n ésima, (n € N) de la unidad si u € R(n), equivalentemente
st satisface la ecuacion x™ = 1, es decir, si verifica que u"™ =1

Para determinar el conjunto R(n) = {u € C | ™ = 1} usaremos una estrategia, basada esencialmente en las
propiedades que se desprenden de la forma polar de un complejo z.

(1) Aplicamos el método de Induccién para mostrar la férmula de Abraham de Moivre

(cosa +isena)” = (cosna + isenna) (Vn;n € N) (1)

4 Si n = 2 entonces

(cosa +isena)® = cos®a + 2icosasena —sen’a

= COS2 o — sen2 a + 2¢ cos asen a

= cos2a + isen 2«

¢ Ahora para n = k suponemos verdadero que (cos a 4 isen a)* = cos ka + i sen ko

4 Finalmente mostramos que (1) se verifica paran =k + 1
F+1 = (cosa + isen a)¥(cos o + isen a)

(cos ka + isen ka)(cos o + i sen «)

cos ko cos a + i(cos kasen o + sen ko cos ) — sen kasen v
cos ko cos a — sen kassen a + i(cos ko sen « + sen ka cos «v)
cos(ka + o) + isen(ka + )

= cos(k+1)a+isen(k + 1)«)

(cos av + i sen o)

Asi que

(cosa+isena)” = cosna+ isenna (Vn;n € N)

(2) Aplicando el resultado obtenido en (1) tenemos que

|z|cosna = 1 |z|2cos?na = 1
2

2"=1 <= |z|"(cosna+isenna) =1+ 0i <= 2
|z|senna = 0 |z|*sen“na = 0

—  [z]*(cos’ na+sen’na) =1= |z =1 = |2| =1
Luego,

cosha = 1 2km

2" =1 B = na=2kr (k€Z)=—a=— (keZ)
senna = 0 n

Finalmente, haciendo las respectivas sustituciones tenemos que

2k 2km
2"=1 <= 2z=cos— *isen —
n n
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Por tanto las soluciones de la ecuacién z™ — 1 = 0 son
2k 2k
R(n) = {Z:COS—T:EZ'SGD—W | k:GZ}
n n

(3) Faltan adn algunas importantes precisiones. Si notamos por

2r 2w
Wy, = €OS — — isen — (2)
n n
entonces
2nm 2nm .
(a) w) =cos — —isen — = cos 2w — isen 2w =1
n n

(B) @b = @i =1 (Vksk € Z)

n

(c) De los resultados anteriores, sigue que las soluciones de la ecuacién z" = 1 son

R(n) = {0 wl w2 ... 0o} ={1,wy,w?, ... w1} (3)

Ejemplo 3.2.2.

Si n=2 entonces

R(2) ={l,ws} = {1,005% - isenzg} ={1,-1}

Grdficamente tenemos:

w2

Figurab : R(2)

Si n=3 entonces
R(3) = {1,&)3,0)%}

B 1 2T . 27 47T 47
= , COS 3 isen 3 , COS 3 isen 3

= {1,cos 120 — isen 120, cos 240 — i sen 240}

Grificamente tenemos:
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w3

(1,0)

2
w3

Figura 6 : R(3)

Concluimos esta seccién, en primer lugar observando que R(n) divide en n partes iguales al circulo
unitario, y para identificar estas raices de ahora en adelante haremos la siguiente definicion.

Definicién 3.2.3. w, se llamard una raiz n-ésima primitiva de la unidad y wE se llamard una raiz
n-ésima de la unidad.

4. Aplicaciones

4.1. Solucién de la ecuacion z™ = u. Este caso lo solucionamos aplicando los resultados obtenidos en la
seccién anterior.

Ak z \"
(1) s =ue= =1 =1
u

z
(2) Si llamamos ¢ = 7_ entonces las soluciones de la ecuacién ¢" = 1 son dadas por R(n), asi que la
VU

solucién final debe ser del tipo, z; = Yu - wfl, para k=0,1,2,...,n— 1.
(3) Por otra parte, como u = |u|(cos a + i sen ) entonces

1
n

Vu = \u]%(cosoz—kisena)

= \u]% <cosg +z’seng>
n n

(4) Finalmente las soluciones son del tipo:

1 a a 2km . 2km
= ]u\n(cos——i-zsen—)- cos — — isen —
— 2k — 2k
= ]u\% [cosu—i—isenu] k=0,1,2,...,n—1
n

Ejemplo 4.1.1. Si 23 = 1+ i determinamos en primer lugar, la forma polar del complejo 1 +1i. Es decir

. . . \/icosa =
+1i =1+ i|(cos o + isen ) 2 sena

1 . .7
1 4Ty
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Por tanto
1+:i= \/5((:08z +isenz)
4 4
Luego aplicando (4) a la ecuacion z> = 1+ i tenemos que las soluciones son del tipo

45 — 2k 45 — 2k
zk:2% <cosu+isenu> k=0,1,2

3 3
Es decir,
20 = 2%(005 15 + isen 15)
1
z1 = 26(cos315 —isen315)
2 = 26(cos675 — isen675)

4.2. La Matriz de Fourier. Dada la periodicidad de w,, es decir una raiz primitiva n-ésima de la unidad
satisface las propiedades:

(1) wp=1

rn+t
n

t t

(2) Sis€Zys>ncomos=rn+t,cont<n entonces w) =w =w W =w

Podemos construir una matriz de orden n sobre C.

Definicién 4.2.1. Llamaremos matriz de Fourier de orden n a la matriz, F,, = (w,)"/ € Mc(n); tal que
0<i<n—-1)(0<j<n-1)

Es decir,

w00 Wl w02 o wg-(n—l) 1 1 1 . 1

WEO Wkt ek e e N
Fn = =

W0 W w2 Y 1w w2 Y

wgn_n-o wgn—l)-l wgn—l)Q wﬁln—l)-(n—l) 1 wr(zn_l)'l wy(L"_l)Q w,([‘_l)'("_l)
Ejemplo 4.2.2.

_— Lo LS
(i) Fp= (@) Fs=| 1 ws w? (iii) Fy =

1 -1 3 1 -1 1 -1

Lows ws 1 i -1 —i

Observacion 4.2.3. Si consideramos la ecuacion Fy, - X = X, donde

o) o)
I ~ Z/E\l
T(n—1) T(n-1)

Datos Transformados
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Entonces de acuerdo al producto de matrices y a la igualdad de matrices tenemos que cada dato
transformado se calcula de la forma:

n—1
B o= Y awh  (k=0,1,2,...,n—1)
s=0

Para n = 2 tenemos

I
8
3
T
—_
~—
=
S
—~
ol
I
=
—_
~

n=0
= zo(=1)" 4z (-1 (k=0,1)
(2
Ty = xo9+ a1
T = xo—x1

Es decir,

(o) (2)-(2)-(253)

Para n = 22 tenemos para (k= 0,1,2,3) que

221

Tp = E Tpwhkn
n=0
k-3

= xowfo + xlwfl + xgwij + 3wy

k 2k k
Ty + T1wy + Trowy + xgwi’

= 20+ 11wh + 22(wh)? + 23(wh)?

2T . 27 L S e L,
Ahora como wy = | cos — —isen — | entonces tenemos la siguiente util formula de reduccion

4 4
w2 = cosz—ﬂ—isenz—ﬂ i
47 4 4
_ 2.2 . 221
= cos 1 isen 1

2T 2T
= COS — — i sen —
2 2

g w2
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Ast que reordenamos la expresion de Ty, para posteriormente aplicar la férmula,

Ty = xo+ x1w4 + 352(w4) + z3(w )k
o + x1w4 + $2(w4) + xg(wzam)k

= ZE0+$1W4 +5E2(W4) +$3(W4)kwf

zo + z1wh + zowh + z3(w)Fwk
Ty + Towh + (21 + 3wh)wh
= zo+ zo(—D)* + (z1 + 23(—=1)F)¥  (recordar que wy = (—1))

Para cada k= 0,1,2,3 obtenemos

Zo = (xo+x2)+ (21 + 3) To = (xo+x2)+ (x1+ 23)
1 = (xo—x2)+ (x1 — x3)ws 1 = (vo—m2)+ (x1 —x3)ws
~ 2 < ~

To = (xo+ x2)+ (x1 + z3)wy Ty = (zo+x2)— (z1+23)
T3 = (z0—x2) + (21 — 23)w} T3 = (xg—x2)— (x1 — z3)ws

Luego, tenemos para calcular la transformada de orden 4, el siguiente algoritmo.
221

E xnw E xgnw2 +w4E x2n+1w2

Podemos esquematizar para n = 2 este procedz'mz’ento como sigue:

x0><x0
x1 z1
Paran =4
Etapa de Aplicacion de Aplicacion de
Permutacion Fy Fs alterada

xo xo xo + T2 / Zo
1 2 o — 1’2: : : 1
€2 T T1+ x3 To
w\
T3 T3 1 — I3 T

w4 3
Datos Datos
Originales transformados
Finalmente, si n = 2° obtenemos la férmula de reduccion:'
252 252
-~ kn k kn
T = E TopWos—1 + Was E Toan41Wos—1

ITodo lo anterior es descrito por el famoso y popular ” Algoritmo de Cooley - Tukey ”
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5. Ejercicios Propuestos

(1) Resuelva las siguientes ecuaciones:

(i) 2> -27=0
(i) 2°+32=0
(iii) 26 —i=0
(iv) 2 —-1=0
(2) Si definimos €' = cosz + isenz, (férmula de Euler) entonces:
(i) Demuestre que
eim + e—im eim _ e—im
cos T = s A senr = T
(ii) Demuestre que
1
2 2
. = —Z—cosdy+ =
cos”y - sen” y 8COS y—|-8

(iii) Demuestre que
244 = \/geiarctan(%)
(3) Si z € Cy r € R entonces demuestre que:

T—7
z =
1+ 2ir

(4) Demuestre que

V3 1 . T m\ion ,
(74—52 (-1 —iV3) <COSg+zseng> = =2

(5) Siz; =a—a*y zy = a® — a® entonces demuestre que
=1 = ai+ai=-5
(6) Demuestre que
(1 —e® tan &
i . = tan=
1+e® 2
(7) Calcule
1+itana
1 —-dtana

(8) Determine el conjunto
S={zeC|z=7%
(9) Siz e C— {0} demuestre que

1
z+;€R = Im(z)=0 V |[z|=1

(10) Si z € C—{0} y =z # +i entonces demuestre que
z
1+ 22

(11) Demuestre que las raices ctbicas de la unidad son los vertices de un tridngulo equilétero.

z-z=1 eR
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(12) Demuestre que

z 22 223

{1
2eRMN -} = 5ty At

=-2

(13) Siz=n!+i(n—1)! y w =n+ i entonces demuestre que ‘i‘ =(n—1)!
w

1
(14) Si z = cos @ + isen 6 entonces demuestre que 2" + — = 2cosnf
z

(15) Demuestre que (/3 — i)™ = 2" [cos % — isen %}
. 1—1 .
(16) Siz=¢ Ve Determine Re(z) e Im(z)
i
(17) Si @y, + iy, = (2 - 22\/§>n entonces demuestre que 110 + AL
rg Y8

(18) Si x,, + iy, = (v/3 + )" entonces demuestre que x,, + 2z, 1 =0

1+4\"
(19) Si zy, + iy, = <i> entonces demuestre que T,Yp—1 — Tn_1Yn = —%\/5

V2

(20) Determine el conjunto

1 2
S = {(m,y)eRz\ - :1+z'}

T4y x—1y

pra . [p—a
\/2—1-1\/2]

(22) Sip(z) = 2% + 225 + 22* + 223 + 222 + 22 + 1 € C[2]. Determine el conjunto

(21) si p = |a + bi| entonces demuestre que

va+b = =+

S = {ueClpu) =0}
Ayuda: Observe que p(—1) =0

(23) Descomponga en fracciones parciales

() = 3r+1

T e

(24) Para el sistema lineal
(1+i)z — o= 24i|
24z + 2—)w = 2

Determine el conjunto

S = {(z,w) € C*| () tiene solucién}
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6. Situaciones de Desempeno: Nimeros Complejos

El objetivo de esta seccién es presentar al Estudiante ”Situaciones Problematicas” que

le permitan:

Estimular la comprension de lectura en problemas matematicos.
Clasificar después de leer el problema, entre informacién y resultado pedido.

Estimular el uso de una sintaxis adecuada en la resolucién de problemas que envuelven conceptos
matematicos.

Aprender a generar un algoritmo eficaz (ojald eficiente), para responder al problema planteado.

Verificar el estado de aprendizaje de los contenidos especificamente relacionados con las propiedades
bésicas que debe conocer, y ”en lo posible haber aprehendido” de los tépicos analizados.

. Algunas sugerencias para enfrentar las situaciones problematicas son las siguientes:

Lea cuidadosamente el problema.

Reconozca lo que es informacién (dato), de lo que es "incognita”, o lo que a usted se le consulta.
Trate de entender en la forma maés clara para usted, lo que se le pide, en particular si puede usar
”sinénimos matematicos”, que le permitan facilitar su respuesta, cuanto mejor!!! Este acto nunca esta

de mas.

Analice sus datos extrayendo la informacién que corresponde, orientado por su entendimiento de lo que
debe probar.

. Situaciones de Desempeno Propuestas:

Siz= 7(—1 — i) entonces demuestre que Im(z1%) =0
144)"
Siz= %, para n € N. Determine Re(z) e Im(z).

Determine el conjunto S = {z € C | z* + 8 = 0}

Si w € Ctal quew® =i A Re(w) < 0 entonces calcule |w — i
Si Va + bi = +(a +iB). Determine /—a — bi

Dado (n € N) tal que n > 1. Demuestre que:

(a) wk = w, para cada (k € N)

n
(b) Demuestre que Zw; =1
i=0
Demuestre que

22" — 2" cosna = —1 = [(2" = cosna +isenna) V (2" = cosna—i sen na)l
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(8) Demuestre que
(cosa+isen a)" = cosna+ isenna (Vn;n € N)

2

(9) Sizi =a—a*yzy=0a®—a®y a#1 entonces demuestre que

=1 = ai+ai=-5
(10) Si « es una raiz cibica de la unidad, o # 1 pruebe que
1-a)1-a®H1-aH1-a®) = 9
(11) Demuestre que (1 +w?)? +1=0

(12) Si 2 =1+ wf + w3" entonces demuestre que
(a) n divisible por 3 =z =3
(b) n no divisible por 3 = z =0

(13) Si consideramos la ecuacién Fg - X = X , donde

Zo Zo
I ~ fl
X = ) A X = .
) (1)
———— —_—
Datos Transformados
entonces para cada (k=0,1,2,...,7) se tiene que:

3 3
= k k k
T = Y wonwi" +wf Y Ton1wf”
n=0 n=0
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7. Solucién de Situaciones de Desempeno: Niimeros Complejos

(1) Si zzﬁ

(—1 —4) entonces demuestre que Im(z'%) =0
Solucién

La técnica serd usar la representacion en la forma polar del complejo z <<con la tnica intencién de
usar la formula de Demoivre>> entonces con esto en mente procedemos,

z = 7(—1 —1i) = 2z = (cos(bm/4) + isen(5m/4)) (Forma polar de z)
—  2'0 = (cos(5m/4) + isen(57/4))*°
— 219 = cos (207) + i sen (207) (Férmula de De Moivre)
—  2!0 = cos(0) + isen(0)
— 20 =144i.0

entonces I'm(z1%) =0
(144)"
(1 —4)n=2’

Procedemos directamente buscando la forma binomial del complejo, para leer su parte real e imaginaria.

(2) Siz= para n € N. Determine Re(z) e Im(z).

(4
(1 —d)n2
(I+4)"

1 )
= 2—n(1+z)2"(1 i)?
1 T T\ 2n T . T\ 2
= Z_n <\/§|:COSZ+ZSGD Z]) (\/i[COSZ—ZSGH Z])
5 27T+, 2r\" o . o
= cos — + 17 sen — Ccos — — 1 sen —
4 4 4 4
T T\ "™ T T
= 2 (cosE—l—isen 5) <COS§—isen 5)
= 24" (=)
= —24"t!

Luego, tenemos dos casos: n =2k +1Vn =2k

n=2%k+1 = z=-20)*72=—20%0)%=-2(-Dk-1)
— Re(z) =2(-1)* e Im(z)=0
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n=2k = z=-20)*"=-2)01)=-2(-1kG4)
— Re(2)=0 e Im(z)=2(-1)F"

(3) Determine el conjunto S = {z € C | z% + 8i = 0}
Etapa 1. Determinamos los elementos de S
2€S < 2e€CAZ'+8 =0

— zeCAZ'=-8 (¥

Etapa 2. Para determinar los elementos de S debemos resolver la ecuacién 2" = u

2k 2k
2, = ]u\% (cosu +z’senu> k=0,1,2,...,n—1
n n
Partimos determinando la forma polar del complejo —8i.
—8i = 8(cos(—m/2) +isen(—7/2))

Y reemplazando en nuestra férmula obtenemos que,

ST 4ok 4ok
2= V8- <cos <#> + 1 sen <#>> ke€{0,1,2,3}

De donde las soluciones de la ecuacion dada son:

0 = V8. (COS (—g) + i sen (—g))
21 = V8- (cos (3§> + i sen (35))
z9 = V8- <cos <7§> + i sen <7§))
z3 = V38 <cos (11%) + i sen <11%>>

Asi S = {207 R1, %2 253}
(4) Si w € Ctal quew® =i A Re(w) < 0 entonces calcule |w — i

En efecto

3

(a) Como w” =i entonces w es raiz cubica de ¢ entonces

3. T T
w” =1 = Cos — +1 sen
2 2

(b) Las soluciones de esa ecuacién ctibica son de la forma,

5+ 2k T+ 2k
Wy, = oS <2T7T> + isen <2T7T> , ke{0,1,2}
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Es decir,
(5) +isen(5)
= — 30 —
wo cos { ise 5

wr = oos () wisen (7F)
wr = oos () isen ()

(c¢) Finalmente como, para k = 0, Re(w) > 0 y para k = 2, Re(w) = 0 entonces

V3

w—if =] +5-i=1
(5) SiVa+bi ==*(a+1i3). Determine v/ —a — bi

Este es un calculo directo, buscando como aplicar la tinica hipdtesis que existe, es decir,

Voa—bi = /(=1)(a+ bi)
= V(=1 V(a+bi)

= i (£(a+if))
= =+(ia+i*p)
= =£(ia — P)
= (=18 —ia)
F(B —ia)
(6) Dado (n € N) tal que n > 1. Demuestre que:
(a) wf = w, para cada (k € N)
Solucién
wh = |(cos 2 i 2 '
kn 2kn 2k
k-2m . k-2m
= cos — i se
2k 2k
2r 2
= cos— —1isen —
n n
= wn
n .
(b) Demuestre que sz =
=0
En efecto
. 2r . 2 2mn 2mn
(i) wy =1, pues w,, = cos — + isen—y entonces w,’ = cos — + isen = 1

w 1
(i) g =T+wn+wp+otwp™ = Ttwptwy - wp =0
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Asi que

3

wh=1 = 14w, +wi+ - +w " +wl =uwl =1
=0 0
(7) Demuestre que
22— 22" cosna = —1 = [(2" = cosna +isenna) V (2" =cosna —i sen na)l

Solucion

2 22" cosna+1=0 <= (") —22"cosna+1=0

n_ 2cosnod V/(2cosna)? —4
2

n _ 2cosnat Vdcos?no —4
B 2

n_ 2cosnord VA4(cos?na — 1)
2

_ 2cosna £ \/4(—1)(1 — cos? na)
B 2

2cosna £ 2¢ sen na
— z = 2

— 2z =cosna ki senna

— [" =cosna+isenna] V [z" = cosna—isen na

(8) Demuestre que
(cosa+isen )" = cosna+ isenna (Vn;n € N)
Solucién: (Usaremos la técnica de Induccién Matematica)

Si n = 2 entonces

(cosa +isen a)> = cos®a+2icosa sen a — sen’a

= cos?a — sen’a + 2icosa sen «

= cos2a + 1 sen 2«

Ahora si suponemos que (cosa + i sen a)¥ = (cos a + i sen o)™ entonces



(cosar + i sen )l =

Asi que
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(cos o 4 i sen a)*(cos a + i sen a)

(cos ka + i sen ka)(cos o + i sen «)

cos ko cos o + i(cos ko sen a4+ sen kacos o) — sen ka sen «

cos kacosa — sen ko sen a+ i(cos ka sen v + sen ka cos )

cos(ka + o) 4 isen (ko + «)
cos(k + 1)a +isen (k + 1)a)

(cosa+ 1 sen a) = cosna+ i sen na

9) Sizi;=a—-atyzy=0a%—-a?

y a # 1 entonces demuestre que

=1 = x%—kx%:—S

Etapa 1. Reemplazamos directamente los valores de x1 y x2 y obtenemos,

2 2
$1+$2

= (a—a*)?+(a®—ad)?

= 222+ +a*—20°+af

= -2+ 4+t -2+«

= d4a+a®+a®+at (*)

Etapa 2. Aplicando nuestra informacién tenemos que

51
o2 —14+a+a®+add
a—1
e —1=0
entonces

—l—a4

l4a+?+l4+at=0<=a+a’+a2+a*=-1

Finalmente sustituyendo en (x

) obtenemos el resultado

2?4 ai=—5

(10) Si « es una raiz cubica de la unidad, o # 1 pruebe que

1-a)1-a®)(1—-aH(1—-a®) = 9

En efecto

(1—a)(1-abH1-ah(

Observamos ademdés que como

—a’) = (1-a)(1-a)(1-a)l-a?
= (1-a)’(1-a??
= (1-2a+a®)(1-a%? (¥

= l+a+a?

(Pues, a® = 1)
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Entonces
B=1l=l4+a+a’=0=0o’=-1-a
Asi que sustituyendo en (%) tenemos que
1-a)(1-aH1-aYH1-0a") = 1-2a—-1—-a)(1l+1+a)?
(—30)(2 + @)?
= (=3a)(4+4a + a?)
(=3a)(3+1+3a+a+a?)
(

(
(
(
(

11) Demuestre que (1 +w2)? +1=0
3
Solucion

Directamente calculamos (1 + w3)? + 1.

(1+wd)?+1 = 1+43wi+3w;+wi+1
= 143wl +3w3+1+1
= 3(1+ w3 +ws)
= 3.0

0

(12) Si z =1+ wf + w3" entonces demuestre que

(a) n divisible por 3 = 2z =3
Solucién

Si n divisible por 3 entonces n = 3k, para algin k € N entonces sustituyendo en z tenemos que
z = 14+wik 4 Wi
= 1+ (@3)* + (@3)*
= 14+1+4+1+1
= 3
(b) m no divisible por 3 =z =10
Solucion

Si n no es divisible por 3 entonces n = 3k + 1 o n = 3k + 2 para algin k € N entonces sutituyendo
en 2z tenemos que

s = 1 +W§k+1 +wgk+2
2
=1 + w3 + (Ug

=0
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O bien,
s o= 14 wgk+2 n wgk+4
=1 + w§ + w3

(13) Si consideramos la ecuacién Fg - X = X, donde

o o
T

L) L(7)
N—_—— ———

Datos Transformados

entonces para cada (k =0,1,2,...,7) se tiene que:

3 3
=~ k k k
Tp = E xgnw4"+w8§ Ton41Wa "

En efecto

Si n = 23 tenemos para (k = 0,1,2,...,7) por definicién que
231

T = g xnwlgn
n=0
Tk

= xowg + xlw'§ + xgwgk + xgwg’k + x4w§k + x5w§k + xﬁwgk + Trwg

2k 3k, k
4

w§ + xﬁwi’k + Trwy wg

k 2k k k k, k 2k, k k, k
Ty + Towy + Tawy + :Eﬁwi’ + T1wg + T3wiwg + Tswy wg + :E7wi’ wg

= 20+ xgwff + mwik + xﬁwi’k + (z1 + xgwff + x5wzk + mwi{k)w'g

3 3

k k k

= E xznw4"+w8§ Topy1wWy
n=0 n=0

= :Eowg + :Elwlg + xgw{f + :ngffwlg + $4w§k + xs5Ww
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