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[1] Si consideramos el subespacio W = {(z,y,t,2) € R* | 92 — 3x — 3y = 0} entonces usando el producto interno usual de
R* determine:

[a] Pw, la proyeccién ortogonal de R* en W
Solucion

En primer lugar, determinamos una base de W.

ueWw u=(z,y,t,2) ER* A 92 -3z -3y =0
u=(z,y,t,2) ER* AN x+y—32=0
u=(z,y,t,2) ER* N y=3z—x
u=(z,3z —x,t,2)
u=xz(1,-1,0,0) 4+ 2(0,3,0,1) + ¢(0,0,1,0)

,1),(0,0,1,0)}). Asi que dimg(W) < 3, por tanto debemos verificar que o =
es una base de W, y para ello sélo falta ver que es linealmente independiente.

1Tt

Luego, W = ({(1,-1,0,0), (0,3,
{(1,-1,0,0),(0,3,0,1),(0,0,1,0)
Es decir, debemos mostrar que

- O

a1(1,-1,0,0) + a2(0,3,0,1) 4+ a3(0,0,1,0) = (0,0,0,0) = a1 = as = a3 = 0 entonces

a1(1,-1,0,0) + a2(0,3,0,1) + a3(0,0,1,0) = (0,0,0,0) = (a1, 3a2 — a1, as,az) = (0,0,0,0)
— a1 =az =az = 0

Por tanto a es una base de W.

A seguir verificamos si « es un base ortogonal, respecto del producto interno usual.

<(177170a0)7(0a071a0)> =0
<(177170a0)7(0a370a1)> = -3
((0,3,0,1),(0,0,1,0)) = 0

Luego, a no es una base ortogonal, asi que la ortogonalizamos via G-S.

v, = (1,-1,0,0)
vy, = (0,0,1,0)
0,3,0,1),(0,0,1,0)) ((0,3,0,1), (1,—1,0,0))
/ — O 3 O 1 _ <( ? ) ? ) ? ) ? 0 O 1 O _ ) ) 1 _1 070
3 (7 Y ) <(0a071a0)7(0a071a0)>(, o ) <(17717 a0)7(1a71a070)>(, ’ )

3
(073a07 1) + 5(1a 71a070)

33
=201
<2’2’07 >

Luego formamos la base ortogonal o/ = {(1,-1,0,0), (0,0,1,0),(3,3,0,2)}.
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Finalmente procedemos a calcular la proyeccién ortogonal de R* sobre W. Es decir Py : R* — W tal que
(a,b,c,d) € R* — Py (a,b,c,d) € W

P’Uj(a7 b’c7 d) =

a, bv ¢, d)a (17 *17 Oa 0)>

<(a" b? C’ d)’ (07 0’ 17 0)>

_ |

5_15070)5 (17 _17050)>

(1,-1,0,0) +

<(0,0,1,0),(0,071,0)>(0a071,0)—%

(3’ 37 0’ 2)

3a+ 3b+2d

) (1,-1,0,0) + ¢(0,0,1,0) + (T) (3,3,0,2)

22 T2 22 ’ 11

9a+9b+6d b—a  9a+9b+6d 3a+3b+2d
+ + ,C

22 ’ 22 T 11 )

20a — 2b+ 6d 20b — 2a + 6d . 3a+3b+2d)
’ 22 T 11

- (11a11b+9a+9b+6d 11b — 11a + 9a + 9b + 6d . 3a+ 3b+2d

)C7

106 — b+ 3d 100 —a+ 3d 3a+3b+2d>

’ 11 11

Para nuestra tranquilidad, podemos comprobar la validez de nuestro trabajo, usando las propiedades conocidas.

P’w(]—v*]—voao) - (

10+1 —10—103—3
1’ 11 771

) =(1,-1,0,0) 0k

[b] d((z,y,z,t), W), la distancia de un vector de R* al subespacio W

Solucion
Sabemos que d((x,y, z,t), W) = ||(z,y, 2,t) — Py (z,y, 2,t)||. Asi que en consecuencia hacemos los célculos
10z —y+3t 10y —x+3t 3x+3y+2t
t*Pwvaat avvtf ’ )~
o 500) = Putez0ll = |ty (2572 RARP AL
11z — 10z +y — 3t 11y—10y+x—3t011t—3x—3y—2t
11 ’ 11 T 11
r4+y—3t y+x—3t 0 9t — 3z — 3y
11 ’ 11 I 11
r+y—3t y+x—3t 0 —3(x+y—3t)
11 ’ 11 I 11

Luego,

d((z,y, 2,t), W)

<[m+f1— 3t]2+ [y+f1— 3t]2+ [—3(x—;134—3t)r>
({:chi/l?)trJr {y+i¢13t]2+9 {(eri/l 3t)]2>

2
1 z+y—3t
11

Podemos como antes, en base a nuestras propiedades, comprobar nuestro resultado:

d((1,-1,0,0),W) = 11[

1-1-0]°
T] =0 (ok)



[c] W+, el complemento ortogonal de W
Solucién

Sabemos que en concordancia con nuestros resultados que para determinar W+ basta anular a los elementos de una
base de W. Asi que procedemos en conformidad.

weEWr — uweR*A(u,(1,-1,0,0)) =0A (u,(0,0,1,0)) = 0 A (u,(3,3,0,2)) =0
= u=(v,y,21t) A {(x,y,2,t),(1,-1,0,0)) = 0 A {(x,y, 2,t),(0,0,1,0)) = 0A ((x,y, 2,t),(3,3,0,2)) =0
= u=(r,y,2,t) N\e—y=0A2=0A3x+3y+2t=0
— u=(z,y,z,t) N\e=yAz=0At=—-3x
— u=(x,z,0,—32)
— wu=2x(1,1,0,-3)
Por tanto,

Wt = ((1,1,0,-3))
Y verificamos directamente que 3 = {(1,—1,0,0), (0,0, 1,0), (3,3,0,2), (1,1,0, —3)} es una base ortogonal de R*

[2] SiT : Ry[x]) — R3 tal que T'(ap+aiz+azr?) = (ap+a1—asz, ag—ay, a; —az) entonces demuestre que T es un isomorfismo
Solucién
[a] Por demostrar que T € Lg (R[], R?)

En primer lugar, si p(z) € Ra[x] ¥ ¢(x) € Ra[z] entonces mostramos que T'(p(z) + q(z)) = T'(p(x)) + T(q(z))

(r) € Rolx] & p(z) = ap + ar1x + aza® 2
f])(x) eRz] & g(m) _ b(?Jr biz + boz? } = p(z) + q(v) = (ap + bo) + (a1 + b1)z + (az + b2)x
Asi que
T(p(z) +q(x)) = T((ao+bo) + (a1 + br)x + (az + by)z?)

= ((ap 4+ bo) + (a1 + b1) — (a2 + b2), (ap + by) — (a1 + b1), (a1 + b1) — (a2 + b2))
= (ag+bo+ay+by —az —bz,a0+by —ay —bi,a1 + by —az — ba)

= (ag+ a1 —ag,a0 — ay, a1 — az) + (bo + by — bz, bo — b1,b1 — b2)

= T(ag+ a1z + azx®) + T (bg + byx + byx?)

= T(p(x)) +T(q(x))

En segundo lugar, si p(x) € Rafz] y A € R entonces mostramos que T'(Ap(x)) = AT (p(z)).
En efecto

T(\p(z)) = T\ ao+ a1z + azz?)

= T((Map + Aaiz + \azx?)

= (Aag + Aa1 — Aag, Aag — Aaq, Aag — Aaz)
(Mag + a1 — az), Mag — a1), A(a1 — a2))
Mao + a1 — ag, a0 — a1, a1 — az)
T (ag + a1z + azz?)
= AT (p(x))

Luego, T € Lg(Ry[z], R3)



[b] Ahora, sabemos que T € Lg(Rz[z], R?) serd un isomorfismo si es una funcién inyectiva y sobreyectiva, pero como la
dimensién de Ry[z] y R? es 3 entonces como consecuencia del teorema de la dimensién tenemos que 7" ser inyectiva
es equivalente a T ser sobreyectiva.!!!

Ademas como T € Lg(Rz[x], R?) entonces ser inyectiva es equivalente a que su nticleo (ker), sea el subespacio nulo,
e.e. ker(T) = {Og, [z }-!!
Entonces estudiemos ker(T').

p(z) € ker(T) p(z) € Ra[z] AT (p(z)) = Ogs
p(x) = ag + a1z + aza® € Ry[z] A T(ap + a1z + azz”) = (0,0,0)
p(x) = ag + a1z + azx? € Raofx] A (ap + a1 — az,ap — a1, a1 — az) = (0,0,0)
ap+a—ax = 0
p(z) = ag + a1x + asx® € Ry[z] A ap — ay = 0
a; — ag = 0

p(z) = ap + a1z + aza® €ERs[z]Aag=a1 =az A ag+ag—ag=0
p(z) = ag + a1x + azx® € Ro[z] Aag = a;

p(z) = 0+ 0z + 02

p(z) € {0+ 0z + 0z}

a2:O

rery 1 117

Luego, ker(T) = {Og,[4} y T es inyectiva y por tanto sobreyectiva y es un isomorfismo.
Tenemos una demostracion alternativa, que es la siguiente:

Como T € Lg(Rz[x], R3) entonces es posible representar 7' en forma matricial, como sigue.

115 = (TWls T@)es  [T(@?)]em) € Mz(3) (1)

En general tenemos por definicién de T que

T(a0~1+a1~:c+a2~:c2) = (ap+ a1 —az, a0 —ar,a1 — ag)
= (ap+ a1 —a2)(1,0,0) + (ap — a1)(0,1,0) + (a1 — a2)(0,0,1)

Luego,

(ao + a1 — as)
[T(ao “1l4+a1-z+as- IQ)]pOl(Q) = an — alg (2)

Asi que, aplicando (2) obtenemos que

(1+0-0) 1
[T(porzy = [TA-140-240-2°)]ue) = (1-0) =( 0
(0—0) 0
0+1-0) 1
T(alyy = MO 1+12+0-2)ue=| ©0-1) |=[ -1 (3)
(1-0) 1
(0+0-1) -1
[T@*)] ey = 10140 2 +12%)]p02) = (0-0) = 0
(0—1) -1

Aplicando (3) en (1) obtenemos que



5

c(3)

Finalmente, usando esta técnica T serd un isomorfismo si y sélo si det([T] )) # 0. Asf que calculamos el determinante

pol(2
a (4).
1 1 -1 1 1 -1
det{ 1 -1 0 = det[{ 0 =2 1 | =1+#0
0 1 -1 0 1 -1
Asi que T es un isomorfismo
1 1 1
[3] Sea a = o], 1,1 una base de Mg (3 x 1). Determine, si es posible, T' € Lg(Mg(3 x 1) tal que
0 0 1
1 -1 0
e = -1 3 2
0 2 =2
Solucién
1 -1 0
[a] Debemos determinar T° € Lg(Mg(3 x 1) tal que [T]2 = | —1 3 2 |, en particular debemos determinar
0 2 =2
x x
T| v |,paracada [ y | € Mg(3 x1).
z z
[b] Ahora, gestionamos la informacién:
1 -1 0
[ij Sabemos que [T]%=| -1 3 2
0 2 -2
1 1 1
[ii] Pero, por definicién [T12= | |T| O T| 1 T| 1 € Mg(3)
0 0 1
« « «

[iii] Asf que, juntando la informacién de los itemes anteriores obtenemos que

1 1 1 1 -1 0
T 0 T 1 T 1 = [ -1 3 =2
0 . 0 . 1 . 0 2 -2

De donde sigue que

1 1 1 1 1 0
T| 0 = -1 — T| 0 |=1 0 | +(=1) 1 J+0-({ 1 |=[ -1
i 0/, 0 0 0 0 1 0
I 1\ - 1 1 1 1 4
T| 1 = 3 — T| 1 ]=(1 0 |+3 1 |+2-| 1 ]=|5
i 0/1, 0 0 0 1

I 1\] 0 1 1 1 1 0
T| 1 = 2 — T| 1 ]=0 0 |+2-( 1 | +(-2 1 | = 0
| IR -2 1 0 0 1 -2

[iv] Ademds como « es base entonces tiene solucién unica la ecuacién

x 1 1 1
Y = m 0 + as 1 + as 1
z 0 0 1



e.e. tiene solucion unica el sistema

ay+ax+a3 =
as + as = Yl=a3=zANa=y—2z ANag=x—Yy
as = =z
Entonces
x 1 1 1
y = -y 0 |+@w—2)| 1 |4+2z| 1 | =
z 0 0 1
x 1 1 1
T vy = (x—-y)T| 0 |+w—2)T 1 |+=zT"| 1 | =
z 0 1
x 0 4 0
T vy = (z—y | -1 |+y—2| 5 |+= 0 | =
z 0 2 -2
z 4y — 4z
T| vy = 6y —x — 52
z 2y — 4z
Podemos finalmente verificar que:
1 4-0-4-0 0
T| 0O = 6-0-1-5-0 | =] -1
0 2:0—-4-0 0
1 4-1-4-0 4
T 1 = 6-1-1-5-0 | = 5
0 2-1-4-0 2
1 4-1-4-1 0
T 1 = 6-1-1-5-1 | = 0
1 2-1-4-1 -2

[4] Determine (si es posible) T' € Lr(Rz[z]) tal que verifique simultdneamente las condiciones:
[a] (Rafz])o = ({1 —=})

[b] (Ra[z])1 = ({1 +z,2°, 1+ +2°})

Solucién

[a] Debemos determinar, si es posible, T' € Lg(Rz[z]), sujeta a las condiciones de encima. e.e debemos determinar
T(p(x)) para p(z) € Ro[z]

[b] Gestionando la informacién tenemos que

[ij Por definicién
1—z€ Ryfr))g <= (1 —2) €Ry[x] AT(1—2) =0(1 —z) = 0+ 0z + 02°

[ii] Como 1+ 2+ 2% =1-(1+x)+ 22 entonces {1+ x,2% 1 + 2 + 22} es un conjunto linealmente dependiente y
por tanto tenemos por ejemplo que:

(Raf])r = ({1 + 2, 2°})



Ademas
1+2x¢€ (Rg[I])l
I2 S (Rg [I])l

— (Q+z)eR2]ATAl+2)=1-1—-2)=1+=x
— 2 eRr]AT(2?) =1 22 =2?

iii] Si o= {1—a,1+ 2,2} genera Ry[z] entonces es una base de R[z] ya que dimg(Rz[z]) = 3
Sea p(z) = ap + a17 + azx? entonces

ap + a1x + aga® = cl(l—x)+02(1+x)+03x2 = (a1 +02)+(02—01)x+03x2
Luego,
c1te = a
fciicz = a? zc?,:ag/\cQ:aO;al/\cl:aO;al
c3 = as
Por tanto
ap + a1z + agr® = aogal(l—Jc)—|—M(1—|—Jc)—|—ag:v2 (5)

Finalmente, construimos 7" usando (5)

apg — ax
2

&QGIO + ) + agz’

(ao;r(h) N <a042ra1> 4 ane?

ag + ay

T(ao + a1z + ang) T(14x)+ asTx?

T(1—x)+

Si comprobamos tenemos que:
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