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[1] Siw = cos 3 + isen 3 entonces

[a] Demuestre que (a =b)V (a=c)V(b=c)V(a=b=c)= (a+bw+cw?)?=(a+bw+cw?)3
Solucién

Etapa 1. Debemos verificar que

(a=b)Va=c)Vb=c)V(a=b=c)= (a+ba+ca®)’=(a+bw+cw?)3

Etapa 2. Gestién de la informacién

2 2
[ij Como w = cos ?ﬂ + isen?ﬂ- entonces w® =1y w # 1

[ii] En particular del punto anterior sigue que 1+ w + w? = 0, pues

0=w?-1=w-1(1+w+w?

[iii] Conforme al método de reduccién obtenido encima, w? = —1 — w tenemos que

at+batcal=a+batc(—1—a)=(a—c)+(b—c)

[iv] Luego, si aplicamos esos resultados obtenemos los casos:
Caso 1. Si a = b entonces

(a+ba+ca?)? ((a—c)+ (b—c)a)?

= ((a=o(1+a))

= ((a—c)3(—a?)? ( Reduccién)

= (c—a)PeR
Caso 2. Si a = c entonces

(a+ba+ca?)® = ((a—c)+(b-ca)=(b-ca)*=0b-c)®cR
Caso 3. Si b = c entonces
(a+ba+ca?)® = ((a—c)+(b-ca)=(a—c)?ecR
Caso 4. Si a = b = c entonces
(a+ba+ca?)® = (a—c)+(b—-ca)*=0€R

Luego, en todos los casos (a + b a + ¢ a?)? € R y entonces

(a+bw+cw?)=(a+bw+cw?)3

LCada problema vale 1.5 puntos
Tiempo 120’



[b] Demuestre que (2 + 2w + 5w?)% = 729
Solucién
Etapa 1. Debemos mostrar que (2 + 2w + 5w?)% = 729
Etapa 2. Gestion de la informacién

Aplicando ”reduccién” tenemos que

(242w +5w%)°8 = (24+2w+5(-1-w))® = (-3-3w)’ =(-3)5(1 + w)® = 729(~w?)® = 729(w?)* = 729

Alternativa
(2+2w+5w%)°% = (1+w+w?)+ (14 w+w?) + 3w =35w?)* =35 =729

[2] Dado el sistema de ecuaciones lineales

-1 + (14+Nz2 + 2—=XNzs + Iy = 3
A\rp  — T2 + (2 — )\)Ig + Ara = 2
Ar1  + ATo + (2 — )\)Ig + Ara = 2
Ar1  + ATo + (2 — )\)Ig - x4 = 2
Determine el siguiente conjunto
S = {AeR|(1) no tiene solucién}
Solucién
Etapa 1. Debemos determinar el conjunto S = {\ € R| (1) no tiene solucién}
Etapa 2. Gestion de la informacion
[a] El sistema lo lo escribimos en su notacién matricial
-1 1+X 2—X A €1 3
A -1 2=X A z2 | | 2
A A 2=X A z3 | | 2
A A 2=-X -1 T4 2
[b] Estudiamos la matriz ampliada asociada al sistema
-1 14+X 2=-X X | 3 lh ——hL 1 =142 x-=-2 -2 ] -3
A -1 2=-X X | 2 lo —=lo—1 A+1 —(A+2) 0 0 | -1
A A 2=X X | 2 ls —l3—Is 0 A+1 0 0 | 0
A A 2=X -1 | 2 ly —la—13 0 0 0 —(A\+1) | 0
En esta ultima matriz tenemos dos casos para considerar, uno cuando A = —1 y otro cuando A = —2.

Al hacer A = —1, la matriz queda

-1 0 -3 1 | -3

0 71 0 0 | 71 ] : .z
0 0 o0 0 | o [ TFauesiempre tienesolucion,
0 0 00| 0

Ahora si A = —2, la matriz queda:



1 -4 2 | -3
- 7(1) 8 8 } _01 Con el cual, también siempre hay solucién.
0 0 01 ] 0

1 —(1+X) A—2 A | -3 1 0 A—2 A
A1 —(A+2) 0 0 | -1 A1 —(A+2) 0 0 |
0 A+l 0 0| o |n 7hti 0 A+l 0 0 |
0 0 0 —(A+1) | o0 0 0 0 —(A+1) |

1 0 A—2 —-Xx | =3 1 0 A—2 —A
A1 —(A+2) 0 0 | -1 B 0 —(A+2) —(A+D(A=2) AA+1)
0 1 0 o | ok 7R-GFDL 1 0 0
0 0 0 1] 0 0 0 0 1
Si A = 2 entonces tenemos que

1 00 -2 | -3 100 -2 | -3

0 -4 0 6 | 8 lo —la+4l3 00 0 0 | 8

0 10 0 | 0 lo — 1y —6ly 01 0 0 | 0

0 00 1| o0 000 1| 0

Luego, para A = 2 el rango de la matriz de coeficientes es 3 y el de la matriz ampliada es 4, por tanto S = {2}

[3] Si definimos W = {p(z) = a¢ + a12 + asx? + azz® € Rs[z] | ao + 2a; — a2 = 0} entonces
[a] Muestre que W < Rs[z] y determine una base para W
Etapa 1. Debemos verificar que W < Rg[x]
Etapa 2. Gestién de la informacién
[i] En primer lugar, p(z) = 0 + 0z + 022 + 02® € Rg[z] A 0+2-0—0=0. Asi que W # ()

[ii] En Segundo lugar, buscamos un sistema de generadores para W.

p(x) €W <= p(x) =ap+ a1z + asx® + azz® € Ryx] A ag +2a; —az =0
— plx)=ap+ax+ asz? + asa® € Rs[z] A az = ag + 244
— p(x) = a0+ a1z + (ap + 2a1)2* + azz®; ap ERAa; € RAaz €R
— p() =ao(l+2%) +ai(x+22%) +azz®; ao €RANa; ERAaz €R
= p(z) € ({1+2% z+22°2%})
Asi que,

W = ({1+2%z+22%2%})

Es decir, a = {1 + 2%, + 222, 2%} es un sistema de generadores para W y W < R3[x]



[iii] Para que « sea una base basta que sea linealmente independiente, y para ello procedemos como sigue

ap(1 +:c2) +a(z+ 2:02) +asz® = Orylz) = ao+a1x+ (ao + 2a1)932 +asz® =0+ 0z + 022 + 023
- a0=a1=O/\(a0+2a1)=O/\a3=O
= ap=a1=a3=0

Por tanto, « es linealmente independiente y es una base para W

[b] Demuestre que
W+ W = {p(z) +q(z) | p(z) € WAqg(z) e W} CW

Solucion

Etapa 1. Debemos verificar que W + W C W
Etapa 2. gestion de la informacion

Debemos recordar que si W es un subespacio entonces, verifica en particular, que
p(z) € WAqg(r) e W= (p(z) + q(z)) € W (%)

Asi que

veEW+W << (Ipx);plx) € W)A (Jq(z);q(z) € W) tal que u = p(x) + q(z)
= u=p(x)+qx) €W ( Esto, sigue directamente de (x))
[4] Sea V un R espacio vectorial y o = {p1, p2, p3} una base de V. Si definimos 5 = {q1,¢2,93} C V tal que
qu=p1+p2 N G=p—p2—3p3 A g3=—p1+2p3 entonces
[a] Demuestre que S es una base de V
Solucién
Etapa 1. Debemos mostrar que 5 es una base de V
Etapa 2. Gestion de la informacién
[i] Como o = {p1,p2,ps} una base de V entonces dimg(V) = 3. Por tanto, para que /3 sea base de V, basta
mostrar que es un conjunto linealmente independiente 6 que es un sistema de generadores. Mostremos que (3,

es un sistema de generadores (Nos servird para responder la pregunta siguiente !!!)

Debemos entonces resolver para cada u € V, la ecuacién

u=ci1q1 + c2g2 + ¢3G3 (%)

[ii] Pero, como « es una base entonces existen escalares aq,as, ag tales que

u = aip1 + azps + asps ()

Pero, por definicién de 8 tenemos que (x) se escribe como:

u = ci1(p1+p2) +ca2(pr — p2 — 3p3) + c3(—p1 + 2p3)
= (c1+c2—c3)p1 + (c1 — c2)p2 + (—3c2 + 2¢3)p3



De la unicidad de la representacién de w en (**). sigue que debe verificarse simultdneamente que

c1+ca—c3 = ai 1 1 -1 C1 ai

c1 — Coy = a2 | 1 -1 0 co | = | as

—3ca+2c3 = asg 0 -3 2 C3 as
Escalonado la matriz ampliada asociada al sistema obtenemos que
1 1 -1 | & 1 0 0 | 2a—ax+as c1 2a1 — as + ag
1 -1 0 | a2 | =1 0 1 0 | 2a1—2a2+as = || = | 2a1 —2a2 + a3
0 -3 2 | as 0 0 1 | 3a1 — 3as + 2a3 Cc3 3a1 — 3as + 2as3
Asf que sustituyendo estos resultados en la representacién de u en (*) tenemos que:

u = (2a1 — a2+ a3)q + (2a1 — 2a2 + a3)g2 + (3a1 — 3az + 2a3)qs (% * %)

Por tanto, 8 genera V y entonces es una base.
[b] Determine [I]?
Solucién
Etapa 1. Debemos determinar la matriz cambio de base [I]7
Etapa 2. Gestién de la informacién
[i] Por definicién tenemos que
[1a = (pls [p2ls  [psls)

[ii] De (%% )y (xx), sigue que

201 —as +asg
[ulg = 2a1 — 2as + as < u = a1p1 + asps + asps
3a1 — 3as + 2as3

Luego, tenemos los casos:

2
pr=1-p14+0-p2+0-p3=[p1]g=| 2
3
-1
pe=0-p1+1-p2+0-ps=[p2lp=| —2
-3
1
p3=0-p1+0-po+1-p3=1[p3lpg=| 1
2
Luego

2 -1 1

me=12 -2 1

3 -3 2

[c] Sig=p1+ p2+ ps entonces determine [¢]g
Solucién
Etapa 1. debemos determinar [g]3

Etapa 2. Gestién de la informacién



1

[ Como g = p1 + p2 + p3 entonces [glo = | 1
1

[ii] Conforme a la filosoffa de la matriz cambio de base tenemos que

[ds = Ualda
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