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[1] Considerando la siguiente informacion:

e El conjunto S = {(Z Z) € Mgr(2) | b= c}

e La funcién f : S — Ry[z] tal que f (Z Z) =b+dz + ax?
e La funcién g : R? — Rp[z] tal que g(m,n) = m + (m + n)z — na?
entonces
[a] Demuestre que f es un isomorfismo de grupos
Solucién

En primer lugar debemos observar que

S

{<‘z Z) EMR(2)|bc}

= {(‘g Z) |a€R/\beR/\deR}

y por ende, (S, +) es un grupo abeliano, asi que tiene sentido preguntar si f es o no un isomorfismo de grupos.

En segundo lugar, mostramos que f es un homomorfismo. Si A € Sy B € S entonces debemos mostrar que

f(A+B) = f(A) + f(B).

Ahora si,
a b
AeS — A= (b d)
BeS «— A= (p q)
q T
entonces

(a+p) (b+9q)
f(A+B) = f((b+§) (d+?«))

= (b+q +(d+r)z+ (a+p)a’
= (b+dx +ax?) + (¢ + 7z + px?)

N
= f(A)+f(B)

En tercer lugar, mostramos que f es un homomorfismo inyectivo, a través de un estudio de su kernel.
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Acker(f) <= A€SA[f(A)=0p,pq
— A:(‘bl b)eS/\f(Z Z)=0+Ox+0x2
<— A:(Z Z)GS/\b—i-dx—i-aac =0+ 0z + 022
a b
= A= b d ESAb=d=a=0
0
= A(O )

Luego, ker(f) = {(8 8)} y [ es inyectiva.

En cuarto y dltimo lugar mostramos que f es sobreyectiva.

Para ello, dado que f es una funcién, es decir Img (f) C Ro[z], basta resolver la ecuacién f(X) =
polinomio p(r) = ag + a1z + asx? € Ryfx] dado. Lo que significa que Ry[x] C Img (f) entonces

U2
U2 U3

fX)=pla) = f (

<—— U2 +usTr + u1z2 =ag+ a1x + a2x2

> :a0+a1z+a2z2

<~ Uz =agNuz=a; \Nuy = a

Luego,

as Q
f 0 = ag + a1 + asx?
ag ay

Luego, Ro[z] C Img (f) v f es sobreyectiva y por ende un isomorfismo.
Determine f~!
Solucién
De (1), sigue que
-1 2y _ (G2 ao
f (ap + a1z + agz®) = (ao a1)

Calcule (f~10g)(3,2)

Soluciéon

-1

(fTlog)3,2) = (3,2))

(9
L3 4 5x — 22?)

(2)

p(x) para el



y—x
2] Si Ay p son ntimeros reales y h : R3 — Mg (3 x 1) es una funcién definida por h(z,y,z) = y—Ar |. Determine
w
z—x+u
los conjuntos:

[a] H={p € R | h es un homomorfismo de grupos}

Soluciéon

peH <= peR A hesun homomorfismo

0
— peR A K0,0,0) =0
0
0-0 0
= peRA|l 0-20 | =0
0—-0+p 0
0 0
= peRA|0]=10
I 0
= ueER Ap=0
Luego, H c {0}
y—x
Reciprocamente, p = 0 = h(z,y,2) = | y — Az | . Asi que para v1 = (x1,y1,21) ¥ v2 = (22, Y2, 22) tenemos que
z—x
h(vi +v2) = h(z1+ 22,91 + Y2, 21 + 22)

(y1 +y2) — (71 + 22)
= (Y1 +y2) — M1 + 22)
(21 + 22) — (x1 + x2)
Y1 — 1+ Y2 — T2

= Y1 — ATy + Y2 — A2
21 —T1+ 22 — X2

Y1 — 21 Y2 — T2
= y1— Ax1 | + | y2 — Az2)
21— X1 Z2 — X2

h(’Ul) + h(’Ug)
Asi que,
p=0 = h esun homomorfismo de grupos(VA;\ € R) = {0} C H

De donde sigue que,
H = {0}
[b] S={X €R|h es un homomorfismo inyectivo}
Solucién
e Sabemos del punto anterior que h es un homomorfismo de grupos si y sélosi u =0,y

e En particular h es un homomorfismo de grupos (VA; A € R)



Asi que,
AES <= AeR A hesun homomorfismo inyectivo
<— XeR A ker(h) =1{(0,0,0)}

Por tanto,

vEker(h) <= veERAAL) = O,

0
— v=(2,9,2) ER*Ah(x,y,2)= [0
0
Yy— 0
— v=(r,4,2) eR*A[y—2z]| ={0
z—x 0
y—zx = 0
= v=(2,9,2) ER*A y—Xz = 0
z—x = 0
— v=(1,9,2) ER*Aly=a0 Ay= Xz Az=x]
— v=(z,y,2) ER*ANz =)z
— v=(1,9,2) ERP?Az -z =0
= v=(r,y,2) ER*Az(1-N) =0
= v=(1,4,2) ER*Az=0V(1-)\) =0

Ahora de (2) sigue

A#1= z=0= ker(h) C {(0,0,0)}

Y como {(0,0,0,)} C ker(h) entonces A # 1 = ker(h) = (0,0,0,)

Finalmente,
S = R-{1}

[3] Silas funciones f: R3 — R? y g : R?® — R3 son homomorfismos de grupo. Demuestre que
[a] (go f) inyectiva = f inyectiva
Solucién
Como f es funcién entonces podemos usar una variante de la definiciéon de inyectividad, en el siguiente sentido.

Para u; € R? y up € R3

flur) = f(uz) = g(f(u1)) = g(f(u2))
= (9o f)(u1) = (go f)(u2)

= u; = Ug ( pues, (go f) es inyectiva)

Asi f es una funcion inyectiva.



Solucién Alternativa

Usando el hecho que f y g son homomorfismo, probamos que f es inyectiva mostrando que ker(f) = {(0,0,0)}. En
este caso procedemos como sigue:

u € ker(f) <— u€R3/\f(u)
— = (x,y,2 )€R3/\f(ac y,z) = (0,0,0)
= u=(x,y,2) €R*Ag(f(z,y,2)) = 9(0,0,0)
E = (z,y,2) €R*A(go f)(z,y,2)) = (0,0,0) (g es un homomorfismo)
= = (z,y,2) €ER* Au € ker(go f)
= = (z,y,2) €R*Au=(0,0,0) ( pues, (go f) es inyectiva)

Luego, ker(f) C {(0,0,0)} y como f es homomorfismo de grupos {(0,0,0) C ker(f)} entonces ker(f) = {(0,0,0)}.
Asi que f es inyectiva

(g o f) sobreyectiva = g sobreyectiva
Solucién

Como g es funcién entonces Img (g) C R3. Asi que serd suficiente mostrar que R?* C Img (g), para que esta sea
sobreyectiva. Para ver esto debemos construir x € R? tal que para u € R? dado, se verifique g(x) = u entonces

(go f) sobreyectiva == (Ju;v €R3): (gof)(v)=u
— (v eR?): g(f(v)) =u
= (Fr=f);zeR?: gx)=u

Luego, g es sobreyectiva.



