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[1] Demuestre usando Induccién Matemadtica que la férmula
F(n) : (22" —9n? +3n — 2 es divisible por 27), es verdadera (Vn;n € N)
Solucién
Etapa 1. Por demostrar que F(1) es verdadera.

2211 _9.1243.1-2=8-9+3-2=0=27-0

Por tanto F(1) es verdadera

Etapa 2. Asumamos como hipétesis de induccién que para k € N, F(k) es verdadera, es decir, existe A tal que

22kH+l _9k2 4 3k —2 =127\

Etapa 3. Por demostrar que F'(k + 1) es verdadera, es decir que existe u tal que

22D+ _ 9k +1)24+3(k+1)—2=27 4

En efecto,

En primer lugar, de (2) sigue que:

2T 9k +1)? +3(k+1) =2 = 22 —9(k* 4+ 2k + 1) + 3k +3 - 2
4.2kl _ 92 _ 15k —8

En segundo lugar, la expresién (3) la dividimos por 2241 — 9k2 + 3k — 2 y estudiamos su resto.

(4-22k+1 _9k2 15k —8) =+ (22F+1 —9k%? + 3k —2) =4
—(4- 2%+ — 36k2 + 12k — 8)
27k% — 27k

Luego, usando los resultados (2), (3), (1) y (4), sigue que

22D _ 9k 4 1)2 4 3(k+1)—2 = 4-2%F _ 982 15k -8
= 4(2%F1 _9k% 4 3k — 2) + 27k — 27k
= 4(27-\) +27k* — 27k
= 27(4- N+ k> —k)
Luego, F(k + 1) es verdadera y F(n) es verdadera (Vn;n € N)
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[2] Sien un progresién aritmética A = {a,az,...} C (R —{0}) de diferencia d tenemos que

[a] {@n+t1,an+1,ar41} C A forman una progresién geométrica y,

1 11 ., Cr s
[b] § —,—,— ¢ forman una progresién aritmética
m n'r
n+1
Entonces demuestre que 2a; +nd = 0 y concluya que S, 1 = Z a; =0
i=1
Solucién
n+1
n—+1
Etapa 1. Debemos demostrar que 2a; + nd = 0 y por tanto que S,4+1 = Z a; = T(Qal +nd)=0
i=1

Etapa 2. Gestion de la informacion

[a] Como {am+1,ant+1,ar41F C Ay A es una progresién aritmética entonces debe suceder que a,,11 = a1 + md,
Gnt1 =01 +ndy ar41 = a1 + rd, es decir

{@m11,0n41,0r 11} = {a1 +md, ay + nd, ay + rd} (5)

[b] Pero, {am+1,an+1,ar+1} también forman una progresién geométrica entonces conforme a (5), deben verificar la
condicién

a1 +nd B a1 +rd

= & d)? = d d
air+md a1 +nd (a1 +nd) (a1 +md)(ar +rd)
=3 a% + 2a1nd + n%d® = a% + ayrd + aymd + mrd?
& 2aind + n?d? = ayrd + aymd + mrd?
< 2ain+n?d = air + aym + mrd
s (2n—r—m)ay = (mr —n?)d (6)
) 111 e : 1 1 1 1 .
[c] Ademds como ¢ —, —, — ¢ forman una progresién aritmética entonces deben verificar que — — — = — — —| es decir
m'n’'r n o m r n
1 1 1 1 2 m+r mn—+rn
=l el emr = —— (7)
n o n rom n mr 2

Sustituyendo el valor de mr obtenido en (7) en el mr obtenido en la relacién (6) tenemos que:

(zn—r—m)alz(%*m—n?)d — (2n—r—m)a1:(W)d
— (2nrm)al<w)d
— (2n—r—m)a1:(g)(m+r—2n)d
— (2n—r—m)a1:—(g>(2n—m—7“)d
— a=—(3)d (8)

Etapa 3. Finalmente de la condicién (8) obtenemos que

n+1 <n+1

2a1+nd:0 A Sn+1:2ai: B )(2a1+nd)0
i=1



3

[3] Si en el desarrollo binomial (1 + x)® notamos C,. al coeficiente del término T, y A = {m | Cppy1 = Cpy2} entonces

demuestre que

A # () = s es un ntimero impar

Solucién
meAd <« C’”“:Cm*“:’(;):(msﬂ)
s! s!
T WG —m)  (m+Di(s— (m+ 1)
1 1
= m-m)l (mts—(m+1)
m+ D!(s—(m+1))!
. B,
m!(m+1)(s — (m+1))!
- m!(s—(m—i—l))!(s—m)il
(m+1)
- (sfm)_1
— m+l=s—m
— s=2m+1

[4] Sillamamos W = {p(z) = ag + a17 + a22® € Ry[z] | p(1) = 0} y definimos en Rz[z] la relacién
p(x) Rq(x) < (p(r) —q(x)) €W

e Demuestre que R es una relacién de equivalencia
Solucién

Observamos en primer lugar que

p(z) Rq(z) <= (p(z)—q(x) €W
< (p(z) —q(x)) € Rafz] A (p(z) — q(2))(1) =0
— (p(x) —q(x)) € Rafz] A (p(1) — q(1)) =0
= (p(z) —q(x)) € Ro[z] Ap(1) = q(1)

p(z) Rq(r) <= (p(x) —q(r)) € Ro[z] Ap(1) = q(1)

Conforme a la equivalencia obtenida en (9) tenemos que:

[a] R es una relacién reflexiva pues, si p(z) € Ro[z] entonces

p(1) = p(1) < p(x) R p(z)

[b] R es una relacién simétrica pues,

p(x) R q(z) (p(z) — q(x)) € Rofz] Ap(1) = ¢(1)
—(p(x) — q()) € Ra[z] A —(p
q(z) — p(z)) € Ra[z] Ag(1) = p(1)

(z) R p(x)
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[c] R es una relacién transitiva pues, si p(z) R g(z) y ¢(x) R h(x) entonces

p(z) Rq(x) Nq(z) Rh(z) <= [(p(z) —q(x)) € Ro[z] Ap(1) = q(1)] A[(q(z) — h(x)) € Ro[z] A q(1) = h(1)]
= (p(a) —q(z)) + (q(z) — h(x)) € Rafz] A (p(1) — q(1)) + (¢(1) — ~(1)) =0
= (p(x) — h(z)) € Ra[2] A (p(1) = h(1)) =0
= (p(z) — h(z)) € Ro[z] Ap(1) = h(1)
= p(z) R h(z)

Asi que R es una relacién de equivalencia
e Demuestre que W = 0 + 0z + 02
Solucion
p(z) €0+ 0z + 022 & pz) € Rofx] A p(x) R (0+ 0x + 02?)
& plx) €Ryfz] A p(1) = (0+ 0z +02%)(1) =0
< p(z) €Rofz] A p(1)=0
< plz)eWwW

Demostracién alternativa

[a] Observemos también que

p(r) €W <= p(x) =ao+a1x +ax® € Ryfz] A p(1) =0
— px) =ao+a1r +axr® € Ryfx] A ag+a; +az=0

[b] Sip(z) = ag+a1x+azx? € Ry[z] entonces (p(z) —p(x)) = 0+ 0z + 022 € W, pues 0+0+0 = 0, es decir p(x) R p(z)
vy R es una relacién reflexiva

[c] Sip(z)=ag+aix+ azx® € Ry[z] y q(x) = bo + biz + ba?® € Ra[z] entonces

Q

p(x) Rq(z) <= (p(z)—q(x)) €W
< (ag —bo) + (a1 — b))z + (az — by)2® € W
< (ag—bo)+ (a1 —b1) + (az —b3) =0
= —[(ao —bo) + (a1 — b1) + (a2 — b2)] =0
= —(ao—bo) — (a1 —b1) — (a2 —b2) =0
= (bo—ao)+ (b1 —a1) + (ba —az) =0
= (q(z) —p(z)) €W
—  q(x) R pla)

Asi que R es una relacion simétrica

[d] Supongamos que, p(z) = ag + a1z + azz? € Ra[x], q(x) = bo + bz + baz? € Rafx] y h(z) = co + c17 + cox? € Ra[z]
tal que

p(z) R q(x) Agq(z) R h(z)

entonces

p(x) Rq(z) <= (p(z)—q(z)) €W
<~ (ap —bo) + (a1 — b1)x + (a2 — b2);£2 ew
<

(aofbo)ﬁ‘(al 7b1)+(a27b2) =0 (10)



q(z) Rh(z) < (q(z) —h(z)) € W
<~ (bp—co)+ (b1 _Cl)l‘+(b2_02)x2 cWw
<~ (bp—co)+ (b1 —c1)+ (ba—c2) =0 (11)
Ahora de (10) y (11) sigue que
(ap —bo) + (a1 —b1) + (ag —b2) + (bg — o) + (b1 —c1) + (b —2) = 0=
(ao —co) + (a1 —c1) + (a2 —c2) = 0= (p(z) —h(z)) €W

Luego, R es una relacion transitiva

Solucién

p(x) €040z 4022 < p(x) =ag + a1z + aza’® € Ryfz] A p(z) R (0 + 0z + 02?)
& plr) = ap+ a1z + asx® € Ryfx] A (ag — 0) + (a1 — 0)x + (ag — 0)z% € W
< p(z) =ag+a1x+ as1’ € Rof[z] A (ag + a12 + asx Hew
& p(z) = ap + a17 + agz® € (Ro[z] N W) =W



