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[1] Dado el sistema de ecuaciones lineales:

ax + y + 2z = 2a-—1
r + ay + 2z = d? (%)
r + y + az = 3—2a

Determine los siguientes conjuntos:
S1 = {a € R | (%) tiene solucién tinica}
Sy = {a € R | (x) tiene infinitas soluciones}
Ss = {a € R | (*) no tiene solucién}
Solucién

Aplicamos el teorema del rango en el sistema (*).

Etapa 1. Escalonamos la matriz ampliada asociada al sistema (*)

a1l 1] 2a—1
(A|B) = 1 a | a? (l1 < 12)
11 a | 3-2a

—_

1 al|] a
= a1 1 | 2a—1
11 a | 3—2a

(lg — lg — ll)

1 a 1| a?

= 0 1—a*> 1-a | 2a—1-4ad?
0 1—-a a—1 | 3—2a—ad?
1 a 1| a?

= 0 1—-a a—1 | 3—2a—a?

0 1-a®> 1—a | 2a—1-ad?

Caso 1. Si a =1 entonces sustituyendo en (**), tenemos que

111 |1
(AB) = | 000 |0
00010

lCada problema vale 1.5 puntos
Tiempo 120’

(lg — lg — all)

(lz e lg)



Asi que p(A|B) = p(A) =1 < 3. Por tanto (*) tiene infinitas soluciones.

Caso 2. Si a # 1 entonces podemos seguir operando en (**), y tenemos

1 a 1 | a2
(AB) = [0 1-a a=1 | 3-2a-a’ | (L l2)

0 1—a*> 1—a | 2a—1-a? 1—a
1 a 1 a?

- O 1 —1 } a+ 3 (ll — ll — alzg
0 1—a® 1—a | 2% — 1 — a3 (I3 = I3 — (1 —a”)ly)
10 l+a | —3a

=101 -1 | a+3
00 (1-a)2+a) | 3a®+a—4

Caso 2.1 Sia# 1y a= -2 entonces p(A) =2y p(A|B) = 3, pues 3(—2)> —2 — 4 = 6. Asi que (¥)
no tiene solucién

Caso 2.2 Sia# 1y a# —2 entonces p(A) = p(A|B) = 3, y (*) tiene solucién tnica.
Conclusién

S =R—-{-2,1}

Sy = {1}

S3 ={-2}

2] Sean V y W dos K espacios vectoriale y T' € Lg(V,W). Si consideramos U < V y definimos el
conjunto:

TU)={weW| (Fu;u e U)AT(u) =w}

entonces demuestre que T(U) < W.
Solucién
[a] En primer lugar
[ weT(U)<=weW A (Ju;uecU)AT(u) =w. Asi que T(U) C W
[ USV=0yeU=T(0y) e W
[iii] 7 € Lg(V,W) = T'(0y) = Ow. Asi que Ow € T(U) y T(U) # 0
[b] Sean w; € T'(U) A wy € T'(U) entonces

wy € T(U)
Wy € T(U)

(Elul, Uy € U) : T(U1> = w

<~
<~ (El’dz, U € U) . T(Ug) = W2



Ahora,

wy +wy = T(uy)+ T (ug) ( Por construccién)
T(uy + uz) ( T es lineal)
= T(u) (up +up =u € U, pues U <V)

Luego (wy + wsy) € T(U)

[c] Sean A € KA w € T(U) entonces

weTlU) «— Fuuel):T(u)=w
Ahora,

AW

AT (u) ( Por construccion)
= T(Mu) (T es lineal)
= T(u1) (Au=u €U, pues U<V)

Luego (Aw) € T(U) y conforme a lo probado encima tenemos que T'(U) < W.
[3] Si definimos la funcién T : R® — R* tal que T'(x,y,2) = (x —y,x — y,y + 2,y + 2) entonces

[a] Demuestre que T' € Lg(R3, R?).
Solucién

Si (z,y,2) € R3y (a,b,c) € R? entonces

T((x,y,2)+ (a,b,¢)) = T(xr+a,y+bz+c)
= (x+a—-Jy+0b,[x+al—[y+b,[y+b+[z+c,[y+b]+[z+¢])
= (e—yl+la-bllz—yl+la-0[y+2]+[b+cly+z]+[b+c])
= (r—y,x—y,y+2,y+2) +(a—ba—bb+cb+c)
= T(x,y,2)+ T (a,b,c)

Ademas si A € R entonces

T (MNz,y,2)) = T Az, Ay, Az)
= (Ax — Ay, Az — Ay, Ay + Az, Ay + Az)
= (Az—yl,Alz =y, Aly + 2], Aly + 2])
= AMz-yrz—yy+tzy+az)
= M '(z,y,2)

Luego, T € Lg(R3, RY).

[b] Determine (ker(T))", respecto del producto interno usual de R3.
Solucién



Sabemos que:
(z,y,2) €Eker(T) <= (z,y,2) € R* AT (z,y,2) = (0,0,0,0)
— (,9,2) ER*AN (v —y, 2 —y,y+2,9+2)=(0,0,0,0)
— (2,9,2) ERP’ANx—y=0Ay+2=0
= (1,9,2) ER*ANr=yAz=—y
Asi,
ker T'={(y,y,—y) :y € R} = ({(1, 1, -1)})
Y de esta forma,
(ker T)" = {(z,y,2) e R*: ((x,y,2),(1,1,-1)) =0}
= {(:py, ER3:x+y—z:0}
{(z,y,2) eR*: z =z + y}
{(z,y,x+y):z,y eR}
= ({(1,0,1),(0,1,1)})

[4] Construya T' € Lg (R4[z]) tal que verifique simultdneamente las siguientes condiciones:

o lt+az*ckerT
o dimp (Ry[z]); = 2. Es decir la multiplicidad geométrica del valor propio A = 3 es 2
o dimg(Img(T)) =3

Solucién
[a] Consideremos la base candnica pol(4) = {1, z, 2% 23, 2*} de Ry[z]

[b] Para que se verifique que 1+ z* € ker T' y simultdneamente dimg(Img (7)) = 3, basta considerar
ker T = ({1,2%})

Pues de esta forma dimg ker(7') = 2 y por teorema de la dimensién dimg(Img (77)) = 3,

Ademas,
l+2°=1-1+1-2" = 1+2% € ({1,2%}) = ker(T)

[c] Para que A = 3 sea un valor propio de T' con multiplicidad geométrica 2, basta definir,

T(x) = 3x
T(2*) = 32°
[d] Finalmente se puede definir T'(z*) = z

De esta forma obtenemos
T (p(x)) = T(ag+ a1z + azr® + azx® + agx?)
= aoT(1) + a1 T(x) + aoT(z?) + asT(2*) + a,T(x*)
= ay-04+a,-3x+as-0+as- 32> +ay -2
Por lo tanto, una solucién esta dada por:

T (ao + a1z + asx® + a3x3 + a4x4) =3a1x + 3a3:p3 + ayzt



