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[1] Sea V un R espacio vectorial y considere o = {v1,v2,v3} C Vy = {v1 + 2vs,v1 — 3vs,v1 — 202 + 3v3} C V. Demuestre
que
«a base de V=  es también una base de V
Solucién

[a] Como « es una base de V entonces dimg(V) = 3 y entonces para que ( sea base, basta que sea linealmente inde-
pendiente o un sistema de generadores para V, ya que la cardinalidad o el nimero de vectores de 3 es 3,

[b] Asi que, verifiquemos si se cumple la independencia lineal V

ay(v1 + 2v9) + as(v1 — 3vs) + asz(vy — 2va + 3v3) =0y = (a1 + a2 + a3)v1 + (2a1 — 2a3)ve + (—3az + 3as)vs = Oy

ar+as+ag = 0
— 2a1 — 2ag3 = 0|l=ax=a3=u A 3a1 =0
—3as + 3as = 0

= a1 =ay=a3=0
Luego, § es linealmente independiente y entonces una base de V.
[2] SiT:Mg(1x3) — Rylz]talqueT (@ b ¢ )= (a+b+c)+(a—b)z+cx? entonces demuestre que T es un isomorfismo.
Solucién
En primer lugar mostramos que 7' € (Mg(1 x 3), Ra[z]).
Si A= (a1 as a3) EMr(B3x1)y B= (b1 by b3) € Mg(3 x 1) y A € R entonces

[a] Por demostrar que T(A+ B) =T(A) + T(B)

T(A+B) = T(al—i—bl as + bsy a3+b3)
= (a1 +by +ag+by+az+b3)+ (ay + by — (a2 + b))z + (a3 + b3)x?
= (a1 +ag +az)+ (by + by +b3) + (a1 — az) + (by — by))x + (ag + bs)x?
= (a1 +az+a3)+ (a1 —az)x + asz? + (b1 4+ ba + b3) + (b1 — b2))x + b2
= T (a1 as ag) + T (bl by bg)
= T(A)+T(B)

1Cada problema vale 1.5 puntos
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[b] Por demostrar que T'(AA) = \T'(A)

TWANA) = T ()\al \as )\ag)
= (a1 + Aag + Aa3) + (Aap — Aaz)z + Aazz?
= May + a2+ a3) + Aag —a2)x + Aazz?
= (a1 +az +a3) + (a1 — az)x + azz?)

AT (a1 as ag)

= A\T'(4)

En segundo lugar, sim(1x3)={(1 0 0),(0 1 0),(0 0 1)} eslabase canénica de Mg(1 x 3) y pol2 = {1, z,2?}
es la base canénica de Ra[z] entonces la representacién matricial en esas bases de T es de la forma

!
[T]ﬁf(fm) = ([T(l 0 0)]pol2 [T(O 1 0)]pol2 [T(O 0 1)]pol2)
- ([(1+:L’+Ol‘2)]p012 1 — 2+ 0% po2 [1+0m+12]p012)
1 1 1
= 1 -1 0
0 0 1
Luego,
1 1 1
det[T]P°" —odet| 1 =1 0 J=det( P 1)=—2x0
et[T] ks = de 0 0 1 —air =27

Por tanto T es un isomorfismo.
Alternativa
Como T € (Mg(1 x 3),Rz[z]) v dimp(Mg(1 x 3)) = dimg(Rz[z])) = 3 entonces como consecuencia del teorema de

la dimensién, para que T sea un isomorfismo, basta mostrar que T es inyectiva o que T es sobreyectiva. Asi que
estudiaremos el ker(T

~—

Acker(T) <= AcMgr(3x1)AT(A)=Or,y
= A= (a1 as a3) GMR(Bxl)/\T((al as ag))=0+0$+0$2
— A:(a1 as a3)GMR(l><3)/\(a1+a2+a3)+(a1—a2)x+a3x2=O—|—Ox+0$2
a1 +az+a3 = 0
<~ A:(a1 as a3)€MR(1x3)/\ a; — a =0
as =0
a1 + as 0
<— A:(a1 as a3)€MR(1x3)/\ a1 —ay — O/\ag,:0
— A:(a1 as a3)€MR(1x3)/\a1:a2:a3:O
<~ A=(0 0 0)
Luego, ker(T) = {(O 0 0)} y T es inyectiva, y por ende un isomorfismo.
T T+ 2z
B] SiT e LgMr(3x1))talque T | v | = y—= entonces
z —z

[a] Demuestre que T' es un operador diagonalizable

[b] Determine una base de vectores propios o de Mg (3 x 1) tal que [T]2, sea una matriz diagonal.



Solucién

[a] En primer lugar, determinemos los valore propios de T

1 0 2 1 0 0
o TS5 =( 0 1 =1 |, donde c(3) = o], 1],
0 0 -1 0 0 1
e Entonces el polinomio caracteristico es del tipo
A=1) 0 -2
Pr(\) = det 0 (A—1) 1 =A-1>%A\+1)
0 0 (A+1)

Asi que los valores propios son V.P = {1,—-1}
[b] Determinemos los vectores propios de T

En general

Ae(Mp(3x 1)y <= AeMp(3x1) A T(A)=2AA

T T T
— A=|y ATl y | =Xy
z z z
T T+ 2z T
— A=|y A y—2z =M v
z —z z
T T+2z = M\
— A= y AN y—z = \y (%)
z —z = Az

Caso 1. A = 1. De (%) sigue que

Ae(Mp(3x1); <= Ae(Mg(3x1) A T(A) =4

T r+2z = x
— A=\ vy AN y—z =y
z =
x
— A=\ vy AN z=0
z
1 0
— A=2z| 0 | +y| 1
0 0

1 0
Luego, (MRg(3 x 1)); = < 01,11 >

Caso 2. Caso 2. A = —1. De (x) sigue que



Ae (Mr(Bx1)_1 <= AeMpBx1) ATA)=-A4

T r+2z = —x
= A=y A yfz = —y
z = —z
v 1
— A=| vy fz/\yzgz
z
-1
1
— A==z —
i

1
Luego, (Mg(3 x 1))_1 = < % >
1

[c] Finalmente podemos observar que

1 0 —11
a = o1,1 1], 3
0 0 i

Es una base de Mg(3 x 1) y que en esa base el operador T se representa como una matriz diagonal

En efecto
1 0 h 10 0
e = gl | 1 | = =lo1 o
0/], 0/], 2 00 -1
[4] Sea (V,{(,)) un R espacio vectorial « = {v1,va,...,v,} una base de V. Demuestre que
n
a Base Ortonormal = (v,u) = Z(U,Uj><u,vj) (paracadaveV AueV)
j=1
En efecto

. . . , 0 sii#j
Si ar es una base ortonormal entonces se verifica simultdneamente que (v;, v;) = | siie
sit=j

n

Luego, para cada w € V tenemos que w = Z(w, vi) v;, por tanto;
i=1

n n
(v,u) = <Z v, ;) Ui,zw,vj) ’Uj>
i=1 j=1
n n
= [ (u,v;) Y (v,v3) | (v, v5)
j=1 i=1
n
= (u,v;){v,vj)

Jj=1



