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[1] Si W = {p(x) = ap + a1 + az2? € Ry[x] | ag — a1 + az = 0} entonces
[a] Demuestre que W < Ry[z]

Solucion

p(z) eW «— p(x):ao+a1x+a2x2€Rg[x] Aag—al+a=0
<~ p(r)=a9+ a1z +asx? € Rofz] A ag+az =ay
— p(x) =ag+ (ap + az)x + azz® Afag € R Aay € R]
— p(x) = ag + apx + asx + asx® Afag E R Aay € R]
— p(x)=ao(l+z)+ax(x+2*) Alag ERAay €R]
= plr) € ({(1+a), (= +a?)})

Luego, W = ({(1 + ), (z +2?)}) < Ro[z]
[b] Si definimos para cada p(x) € Ro[z] y ¢(x) € Ra[z] el producto interno
{p(x),q(x)) = p(0) - ¢(0) +p(1) - ¢(1) +p(2) - 4(2)
entonces determine W+ respecto del producto definido en (1)

Solucion

r(x) e W = r(z) = ro+ra+ra® € Rofz] A (r(z),p(x)) =0 (Vp(x);p(x) € W)

— r(x)=ro+rix+rr? €Rofx] A (ro+rix+rx?, 1+x) =0A (rg+raz+ra’ c+z?) =0

En particular,

(ro+rz+ra®14+z)=0 <= ro-1+(ro+r1+r2) 24 (ro+2r +419)-3=0<=3rg+4r, +Tr3 =0
(ro+mz+raz+a?) =0 <= 710-0+ (ro+7r1+72) 2+ (rg+2r; +4r3) - 6 = 0 <= drg + 7ry + 137, = 0

LCada problema vale 1.5 puntos
Tiempo 120’



Asi que,

n . 2 3ro+4r1+7ry = 0
r(z) e W= <= r(x)=ro+rz+rz” € Ryz] A dro+Tri +13r = 0
1279 + 1671 +28r9 = 0
_ 2 0 1 2
<~ r(zx) =ro+mrz+rez® € Ro[z] A 1270 + 2171 + 3979 = 0 ‘
— r(x)=ro+rix+ roz? € Ro[z] Abri+ 11rg =0
) 11 713 3
— r(x)=r9g+riz+rex® € Rofz] AT = 5T A rog= —q"l T 2=
311 )
— r(x)= gT2 T T +rox® Arg €R

!

3 11
r(z) =19 <g—€x+x2> Arg €R

3 11
Luego, W+ = <3 — Ew +x2>

Podemos comprobar directamente que

3 11 9 3 3 1 3 22
- — — 1 = — ———41)2 - ——4+4)3=
<5 5x+x, +x> 5+(5 5+) +(5 5+>3 0

3 11 9 9 3 3 11 3 22
°_ = ==.0 ———+1]2 - ——+4)6=0
<5 5:c+3:,3:+:c> 5 +(5 5-1—) +(5 5+>

[2] Sea V es un R espacio vectorial tal que dimg(V) =4, y a = {v1, v2,v3,v4} una base de V.
i

[a] Demuestre que = {wy,ws, w3, ws} tal que w; = Z(—l)jvj, para i = 1,2,3,4 es un conjunto lineal-

=1

mente independiente en V.

Solucién

En primer lugar, tenemos que por definicién.
w = —U
w2 - _Ul + ’U2 (2)
w3 = —U1 + V2 — U3
wy = —U1+V2—V3+ U

Ahora, para continuar para demostrar la independencia lineal de 8 procedemos conforme a la definicion,
y a lo obtenido en (2)

aiwi + asws + agws + agwy = Oy = al(—’U1) + ag(—vl + ’Uz) + ag(—vl + vg — 1)3) + a4(—v1 + vy —v3 + ’U4) = Oy

= (—a1 —az —ag — aq)vy + (a2 + az + aqg)va + (—as — aq)vsz + aqvy = Oy

—a1—as—az—ag = 0
ar+az3+as = 0

f— 2 3 4 :>a4:a3:a2:a120
—az — a4 — 0
a, = 0

Asi que B es linealmente independiente

[b] Determine [wy + wy + w3 + W4la



Solucion

Conforme a (2) tenemos que

wy +we +ws+wy = (—v1) + (—v1 +v2) + (—v1 +v2 —v3) + (—v1 +v2 — vz +v4)
= —4v; + 3vy — 203 + vy
Luego,
—4
3
(w1 +wo + w3 + wyla = _9
1

[3] SiW = ({(1,1,1,0),(0,1,1,1)}) < R?* entonces usando el producto interno usual de R*.
[a] Determine Py
Solucién

Observamos que ((1,1,1,0),(0,1,1,1)) =2y que a = {(1,1,1,0),(0,1,1,1)} es linealmente independi-
ente, por tanto debemos ortogonalizar usando Gram - Schmidt, e.e.

v = (1,1,1,0)
((1,1,1,0),(0,1,1,1))

o= (0,1,1,1) —
Y2 (0,1,1,1) (1,1,1,0), (1,1, 1,0))

(1,1,1,0)

2
= (0,1,1,1) — 3(1’ 1,1,0)
Luego,

Es una base ortogonal y entonces

((z,y,2,1),(1,1,1,0))
(1,1,1,0), (1,1,1,0))

x7y7Zt7 _2717171 211
Pz, y.2.1) 11,10) 4 {2055 )>)> 335!

1

3
—22 +y+ 2+ 3t (
5

— % (1,1,1,0) +

3x+y+2—2t x4+2y+224+t x4+2y+224+t 22+y+2+3t
5 ’ 5 ’ 5 ’ 5
[b] Calcule d((-2,1,1,3), W)
Solucién

Alternativa 1. Como (—2,1,1,3) = —2(1,1,1,0) + 3(0,1,1,1) € W entonces d((-2,1,1,3),W) = 0.

Alternativa 2. Hacemos el cdlculo usando la definicién



d((-2,1,1,3),W) = |(-2,1,1,3) — Pw(—2,1,1,3)|| = ||(-2,1,1,3) — (—2,1,1,3)|| =0

4] SeaT:MR(Q)r—>R4talqueT(§ 1‘7{>:(:c—y,)\x+y,x+)\y+z,x+y+z+t)

[a] Demuestre que T € Lg(Mg(2),R?*) (VA, A € R)

Solucion

21t zo  ta

Etapa 1. Si A = ( e > y B= ( 2 > entonces debemos demostrar que T(A + B) = T'(A) +

T(B).

. 1+ 22 Y1+ Y2
T(A+B) = T<Zl+22 t1+t2>

= ((@1 +22) = (N1 +y2), Mz1 + 22) + (Y1 +y2), (T1 + 22) + A(y1 +y2) + (21 + 22),
T+ Tty Y2+ 21+ 20+t +to)

= (1422 —y1 — Y2, AT + Ax2 + Y1 + y2, 21 + T2+ Ay1 + Ay2) + 21 + 22,
T+ Tty Y2+ 21+ 20+t +to)

= (z1 -y, A1 +yL,v + A+ 2,21y o+ )+
(T2 — Y2, \T2 + Y2, T2 + Ay + 22,72 + Y2 + 22 + t2)

sy )er(n )

= T(A)+T(B)

Etapa 2. Si A = ( j f ) y € R entonces debemos demostrar que T'(rA) = rT(A).

T(rA) = T(r("z f))
(2 )

= (rx—ry,\re+ry,re+ Ary+rz,re+ry+rz+rt)
(r(x—y),rAx+y),r(z+Ay+2),r(e+y+2z+1t))
= rle—y,\z+y,x+A\y+z,x+y+z+t)

_ T< g)
= 1T(A)

Luego, T € Lg(Mg(2),R*) (VA, A € R)

[b] Determine el conjunto B = {\ € R | T es un isomorfismo}

Solucién



En primer lugar, A € B <= A € R A T es un isomorfismo ()

En segundo lugar, observamos que como 7T es lineal y que dimg(Mg(2)) = dimg(R*)) = 4 entonces
conforme al teorema de la dimensién, para que T sea un isomorfismo es suficiente verificar que T es
inyectiva o bien sobreyectiva.

En este caso, estudiaremos las condiciones para la inyectividad de 7', es decir:

ANeEB <= AeR A T esinyectiva <= XA € R A ker(T) = {Op,(2) }

Entonces

A € ker(T)

[

GMR(2)/\T< ;“ i/ ) = (0,0,0,0)

o

R2)AN(z—y, Az +y,z+ X y+z,x+y+z+1t)=(0,0,0,0)

b
I

—~ —~ —F
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m
=

T—y =0
[ x oy Ar+y = 0
= A= z t € Mg(2) A r+Ay+z =0
r+y+z+t = 0
x = vy
[z oy (A +1) =0
= A_<z t>€MR(2)/\x(l+)\)+z — 0 (%)
z+z+z+t = 0

Ojo en (xx) para que = 0 es necesario y suficiente que A + 1 # 0, es decir A # —1. Por tanto T sera
inyectiva y por ende un isomorfismo si A # —1, luego,

B={AeR|A+1#£0}=R—{-1}



