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[1] Si W = {p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 ∈ R2[x] | a0 − a1 + a2 = 0} entonces

[a] Demuestre que W ≤ R2[x]

Solución

p(x) ∈ W ⇐⇒ p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 ∈ R2[x] ∧ a0 − a1 + a2 = 0

⇐⇒ p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 ∈ R2[x] ∧ a0 + a2 = a1

⇐⇒ p(x) = a0 + (a0 + a2)x+ a2x
2 ∧ [a0 ∈ R ∧ a2 ∈ R]

⇐⇒ p(x) = a0 + a0x+ a2x+ a2x
2 ∧ [a0 ∈ R ∧ a2 ∈ R]

⇐⇒ p(x) = a0(1 + x) + a2(x+ x2) ∧ [a0 ∈ R ∧ a2 ∈ R]

⇐⇒ p(x) ∈ 〈{(1 + x), (x+ x2)}〉

Luego, W = 〈{(1 + x), (x + x2)}〉 ≤ R2[x]

[b] Si definimos para cada p(x) ∈ R2[x] y q(x) ∈ R2[x] el producto interno

〈p(x), q(x)〉 = p(0) · q(0) + p(1) · q(1) + p(2) · q(2) (1)

entonces determine W
⊥ respecto del producto definido en (1)

Solución

r(x) ∈ W
⊥ ⇐⇒ r(x) = r0 + r1x+ r2x

2 ∈ R2[x] ∧ 〈r(x), p(x)〉 = 0 (∀p(x); p(x) ∈ W)

⇐⇒ r(x) = r0 + r1x+ r2x
2 ∈ R2[x] ∧ 〈r0 + r1x+ r2x

2, 1 + x〉 = 0 ∧ 〈r0 + r1x+ r2x
2, x+ x2〉 = 0

En particular,

〈r0 + r1x+ r2x
2, 1 + x〉 = 0 ⇐⇒ r0 · 1 + (r0 + r1 + r2) · 2 + (r0 + 2r1 + 4r2) · 3 = 0 ⇐⇒ 3r0 + 4r1 + 7r2 = 0

〈r0 + r1x+ r2x
2, x+ x2〉 = 0 ⇐⇒ r0 · 0 + (r0 + r1 + r2) · 2 + (r0 + 2r1 + 4r2) · 6 = 0 ⇐⇒ 4r0 + 7r1 + 13r2 = 0
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Aśı que,

r(x) ∈ W
⊥ ⇐⇒ r(x) = r0 + r1x+ r2x

2 ∈ R2[x] ∧
3r0 + 4r1 + 7r2 = 0
4r0 + 7r1 + 13r2 = 0

⇐⇒ r(x) = r0 + r1x+ r2x
2 ∈ R2[x] ∧

12r0 + 16r1 + 28r2 = 0
12r0 + 21r1 + 39r2 = 0

⇐⇒ r(x) = r0 + r1x+ r2x
2 ∈ R2[x] ∧ 5r1 + 11r2 = 0

⇐⇒ r(x) = r0 + r1x+ r2x
2 ∈ R2[x] ∧ r1 = −

11

5
r2 ∧ r0 = −

7

4
r1 −

13

4
r2 =

3

5
r2

⇐⇒ r(x) =
3

5
r2 −

11

5
r2x+ r2x

2 ∧ r2 ∈ R

⇐⇒ r(x) = r2

(

3

5
−

11

5
x+ x2

)

∧ r2 ∈ R

Luego, W⊥ =

〈

3

5
−

11

5
x+ x2

〉

Podemos comprobar directamente que
〈

3

5
−

11

5
x+ x2, 1 + x

〉

=
3

5
+

(

3

5
−

11

5
+ 1

)

2 +

(

3

5
−

22

5
+ 4

)

3 = 0

〈

3

5
−

11

5
x+ x2, x+ x2

〉

=
3

5
· 0 +

(

3

5
−

11

5
+ 1

)

2 +

(

3

5
−

22

5
+ 4

)

6 = 0

[2] Sea V es un R espacio vectorial tal que dimR(V) = 4, y α = {v1, v2, v3, v4} una base de V.

[a] Demuestre que β = {w1, w2, w3, w4} tal que wi =

i
∑

j=1

(−1)jvj , para i = 1, 2, 3, 4 es un conjunto lineal-

mente independiente en V.

Solución

En primer lugar, tenemos que por definición.

w1 = −v1
w2 = −v1 + v2
w3 = −v1 + v2 − v3
w4 = −v1 + v2 − v3 + v4

(2)

Ahora, para continuar para demostrar la independencia lineal de β procedemos conforme a la definición,
y a lo obtenido en (2)

a1w1 + a2w2 + a3w3 + a4w4 = 0V =⇒ a1(−v1) + a2(−v1 + v2) + a3(−v1 + v2 − v3) + a4(−v1 + v2 − v3 + v4) = 0V

=⇒ (−a1 − a2 − a3 − a4)v1 + (a2 + a3 + a4)v2 + (−a3 − a4)v3 + a4v4 = 0V

=⇒

−a1 − a2 − a3 − a4 = 0
a2 + a3 + a4 = 0

−a3 − a4 = 0
a4 = 0

=⇒ a4 = a3 = a2 = a1 = 0

Aśı que β es linealmente independiente

[b] Determine [w1 + w2 + w3 + w4]α
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Solución

Conforme a (2) tenemos que

w1 + w2 + w3 + w4 = (−v1) + (−v1 + v2) + (−v1 + v2 − v3) + (−v1 + v2 − v3 + v4)

= −4v1 + 3v2 − 2v3 + v4

Luego,

[w1 +w2 + w3 + w4]α =









−4
3

−2
1









[3] Si W = 〈{(1, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 1)}〉 ≤ R
4 entonces usando el producto interno usual de R

4.

[a] Determine PW

Solución

Observamos que 〈(1, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 1)〉 = 2 y que α = {(1, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 1)} es linealmente independi-
ente, por tanto debemos ortogonalizar usando Gram - Schmidt, e.e.

v′1 = (1, 1, 1, 0)

v′2 = (0, 1, 1, 1) −
〈(1, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 1)〉

〈(1, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 0)〉
(1, 1, 1, 0)

= (0, 1, 1, 1) −
2

3
(1, 1, 1, 0)

=

(

−
2

3
,
1

3
,
1

3
, 1

)

Luego,

α′ =

{

(1, 1, 1, 0),

(

−
2

3
,
1

3
,
1

3
, 1

)}

Es una base ortogonal y entonces

PW(x, y, z, t) =
〈(x, y, z, t), (1, 1, 1, 0)〉

〈(1, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 0)〉
(1, 1, 1, 0) +

〈(x, y, z, t),
(

−2
3 ,

1
3 ,

1
3 , 1

)

〉

〈
(

−2
3 ,

1
3 ,

1
3 , 1

)

,
(

−2
3 ,

1
3 ,

1
3 , 1

)

〉

(

−
2

3
,
1

3
,
1

3
, 1

)

=
x+ y + z

3
(1, 1, 1, 0) +

−2x+ y + z + 3t

5

(

−
2

3
,
1

3
,
1

3
, 1

)

=

(

3x+ y + z − 2t

5
,
x+ 2y + 2z + t

5
,
x+ 2y + 2z + t

5
,
−2x+ y + z + 3t

5

)

[b] Calcule d((−2, 1, 1, 3),W )

Solución

Alternativa 1. Como (−2, 1, 1, 3) = −2(1, 1, 1, 0) + 3(0, 1, 1, 1) ∈ W entonces d((−2, 1, 1, 3),W ) = 0.

Alternativa 2. Hacemos el cálculo usando la definición
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d((−2, 1, 1, 3),W ) = ‖(−2, 1, 1, 3) − PW(−2, 1, 1, 3)‖ = ‖(−2, 1, 1, 3) − (−2, 1, 1, 3)‖ = 0

[4] Sea T : MR(2) 7−→ R
4 tal que T

(

x y

z t

)

= (x− y, λx+ y, x+ λy + z, x+ y + z + t)

[a] Demuestre que T ∈ LR(MR(2),R
4) (∀λ, λ ∈ R)

Solución

Etapa 1. Si A =

(

x1 y1
z1 t1

)

y B =

(

x2 y2
z2 t2

)

entonces debemos demostrar que T (A + B) = T (A) +

T (B).

T (A+B) = T

(

x1 + x2 y1 + y2
z1 + z2 t1 + t2

)

= ((x1 + x2)− (y1 + y2), λ(x1 + x2) + (y1 + y2), (x1 + x2) + λ(y1 + y2) + (z1 + z2),

x1 + x2 + y1 + y2 + z1 + z2 + t1 + t2)

= (x1 + x2 − y1 − y2, λx1 + λx2 + y1 + y2, x1 + x2 + λy1 + λy2) + z1 + z2,

x1 + x2 + y1 + y2 + z1 + z2 + t1 + t2)

= (x1 − y1, λx1 + y1, x1 + λy1 + z1, x1 + y1 + z1 + t1) +

(x2 − y2, λx2 + y2, x2 + λy2 + z2, x2 + y2 + z2 + t2)

= T

(

x1 y1
z1 t1

)

+ T

(

x2 y2
z2 t2

)

= T (A) + T (B)

Etapa 2. Si A =

(

x y

z t

)

y r ∈ R entonces debemos demostrar que T (rA) = rT (A).

T (rA) = T

(

r

(

x y

z t

))

= T

((

rx ry

rz rt

))

= (rx− ry, λrx+ ry, rx+ λry + rz, rx+ ry + rz + rt)

= (r(x− y), r(λx+ y), r(x+ λy + z), r(x+ y + z + t))

= r(x− y, λx+ y, x+ λy + z, x+ y + z + t)

= rT

(

x y

z t

)

= rT (A)

Luego, T ∈ LR(MR(2),R
4) (∀λ, λ ∈ R)

[b] Determine el conjunto B = {λ ∈ R | T es un isomorfismo}

Solución
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En primer lugar, λ ∈ B ⇐⇒ λ ∈ R ∧ T es un isomorfismo (∗)

En segundo lugar, observamos que como T es lineal y que dimR(MR(2)) = dimR(R
4)) = 4 entonces

conforme al teorema de la dimensión, para que T sea un isomorfismo es suficiente verificar que T es
inyectiva o bien sobreyectiva.
En este caso, estudiaremos las condiciones para la inyectividad de T , es decir:

λ ∈ B ⇐⇒ λ ∈ R ∧ T es inyectiva ⇐⇒ λ ∈ R ∧ ker(T ) = {0MR(2)}

Entonces

A ∈ ker(T ) ⇐⇒ A ∈ MR(2) ∧ T (A) = 0R

⇐⇒ A =

(

x y

z t

)

∈ MR(2) ∧ T

(

x y

z t

)

= (0, 0, 0, 0)

⇐⇒ A =

(

x y

z t

)

∈ MR(2) ∧ (x− y, λx+ y, x+ λy + z, x+ y + z + t) = (0, 0, 0, 0)

⇐⇒ A =

(

x y

z t

)

∈ MR(2) ∧

x− y = 0
λx+ y = 0
x+ λy + z = 0
x+ y + z + t = 0

⇐⇒ A =

(

x y

z t

)

∈ MR(2) ∧

x = y

x(λ+ 1) = 0
x(1 + λ) + z = 0
x+ x+ z + t = 0

(∗∗)

Ojo en (∗∗) para que x = 0 es necesario y suficiente que λ + 1 6= 0, es decir λ 6= −1. Por tanto T será
inyectiva y por ende un isomorfismo si λ 6= −1, luego,

B = {λ ∈ R | λ+ 1 6= 0} = R− {−1}


