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[1] Siz=14+w"+w? talquen €N,y w = cos ?ﬂ + ¢ sen ?ﬂ € C entonces demuestre que:

[a] n divisible por 3 = 2z =3
Solucién
n divisible por 3= n =3k (k €N)

Asi que
z = 1+w 4%
= 14+ (WB)k 4+ (w3)2k

3 k 3 2k
_ o1y 2 w 2 n 27 w 27
= cos 3 isen 3 cos 3 isen 3

= 1+ (cos2m + isen 2m)" + (cos 2 + i sen 2m) %K
— 1k g2k
= 3

[b] m no divisible por 3 =z =10

Solucién
n no divisible por3=—=n=3k+1 VvV n=3k+2 (keN)

Caso 1. Si n = 3k + 1 entonces
2 o= 143kt B2
1+ (wg)kw + (wg)%w2
= 14+w+w? ( Ya que w? = 1)

_ w3 —1
o ow-—1
=0

Caso 2. Si n = 3k + 2 entonces
L= 14 W3Rty Okt
= 1+ WHw? + (W) wdw

= 14+w+w? ( Ya que w? = 1)

_ w3 —1
o ow-—1
=0

LCada problema vale 1.5 puntos
Tiempo 120’



z
2] SiA=| 1 1 1 | €Mc(3) entonces
1

[a] Calcule usando propiedades el det(A™), para cada n € N
Solucion

Debemos calcular det(A™), pero como det(A™) = det(A) - det(A)---det(A) (n veces) entonces basta cal-
cular det(A).

Asi que
z 22 23
det(4) = det ( 1 1
1 23 22
0 22—Z) (23—2)
= det | 1 1 1
(0 (z*=1) (-1
(z2 2) (23 - z)
= —det( (23 1) (22_1) )
— — (-9 -1 - (- - 1)
= 22(z—1)%(z + 1)
Finalmente,

det(A™) = (22(z — 1)2(z + DB = 22"(z — 1)*" (2 + 1)*"

[b] Determine el conjunto S ={z€ C| A ¢ UMc(3))}
Solucién

Para determinar los elementos de S debemos ”entrar en el conjunto S”, es decir,

z€8 <= z2e€C AN AgUMc(3))
< z€C A det(d)=0
— 2€CAZ2z-12%(2+12=0
— 2z€CANz=0Vz=1Vz=-1
Asi que

S = {-1,0,1}

[3] Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

T + x2 + x3 — wy = 1
2x1 + 3ra + x3 + 2z4 = 3

ar, —+ bro 4+ 2x3 + x4 = 4 (x)
(a—Dzy + (b—1Dx2 + w3 + 2x4 = 3




Determine los conjuntos

[a] S1 = {(a, b) € R?|(x) tiene solucién }
[b] So = {(a, b) € R?|(¥) no tiene solucién }
Solucién

Para determinar los conjuntos S; y So debemos aplicar el teorema del rango al sistema dado, ya que los ele-
mentos de estos conjuntos deben aportar informacion respecto a la existencia de soluciones de dicho sistema.

En este contexto, procedemos en primer lugar a determinar la matriz escala reducida por filas correspondiente
a la matriz ampliada A,, asociada al sistema dado, para determinar el rango de A,, p(A,). En consecuencia

1 1 1 -1 1 11 1 —1 1
2 3 1 2 3 (I — 12 —2h) 0 1 -1 4 1
a b o2 1 | 4 RS L 0 b—a 2-a l4+a | 4—a
(a—1) (b-1) 1 2 3 0 b—a 2—-a 1l+4a 4—a
11 1 —1 1
(e —> L — 13) 0 1 -1 4 1
0 b—a 2—a 1l4a 4—aq
0 0 0 0 0
10 2 -5 | 0
(Ih — 11 — 1) 0 1 -1 4 | 1 (*)
(Is — I3 — (b — a)l2) 0 0 2—2a+b 1+5a—4b | 4—b
0 0 0 0 | 0

En esta etapa debemos analizar el estado de nuestro problemas:

Caso 1. Sien (%) 2 —2a+ b =0 es decir, b = 2a — 2 entonces (*) se transforma en:

1 0 2 -5 0
01 -1 4 1
00 0 9-—3a 6-2q | (%)
00 0 0 0

Sien (xx), 9 —3a =0, es decir a = 3 entonces

10 2 -5 1] 0
8 é Bl é i é — p(A) =2= p(Aa) Y el sistema tiene solucién
0 0 O 0 | O

Sien (%), 9 — 3a # 0 entonces podemos seguir el proceso de ”escalonamiento”, es decir
b 9

[
o

1 0 2 -5 ] 0 10 0 | ey

1 01 -1 4 | 1 (i —> 1y + 5l3) 01 -1 0 | -2

(s — 5=gals) oo o 1 | 2 (l2 — 12 — 4l3) 00 0 1 | %
00 0 0] 0 00 0 0 | 0

Asi que p(A) = p(A,) = 3 y entonces el sistema tiene solucién.

Caso 2. Sien (%) 2 —2a+ b # 0 entonces podemos seguir ”escalonando” (x) y este se transforma en:

16a+3b—12 2b—8
1 0 2 -5 | 0 L oo L1312, | 22445
0 1 -1 4 1 (Ih — 1 —213) 0 1 0 T | =<
E 1 p 1 1 3 — —
(Is — 3=5a73ls8) 0 0 1—-3a—4b | 4-b (la —> 12 +13) 0 0 1 ey | e
0 0 2—2a+b 2—-2a+b 2-2a+b 2-2a+b
| 0 0 0 0 | 0

Luego, en este caso, p(A) = p(A,) = 3 y entonces S; = R? y Sp = ()



[4] Sea A = (a;j) € Mr(n), donden € Ny n > 2. Si A € UMg(n)) entonces
[a] Demuestre que Adj(A) € UMg(n)), ( Donde Adj(A) representa la matriz adjunta de la matriz A)
Solucién
Etapa 1. Debemos verificar que Adj(A) € UMg(n))
Etapa 2. Gestién de la informacion
e Sabemos que A = (a;;) € UMg(n)) <= det(A) #0

e Ademds, A- Adj(A) = det(A) - I,,, donde I, es la matriz identidad de orden n. Asi que

1 oAy -1 1 .
det(4) -A-Adj(A) =1, = (Adj(A)) " = det(4) A = Adj(A) € UMg(n))
[b] Demuestre que det(Adj(A)) = det(A™~1)
Solucién
[i] Sabemos que
det(A) 0 0 0
0 det(A) 0 0
A-Adj(A) = 0 0 det(A) --- 0
0 0 0 det(A)
[ii] Luego,
det(A) 0 0 0
0 det(A) 0 0
det(A - Adj(A)) = det 0 0 det(4) --- 0
0 0 0 det(A)
[iii] Asi que,

det(A) - det(Adj(A)) = (det(A))" = det(Adj(A)) = (det(A4))"*



