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1. SiU= {ho + hiw + hox? € Ry[x] | ho + ho = hl} entonces definimos en Ry[z] la relacién:
p(x) Rg(r) < (p(z) —q(z)) €U
[a] Demuestre que R es una relacién de equivalencia

Soluciéon

Etapa 1. Para que R sea una relacién de equivalencia debemos mostrar que es una relacién Reflexiva, Simétrica y
Transitiva.

Etapa 2. Gestién de la informacién:
[i] En primer lugar que p(z) R ¢(x), significa lo siguiente:

Para p(z) = po + p1x + paz® € Rofz] y q(x) = qo + 1@ + q22” € Ry ]

p(z) R q(x) p(z) —q(z)) €U
(po + p1x + p2®) — (qo + @@ + q22*)) € U
po—qo+ (p1 — q1)z+ (p2 — q2)2) €U

Po—qo) + (P2 — q2) = (p1 — q1) (*)
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[ii] R serd una relacién reflexiva si p(x)Rp(z) (Vp(z);p(x) € Ra[z]).

En efecto, como 0+ 0 = 0. De (x) sigue que

(po — po) + (p2 — p2) = (p1 — p1) <= p(z)Rp(x) (Vp(x); p(x) € Ra[z])

Asi que R es una relacién reflexiva.
[iii] R serd una relacién simétrica si p(x)Rq(z) = q(z)Rp(x).

En efecto de (*), sigue que
p(z) R q(x) (Po—qo) + (P2 —@2) = (p1 —q1)

—((Po — q0) + (P2 — @2)) = —(p1 — @1)

—(po—qo) + (=)(p2 — q2) = —(p1 — q1)

(90 — po) + (g2 — p2) = (@1 — p1)

q(z)Rp(x)

I

Luego, R es una relacién simétrica.

1Cada problema vale 1.5 puntos
Tiempo 120’



[iv] R serd una relacién transitiva si

p(x)Rq(x) A g(2)Rr(z) = p(z)Rr(z)

En efecto, si 7(x) = ro + rix + rox? € Ry[z] entonces de (*), sigue que

p(x) Rq(x) <= (po—q)+ (p2—q2) = (P1 — q1)
qglx) Rr(z) <= (qo—10)+ (@2 —72) = (@1 —71)

Luego,
o) Rl hafe) Rrte) = @TITRTE) G
= (po—qo)+ (e —70)+ (P2 —@2) + (g2 —72) = (p1 —q1) + (q1 — 71)

= (po—ro0)+ (p2 —12) = (p1 —71)
=  p(z)Rr(z)

Luego, R es una relacién transitiva, y por ende una relacién de equivalencia

[b] Determine ag + a2 + aza? = {bg + byx + box® € Ry[z] | (bo + b1 + bax®)R(ag + arx + azr?)}
Solucién

De (%) sigue que

bo + bix + box? € ag + a1z + aza? < bo+ bz + bax? € Ra[z] A (bo + bz + bgacQ)%(ao + a1z + axx?)
< b0+b1$+b2$2 ERQ[.%] A (bo—a0)+(b2 —ag) = (bl —al)
<~ b0+b1$+b2$26R2[$]/\bo—b1+52=a0—a1+a2
< by + bz + bya? € Ro[x] A bgp=ag+ (b1 —a1) + (az — ba)
< (ag+ (b1 —a1) + (az — b2)) + b1z + boz? : (b ER A by € R)
Asi que,
ag+ a1z +asx? = {(ap+ (b1 —a1) + (a2 — b2)) + brz + boyx? | b1 € RAby € R} (xx)

2. Desde la ctispide de una torre de altura h metros una persona observa, con dngulos de depresién de (45— a) y (45 + «),
a dos objetos que estan en el plano, y en la linea que pasa por el pie de dicha torre. Si llamamos d a la distancia entre
los objetos observados entonces demuestre que

d = 2htan(2«)

Solucién

Etapa 1. Planteamiento del problema, (opcional), pero muy 1til
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Etapa 2. Gestion de la informacion

[a] En tridngulo rectdngulo BC'D tenemos que

h h
tan(45 =—<¢<=r=—- 1
an(45 + ) x * tan(45 + «) (1)
[b] En tridngulo rectdngulo AC'D tenemos que
h
tan(4b — o) = —— <= h = ztan(45 — o) + dtan(45 — ) (2)

x+d
[c] Sustituyendo el valor de = de (1) en (2) tenemos que

= —— 45 — 45 — = 45 —-a)=h— ———— 45 —

h tan(15 1 ) tan(45 — «) + dtan(45 — ) dtan(45 —a) =h tan(15 1 ) tan(45 — )

tan(45 — «)

< dtan(45—-a)=h |l - ——=

an(45 — o) [ tan(45 + a)}
tan(45 + a) — tan(45 — )

4 — =
< dtan(45—a)=h [ tan(15 1 )

— deh [tan(45 + ) — tan(45 — )
| tan(45 + o) tan(45 — «)
—( tan 45+tan o ) _ ( tan 45—tan o )
— d=h l—tan45tana 1+tan 45 tan o
( tan45+tan o ) ( tan45—tan o )
L 1—tan 45 tan o 1+tan 45 tan «
—(l—i-tanoz) o (l—tana)
— d=h l—tan o 1+4+tan o
1+tan o 1—tan «
L (l—tana) (1+tana)
— d—h [(1 + tan(a))? + (1 — tan(a))?
| 1 —tan«
- d—h [ 4tan(«)
|1 — tan?a
2t
— d=2h 2tan(a)
1 —tan?«
< d=2htan(2a)
T+ Ay —z
3. Si definimos la funcién T : Mg(1 x 3) — Mg(3 x 1), talque T (2 y 2z )= 20z + Az entonces

r—Ay+(1+N)z

[a] Demuestre que T es un homomorfismo para cada A € R



Solucion

Etapa 1. Si A € Mg(1 x 3) y B € Mg(1 x 3) debemos mostrar que T'(A + B) = T'(A) + T(B)
Etapa 2. Gestién de la informacién

Luego,

T(A+B) = T((z1 y1 21 )+ (22 y2 22))
= T( (w14+22) (y1+y2) (21+22))

(1 +22) + Myr +y2) — (21 + 22)
- 2A(z1 + x2) + A(z1 + 22)
(21 +22) = My1 +y2) + (1 +A)(21 + 22)

1+ To+ Ay + Ay2 — 21 — 22
= 2)\1’1 + 2)\1’2 + )\Zl + )\22
1+ 22— Ayr — Aye + (1 + Nz + (1 4+ Nz

1+ Ay — 21+ T2+ Ay2 — 22
= 2z + Az1 + 2Az9 + Az9
1= Ay + (L+ Nz + 22 — Ay + (14 M)z

(1 + Ayr — 2z1) + (w2 + Ay2 — 22)
= (2)\1’1 + )\21) + (2)\1'2 + )\32)
(x1 —Ayr + (L +N)z1) + (22 — Aya + (1 4+ N)22)

T1+ Ay — 21 To + Ay2 — 22
= 2 x1 + Az + 2z + Azg
xr, — )\yl + (1 + )\)21 To — )\yg + (1 + )\)22

= T(x1 nn 21 )+T (22 y2 22)

T(A)+T(B)

[b] Determine el conjunto S = {\ € R | T No es inyectiva}
Solucién

Etapal. A€ S<= A€ R A T No es inyectiva

Etapa 2. Gestién de la informacién



Si T no debe ser inyectiva entonces debemos estudiar el niicleo o kernel de 7T'.

Ae ker(T) — Ac MR(l X 3) A\ T(A) = OMR(BXI)

0
@A:(zyz)/\T(azyz): 0
0
T+ Ay —=z 0
= A:(ac y z)/\ 2 x + Az =1 0
r—Ay+(1+N)z 0
T4+ Ay —z = 0
:)A:(:cyz)/\ 2 x + Az = 0
z—Ay+(1+XN)z = 0
T4+ Ay —z = 0] (1)
— A=(z y z)A M2x+2) = 0](2
r—Ay+1+Nz = 0| (@3)
[a] Como en la ecuacién (2) A(2z + z) = 0 entonces sigue que A =0V (2z + z) = 0.
Caso 1. Si A = 0 entonces sustituyendo en las ecuaciones (1) y (3) sigue que
ror = 0 s =0AyeR
x+z = 0 rT=E= y
En este caso, (Vy;y € R), T no es inyectiva, pues:
0+0-y—0 0
T(0 y 0)= 2:0-0+0-0 =0 |=1(0y 0)¢cker(T)
0—0-y+(1+0)0 0
Caso 2. Si A # 0 entonces (22 + z) = 0, es decir z = —2x sustituyendo en las ecuaciones (1) y (3) sigue que
3z + Ay =0 3z + Ay = 0 B
z—Ay+(1+N)(-2z) = O‘:> x—Ady—2x—2xxx = 0 = 2(1-3)=0

Caso 2.1 A = 1 entonces

3z +y =

0
3r_y = O‘zy——3x/\2——2x

En este caso, (Va; 2 € R), T no es inyectiva, pues:

r—2x+ 3z 0
T(z —22 —3z)= 20 — 2 =0 |= (2 —3z —2z)€ker(T)
T+ 3zx — 4x 0
Caso 2.2 A # 1 entonces x = 0 y como z = —2z entonces z = 0, luego sustituyendo en las ecuaciones obtenemos

que Ay =0y como A # 0 entonces y = 0 y T es inyectiva

[b] Finalmente,

s = {0,1}

4. Sea f: (R3,+) — (R?, +) un homomorfismo de grupos no nulo. Demuestre que



[a] ker(f o f) =R® = ker(f) # {Ogs}
Solucién

Etapa 1. Sabemos que ker(f) = {u € R? | f(u) = Ogs}. Asf que mostrar que ker(f) # {Ogs} significa que ”existe
v € R3 tal que f(v) = Ogs, y v # Ops”

Etapa 2. Gestion de la informacién

e Como f es un homomorfismo no nulo entonces existe u # Ogs tal que f(u) # Ogrs, (pues sabemos que la
condicién de homomorfismo, obliga a que, f(Ors) = Ogs), digamos entonces que f(u) = v # Ogs

e ker(f o f) = R?, significa que (f o f)(2) =0rs (Vz;2 € R3). Asi que en particular

(fof)(u) =0rs < f(f(u)) =0ps < f(v) = Ors = v € ker(f)

Y como v # Ogs entonces ker(f) # {Ogs}
[b] Tmg (f o f) =R* = Img (f) = R?
Solucion
Etapa 1. Para mostrar que Img (f) = R? debemos verificar que Img (f) C R* y R? C Img (f)
Etapa 2. Gestion de la informacién
e Como f: (R3,+) — (R3,+) un homomorfismo de grupos entonces en particular, es una funcién, y por tanto
Img (f) CR® (3)
e Asi que sélo resta mostrar que R? C Img (f).

e Pero como Img (f o f) = R? entonces Vz;z € R? existe z € R3 tal que (f o f)(x) = z entonces

weR? = (FuvelR?):(fof)v)=u
— @uveR): f(f) =u
= we€ Img (f)
Asi que,
R* C Img (f) (4)

Luego de (3) y de (4), sigue que Img (f) = R?



