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[1] Demuestre usando Induccién matematica que la férmula:

F(n): 32520 _ 33041)=192n o5 divisible por 1.053 es verdadera (Vn : n € N)

Solucion
Etapa 1. Por demostrar que 32("+1)52n _ 33(n+1)=192n g divisible por 1.053 (Vn : n € N)
Etapa 2. Gestién de la informacién

[a] Observamos que
32(TL+1)52TL _ 33(TL+1)*122TL — 3(2n+2)52n _ 3(3n+2)22n
Asf tenemos que F(n): 9-32752n —9.33n22n
[b] Por demostrar que F'(1) es verdadera.
En efecto
9.321521 —9.331221 =9.9.25 - 9.27-4 = 2025 — 972 = 1053 = 1053 - 1. Asf que F(1) es verdadero.
[c] Hipdtesis de Induccion
Supongamos que F'(n) es verdadera, es decir asumimos que existe un nimero, digamos k tal que
9-3%25% —9.3%22" = 1053 - k (H)
[d] Tesis de Induccién
Debemos demostrar que F'(n + 1) es verdadera, es decir debemos probar que existe un nimero ¢ tal que

En efecto

En primer lugar,

9 X 32(n+1)52(n+1) _ 9 . 33(n+1)22(n+1) — 9 . 3(2n+2)5(2n+2) _ 9 . 3(3n+3)2(2n+2)
= 81-32".925.5%" —243.3%".4.9%"
2025 - 327 . 520 _ 972 . 331 . 92n

En segundo lugar,

LCada problema vale 1.5 puntos
Tiempo 120’



2025 - 320 . 520 _ 972 . 33 . 920 . g.32n52n _ . 33n92n — 99F
2025 - 32n52n _ 9()25 . 33n92n

1053 - 337220
Luego,
2025 - 32" . 52" — 972 33" . 22" = 295(9.32"5%" — 9. 3312%") 4 1053 - 332%"

225 - 1053 - k 4 1053 - 33722"
1053 (225 - k + 3%"22")

I

q

Asi que, F(n+ 1) es verdadera y F(n) es verdadera (Vn;n € N)

[2] Si se tienen tres términos no nulos en progresién geométrica, y se resta 8 del segundo término se obtiene
una progresion aritmética, y si en ”esta progresion aritmética” se resta 64 del tercer término resulta nueva-
mente una progresion geométrica. Determine, si es posible, todas las progresiones involucradas en el problema.

Solucion

Etapa 1. Sean G = {z,y,2}, A= {z,y—8,2} y G’ = {x,y—8, 2 — 64} las progresiones geométrica, aritmética
y geométrica respectivamente, pedidas.

Etapa 2. Gestién de la informacién

[a] G es una progresién geométrica si y sélo si existe r € R, r # 0y r # 1 tal que
G = {z,zr, zr’}

Luego,

A={z,zr—8,zr’} AN G ={z,zr—8,zr’ — 64}

[b] A= {z,2r —8,27?} es una progresién aritmética si y sdlo si xr — 8 — x = zr? — (xr — 8), es decir:

ar—8—zx=ar?—(ar —8) <= ar’—2ar+x+16=0
— z(1-2r+7r%=-16

Luego,

z(1—2r+r%) =—16 (1)



[c] G' = {x,zr — 8,zr?> — 64} es una progresién geométrica si y sélo si
xr—8 xr? — 64

. po—- (zr — 8)% = z(xr® — 64)

22r? — 1621 + 64 = 2%r* — 64z
64x — 16xr +64 =0
dor —xzr+4=0

1re e

Luego,
x(d—r)=—-4 (2)

Etapa 3. Conclusiones

Como la progresiéon geométrica es no nula entonces de las ecuaciones (1) y (2) sigue que

x(1—2r+r2):—16 . (1—2r+r2):1
x(16 — 4r) —16 (16 — 4r)
= 1-2r+r°=16—4r
— P +2r—15=0
= (r+5)(r—3)=0
= r=3Vr=-95

Asi que, tenemos dos casos:

Caso 1. Sir =3 de (2) sigue que x = —4 y entonces

G = {x,axr,zr?} = {—4,-12,-36} ( Progresi6n geométrica de razon 3)
A = {z,azr—8,2r?} = {—4,-20,-36} ( Progresi6n aritmética de diferencia — 16)
G'" = {x,ar—8,2r> —64} = {—4,-20,—100} ( Progresién geométrica de razén 5)

4
Caso 2. Sir = —5 de (2) sigue que = = —gY entonces

4 20 100

G = {z arzr?} = {99 9 ( Progresién geométrica de razén — 5)
4 52 100

A = {z,ar—8,zr?} = "9 9 o Progresion aritmética de diferencia — n
4 52 676 13

G = {z,xr—8,2r> -64} = ~9° "9 9 Progresion geométrica de razén ?)

[3] Demuestre que el coeficiente de 23 en el desarrollo binomial (2 + 2z + 22)". Es de la forma

n(n? —1)2"~1
3

Solucion



Etapa 1. Debemos determinar el coeficiente de 23 en el desarrollo binomial (2 + 2z + z2)”
Etapa 2. Gestién de la informacién

[a] Del teorema del binomio sigue que

(2+2x+x2)” = ((2+2x)+x2)”

n

- kzzo <Z> (2 + 22)" F(2?)F

- kzo (Z) 2"k (1 4 )"k (2)k

- <g>2”(1+x)”+<1>2” Y1+ 2)" 1x2+Z<Z)2” B(1 4 ) (22

k=2
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Luego del desarrollo obtenemos que
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Por tanto el coeficiente de 23 es [2"1 n(ni)}

[4] Considere la funcién b : (Mg(2),+) — (Ra[z], +) definida por: h ( Z Z ) = (a—d)+ (b—c)z + da?

[a] Demuestre que h es un homomorfismo



Solucion

a b a v
Para A = c d )€ Mgr(2) y B = J d € MR (2) tenemos que:

B a+ad b+

= ((a+d)—(d+d)+(b+V)—(c+))x+ (d+d)z?
= (a—d)+b-c)x+de*+(d —d)+ (¥ — )z + d2?

a b a b
- (2 a ) (b )
= h(A) + h(B)
Asi que h es un homomorfismo de grupos.

[b] Demuestre que h no es inyectivo

En efecto
Acker(h) <= A€ Mg(2)Ah(A) = Ogyy
a b a b
= A:(C d)eMR(Z)/\h<C d>:0+0x+0x2
= A:<Z Z)GMR(2)/\(a—d)+(b—c)x+dx2:0+0x+0x2
= A:<Z’ Z)EMR@)/\(a—d):O/\(b—c):O/\dZO
a b
= A:(c d)EMR@)/\a:d:O/\b:c
0 b
— A_(b O>AbeR
Asi que

ey = {5 0 ) 1remp#{ (5 o))

Por tanto, h no es inyectivo.

[c] Si definimos en Mg(2) la relacién
ARB <= (A - B) € ker(h)

Demuestre que R es simétrica
Solucion

/ /
Consideremos A = ( Z Z > € Mgr(2) y B= ( Z, cbl’ ) € Mg(2) y supongamos que ARB entonces



ARB = (A - B) € ker(h)
a—d b=V
<c—c’ d_d,)Eker(h)
a—ad =0ANd—d =0Ab—-Vb =c—¢
d—a=0ANd —d=0Ab—-b=( —c¢
d—a=0ANd —d=0AV—-b=( —¢
a—a b —b
<c’—c d,_d)eker(h)
(B — A) € ker(h)
BRA

FEr il

Luego, h es una relacién simétrica



