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[1] Sea f: Mg(2) — Mg(2) tal que f(A) = A — \A?
[a] Demuestre que f es un homomorfismo de Grupos, (VA; A € R)

Solucién
Si consideramos A € Mg(2) y B € Mg(2) entonces debemos mostrar que f(A+ B) = f(A) + f(B), (VA; A € R)

En efecto, de la definicién y estructura de Mg(2) sigue que:

AEMg(2) < A(a“ “12>
az1 a2

A4 B=— <a11 + b11 a12+b12>

a1 +ba1  azz + bao

BeMg(2) < A= bun bz
ba1  boo

Asi que, aplicando la definicién de la funcién f y el hecho de que la Trasposicién es homomorfismo de grupos
tenemos que:
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f(A+ B) a21 + b21  aga + bao a21 +ba1 a4 bao a1 + b21  aga + bao

/
a2 b1 bi2 air  a12 bir b2\ \'
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ail a2 b11 b12
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= fA)+f(B)

Por tanto f es un homomorfismo de grupos.

(au +bi a2+ b12) _ <1111 +b11 a2 + b12> ) <1111 +bi a2+ b12)t

A

[b] Determine el conjunto

S = {AeR]|f esun homomorfismo de grupos inyectivo}

Solucion

AeES <= AeR A f esun homomorfismo de grupos inyectivo
— AeR A ker(f) = {OMR(Q)}

Estudiemos entonces el ker(f).
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A € ker(f) A € Mg(2) A f(A) = Ong(2)
AeMg(2) AA—MA" = Oy ()
(
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Luego, para que f sea inyectiva A # +1, es decir

S = R-{-1,1}

[2] Sea a = {v1,v2,...,v,} una base del R espacio vectorial V. Si 8 = {wi,wz...,w,} C V tal que ws = Z)\vi para
i=1
i =1,2,...n entonces determine el conjunto

A={XNeR| S es una base de V}

Solucién

Como la dimensién de V es n entonces 3 serd una base si es linealmente independiente o un sistema de generadores.
Por tanto verificaremos la independencia lineal.
n

Si suponemos que g a;w; = Oy entonces
i=1

Zaiwi:m/ = a1\ + az(Avy + Avg) + az(Avy + Avg + Avg) + - + an(Avy + Ave + dvg + -+ v,) = Oy

i=1
= (a1 +ax+---+ap) v+ (ag+ -+ an)Ava + -+ (an_1 + ap)\vp_1 + apAv, = Oy
= (a1+as+-Fa)rA=(az+ - +a)A==(an_1+an)A=a,A=0 (« base)
Asi que para que aq,as, ..., a, seam forzosamente nulos debe ocurrir que A # 0, es decir
A=R-{0}

[3] En el espacio vectorial Ro[z] define para cada p(x) € Ra[z] y ¢(x) € Ra[z] el producto interno

(p(z), q(x)) = p(0) - q(0) + p(1) - ¢(1) + p(2) - ¢(2) (1)



3

Sia={1,1—xz,1— 22} base de R%[z] entonces determine una base ortonormal respecto del producto interno definido

en (1)
Solucién
Como,
Ll—-z) = 1-(1-0)+1-(1-1)+1-(1—-2)=1+0+(-1)=0
(1,1-2%) = 1-(1-0)+1-1-1)+1-(1-4)=1+0+(-3)= -2
l—2,1—-2%) = (1-0)-1-0)+(1-1)-1-1)+(1-2)-(1-4)=1+0+3=4
entonces « no es una base ortogonal. Asi que ortogonalizamos
Seav] = 1
1-—- 1
vh = (1—$)—7<(<1%7>-1:1—x
1. 22),(1 - 2)) (1 —a2),1) 1 9
4 IR ’ Q)= 2P (12— (1—2) — — 1
E S N I (S A
= —3 + 2z — 22
Asi que, una base ortogonal es
1
o = {1,1—x,—§+2x—x2}
Finalmente la base ortonormal pedida es
o = 1 1-x —1+ 6z — 322
3 2 2
Si V es un R - espacio vectorial con producto interno (,) y |lu|| = v/(u,u) para cada u € V entonces demuestre que

(u,0) = 7 (-t o) Ju— o)
Solucién
lu+vl|? = |lu—v]? = (u+v,u+v)—(u—v,u—u)
= (u,u) + 2(u,v) + (v,v) — ((u,u) — 2{(u,v) + (v,v))
4{u,v)
asi que,

(u,v) = 7 (Ilu+v]* = Jlu = v]|*)



