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[1] Dado el sistema lineal

r+y—2z = 2
r+2y+z = 3 (%)
r+y+(@®—-5)z = «

Si S ={a € R| (*) tiene solucién} entonces demuestre que {—2} NS = ()

Solucién 1.

r+y—z = 2
rT+2y+z = _
{2}NS#0= 2cS= cty—z = -2 = 2= -2(=<)

Solucién 2

Etapa 1. La matriz ampliada del sistema (A|B) es

11 -1 | 2
(ABy=| 1 2 1|3
1 1 (a*-5) |«
Etapa 2. haciendo operaciones elementales de fila obtenemos:
1 0 -3 | 1
01 2 | 1
0 0 o®>—4 | a—2
Etapa 3. Si hacemos o = —2 entonces p(A4) = 2 < p(A|B) = 3. Pues
1 0 -3 | 1
01 2 | 1
0 0 O | —4

Asi que (%) no tiene solucién si « = —2

1Cada problema vale 1.5 puntos
Tiempo 120’



[2] Si A = (a;;) € Mg(3) entonces demuestre que

A e UMg(3)) = B{(a11,a12,a13), (a21, a2, ass), (as1, asz, asz)} es linealmente independiente en R3

Solucién

Si z1(a11, a12,a13) + x2(az1, age, a23) + x3(asi, asz, ass) = (0,0, 0) entonces

xr1a11 + T2a21 + x3a31 = 0 ail G21  G31 x1 0
Tia12 + Toa2e + w3032 = 0| <= aiz Qg2 a3 z2 | =10
T1013 + Toaez +x3a33 = 0 aiz G23 433 T3 0
Conclusion
t
ail a1z a3 1 0
ag1 G2 Q23 z2 | =1 0
asy azz ass x3 0
Asi que
t 71
1 a1 a2 G13 0 0
Ae U(MR(?))) = Al S U(M]R(g)) = To = a21 Q22 G923 0 = 0
z3 asy a2 G33 0 0
Luego (5 es linealmente independiente.
[3] Sea V un K espacio vectorial tal que dimg(V) = n. Si o = {v1,v2,...,0,} es una base del espacio V. y § =
S
{u1,ug,...,up} CV tal que us = sz+1_i, para s = 1,2, ...n entonces

i=1
[a] Demuestre que a base de V.= 8 base de V

En primer lugar observamos que los elementos de la base § son de la forma:

1

uy = E Vi41—i = U1 — U1 = u
=1
2

Uz = E’U2+17i = v2+v — V2 = uz— Ul
=1
3

us = E V341—i = V3+v2+U; <~ VU3 = UuU3— U2
=1

(1)

J

u; = E Vjt1—i = Vj+Vj—1+ --+01 < vV = Uj—Uj_1
i=1

n
Up = g Ungl—i = Up+tUp_1+--+0V1 < Uy = Uy — Up_1
i=1



En segundo lugar, mostramos que S linealmente independiente.

n
Zajujzo << aju1 + asus +---+apu, =0
Jj=1

— av1t+a(vat+v)+ -+ an(vp +vp—1+--+v1)=0
— (a1+ax+-+a)vi+(azt+az+--+an)va+ -+ (an-1+ an)vp_1 + anv, =0

a1 +ax+---+a, = 0
a+---+a, = 0

= — ap=0ap_1=---=a1 =0
ap-1+a, = 0
a, = 0

Asi que (8 es linealmente independiente.
En tercer lugar, mostramos que 3 es un sistema de generadores.

Si u € V entonces como « es una base entonces existen tnicos escalares ¢y, ¢, -« - , ¢, tales que u = ajvy + asvg +
-+« + apvy,, pero de acuerdo con (1) tenemos que

u=aiv; +agv2 + -+ apvy = u=aiur +az(uz —u1)+ -+ an(tn — Up_1)
= wu= (a1 —a2)us + (a2 —ag)us + -+ (an—1 + an)an-1 + anuy,

Luego 5 genera V, y por ende es una base de 3.

[b] Determine [I]? la matriz cambio de la base a para la base

Solucion

De (1), sigue que

vy = up+ Oug+Ousz+---+ Ouy,
U2 —uy +ug +0ug + -+ up

vy, = Oup+Oug+O0uz+---+uy,

Por tanto, de (2) tenemos que
1 -1 0 0
P 0 -1 0
0 0 0 1

[4] Sea T € Lg(R3,R) tal que T'(z,y,2) = = + 2y — 3z
[a] Si se considera en R? el producto interno canénico entonces determine (ker(7'))~+
Solucién

Sabemos que
(ker(T))* = {ueR®|(u,w) =0 (Vw;w € ker(T))}



Luego, lo primero que debemos hacer es determinar ker(T")

w € ker(T) +—= weR3/\T(w)=oR
= = (2,y,2) ER}AT(z,y,2) = Og
— = (z,9,2) ER*ANz+2y—32=0
= w:(m,y, 2) ER3AT =322y
— w=Bz-2y,y,2); ye RAzER
— w=2(3,0,1)+y(-2,1,0); yec RAz€R
— € <{(3a07 1)a (*2a 170)}>

Luego,

ker(T) = <{(370a1)7(7271a0)}>
Como o = {(3,0,1),(—2,1,0)} es un conjunto linealmente independiente, pues

a1(3,0,1) + a2(—2,1,0) = (0,0,0) = (3a1 — 2az,a2,a1) = (0,0,0) = a3 = a2 =0

entonces « es una base del ker(7T'), y podemos proceder a calcular (ker(T))*

€ (ker(T))* <= weR3A (u,w) =0 (Vw;w € ker(T))
= u=(r,y,2) €R*A{(x,y,2),(3,0,1)) = 0A {(x,y,2),(~2,1,0)) =0
— = (2,9,2) ER?A3z+2=0A-22+y=0
— =(2,9,2) ER?A32+2=0A22+y=0
= =(z,9,2) ER3ANz= -3z Ay=2x
= u:(:c 2z,-3z) ANz €R
= u=2z(1,2,-3)AzecR

Luego,

(ker(T))*" = ({(1,2,-3)})

[b] Demuestre que R?® = ker(T") & (ker(T))*
Solucién

Si llamamos 3 = {(3,0,1),(=2,1,0), (1,2, —3)} entonces como R? tiene dimensién 3 entonces basta mostrar que 3
genera R3, es decir debemos resolver la ecuacién

(.ﬁ,y,Z) = a1(35071)+a2(_25170)+a3(1527_3)

En efecto



(2,y,2) =a1(3,0,1) + a2(—2,1,0) + a3(1,2,-3) <= (x,y,2) = (3a1 — 2az + a3, az + 2a3, a1 — 3as)

3a1 —2a2+a3 = «x
= a9+ 2a3 =y
a1 — 3as = z
= 3z + 6y + 4z
' 13
. 22+ 9y +62
T 13
N T+ 2y — 3z
Qg = — MM
’ 13
Por tanto,
3z + 6y + 4z —2x + 9y + 62 x4+ 2y — 3z
= —3,0,0)+ —(-2,1,0)+ —(1,2,-3
(m,y,z) 13 ( »Js )+ 13 ( ,1,0) + 13 ( D) )
cker(T) € (ker(T))+
Y
R® = ker(T)+ (ker(T))*

Par concluir falta ver que ker(T") N (ker(7T)))*

En efecto
u € ker(T) N (ker(T))* <= € ker(T) Au € (ker(T))*
— wu€ker(T)A (u,u) =0
<~ u=1(0,0,0)
De donde

R® = ker(T) & (ker(T))*



