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[1] Dado el sistema lineal

x+ y − z = 2
x+ 2y + z = 3

x+ y + (α2 − 5)z = α
(∗)

Si S = {α ∈ R | (∗) tiene solución} entonces demuestre que {−2} ∩ S = ∅

Solución 1.

{−2} ∩ S 6= ∅ =⇒ −2 ∈ S =⇒

x+ y − z = 2
x+ 2y + z = 3
x+ y − z = −2

=⇒ 2 = −2(=⇒⇐=)

Solución 2

Etapa 1. La matriz ampliada del sistema (A|B) es

(A|B) =






1 1 −1 2

1 2 1 3

1 1 (α2 − 5) α






Etapa 2. haciendo operaciones elementales de fila obtenemos:






1 0 −3 1

0 1 2 1

0 0 α2 − 4 α− 2






Etapa 3. Si hacemos α = −2 entonces ρ(A) = 2 < ρ(A|B) = 3. Pues






1 0 −3 1

0 1 2 1

0 0 0 −4






Aśı que (∗) no tiene solución si α = −2
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[2] Si A = (aij) ∈ MR(3) entonces demuestre que

A ∈ U(MR(3)) ⇒ β{(a11, a12, a13), (a21, a22, a23), (a31, a32, a33)} es linealmente independiente en R
3

Solución

Si x1(a11, a12, a13) + x2(a21, a22, a23) + x3(a31, a32, a33) = (0, 0, 0) entonces

x1a11 + x2a21 + x3a31 = 0
x1a12 + x2a22 + x3a32 = 0
x1a13 + x2a23 + x3a33 = 0

⇐⇒





a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33









x1

x2

x3



 =





0
0
0





Conclusión





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33





t 



x1

x2

x3



 =





0
0
0





Aśı que

A ∈ U(MR(3)) ⇒ At ∈ U(MR(3)) ⇒





x1

x2

x3



 =









a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33





t



−1 



0
0
0



 =





0
0
0





Luego β es linealmente independiente.

[3] Sea V un K espacio vectorial tal que dimK(V) = n. Si α = {v1, v2, . . . , vn} es una base del espacio V y β =

{u1, u2, . . . , un} ⊂ V tal que us =

s∑

i=1

vs+1−i, para s = 1, 2, . . . n entonces

[a] Demuestre que α base de V =⇒ β base de V

En primer lugar observamos que los elementos de la base β son de la forma:

u1 =

1∑

i=1

v1+1−i = v1 ⇐⇒ v1 = u1

u2 =

2∑

i=1

v2+1−i = v2 + v1 ⇐⇒ v2 = u2 − u1

u3 =

3∑

i=1

v3+1−i = v3 + v2 + v1 ⇐⇒ v3 = u3 − u2

...
...

...
...

uj =

j
∑

i=1

vj+1−i = vj + vj−1 + · · ·+ v1 ⇐⇒ vj = uj − uj−1

...
...

...
...

un =
n∑

i=1

vn+1−i = vn + vn−1 + · · ·+ v1 ⇐⇒ vn = un − un−1

(1)
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En segundo lugar, mostramos que β linealmente independiente.

n∑

j=1

ajuj = 0 ⇐⇒ a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun = 0

⇐⇒ a1v1 + a2(v2 + v1) + · · ·+ an(vn + vn−1 + · · ·+ v1) = 0

⇐⇒ (a1 + a2 + · · ·+ an)v1 + (a2 + a3 + · · ·+ an)v2 + · · ·+ (an−1 + an)vn−1 + anvn = 0

⇐⇒

a1 + a2 + · · ·+ an = 0
a2 + · · ·+ an = 0

...
an−1 + an = 0

an = 0

=⇒ an = an−1 = · · · = a1 = 0

Aśı que β es linealmente independiente.

En tercer lugar, mostramos que β es un sistema de generadores.

Si u ∈ V entonces como α es una base entonces existen únicos escalares c1, c2, · · · , cn tales que u = a1v1 + a2v2 +
· · ·+ anvn, pero de acuerdo con (1) tenemos que

u = a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn ⇒ u = a1u1 + a2(u2 − u1) + · · ·+ an(un − un−1)

⇒ u = (a1 − a2)u1 + (a2 − a3)u2 + · · ·+ (an−1 + an)an−1 + anun

Luego β genera V, y por ende es una base de β.

[b] Determine [I]βα la matriz cambio de la base α para la base β

Solución

De (1), sigue que

v1 = u1 + 0u2 + 0u3 + · · ·+ 0un

v2 = −u1 + u2 + 0u3 + · · ·+ un

...
vn = 0u1 + 0u2 + 0u3 + · · ·+ un

(2)

Por tanto, de (2) tenemos que

[I]βα =








1 −1 0 · · · 0
0 1 −1 · · · 0
...

...
... · · ·

...
0 0 0 · · · 1








[4] Sea T ∈ LR(R
3,R) tal que T (x, y, z) = x+ 2y − 3z

[a] Si se considera en R3 el producto interno canónico entonces determine (ker(T ))⊥

Solución

Sabemos que

(ker(T ))⊥ = {u ∈ R
3 | 〈u,w〉 = 0 (∀w;w ∈ ker(T ))}
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Luego, lo primero que debemos hacer es determinar ker(T )

w ∈ ker(T ) ⇐⇒ w ∈ R
3 ∧ T (w) = 0R

⇐⇒ w = (x, y, z) ∈ R
3 ∧ T (x, y, z) = 0R

⇐⇒ w = (x, y, z) ∈ R
3 ∧ x+ 2y − 3z = 0

⇐⇒ w = (x, y, z) ∈ R
3 ∧ x = 3z − 2y

⇐⇒ w = (3z − 2y, y, z); y ∈ R ∧ z ∈ R

⇐⇒ w = z(3, 0, 1) + y(−2, 1, 0); y ∈ R ∧ z ∈ R

⇐⇒ w ∈ 〈{(3, 0, 1), (−2, 1, 0)}〉

Luego,

ker(T ) = 〈{(3, 0, 1), (−2, 1, 0)}〉

Como α = {(3, 0, 1), (−2, 1, 0)} es un conjunto linealmente independiente, pues

a1(3, 0, 1) + a2(−2, 1, 0) = (0, 0, 0) =⇒ (3a1 − 2a2, a2, a1) = (0, 0, 0) =⇒ a1 = a2 = 0

entonces α es una base del ker(T ), y podemos proceder a calcular (ker(T ))⊥

u ∈ (ker(T ))⊥ ⇐⇒ u ∈ R
3 ∧ 〈u,w〉 = 0 (∀w;w ∈ ker(T ))

⇐⇒ u = (x, y, z) ∈ R
3 ∧ 〈(x, y, z), (3, 0, 1)〉 = 0 ∧ 〈(x, y, z), (−2, 1, 0)〉 = 0

⇐⇒ u = (x, y, z) ∈ R
3 ∧ 3x+ z = 0 ∧−2x+ y = 0

⇐⇒ u = (x, y, z) ∈ R
3 ∧ 3x+ z = 0 ∧−2x+ y = 0

⇐⇒ u = (x, y, z) ∈ R
3 ∧ z = −3x ∧ y = 2x

⇐⇒ u = (x, 2x,−3x) ∧ x ∈ R

⇐⇒ u = x(1, 2,−3) ∧ x ∈ R

Luego,

(ker(T ))⊥ = 〈{(1, 2,−3)}〉

[b] Demuestre que R3 = ker(T )⊕ (ker(T ))⊥

Solución

Si llamamos β = {(3, 0, 1), (−2, 1, 0), (1, 2,−3)} entonces como R3 tiene dimensión 3 entonces basta mostrar que β

genera R3, es decir debemos resolver la ecuación

(x, y, z) = a1(3, 0, 1) + a2(−2, 1, 0) + a3(1, 2,−3)

En efecto
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(x, y, z) = a1(3, 0, 1) + a2(−2, 1, 0) + a3(1, 2,−3) ⇐⇒ (x, y, z) = (3a1 − 2a2 + a3, a2 + 2a3, a1 − 3a3)

⇐⇒
3a1 − 2a2 + a3 = x

a2 + 2a3 = y

a1 − 3a3 = z

=⇒ a1 =
3x+ 6y + 4z

13

=⇒ a2 =
−2x+ 9y + 6z

13

=⇒ a3 =
x+ 2y − 3z

13
Por tanto,

(x, y, z) =
3x+ 6y + 4z

13
(3, 0, 1) +

−2x+ 9y + 6z

13
(−2, 1, 0

︸ ︷︷ ︸

∈ker(T )

) +
x+ 2y − 3z

13
(1, 2,−3)

︸ ︷︷ ︸

∈(ker(T ))⊥

Y

R
3 = ker(T ) + (ker(T ))⊥

Par concluir falta ver que ker(T ) ∩ (ker(T ))⊥

En efecto

u ∈ ker(T ) ∩ (ker(T ))⊥ ⇐⇒ u ∈ ker(T ) ∧ u ∈ (ker(T ))⊥

⇐⇒ u ∈ ker(T ) ∧ 〈u, u〉 = 0

⇐⇒ u = (0, 0, 0)

De donde

R
3 = ker(T )⊕ (ker(T ))⊥


