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1. SiW = {p(x) = ap + a1z + a2 € Ra[z] | ap + a1 —3az = 0} C Ra[z], y para cada p(z) € Ra[z] y ¢(z) € Ra[z] definimos
el producto interno

entonces
1.1 Demuestre que W < Rg[x].

Solucién

p(z) €W

=ai(z—1)+ax(3+2%); (a1 ERAaz €R)
€ ({(z =1),3+2)})

= p)
= p)
< p(z) = (3az — a1) + a1z + azzr?; (a1 € R Aap € R)
= pz)
= p(z)

Luego, W = ({(z — 1), (3 + 2?)}) < Rolz]
1.2 Respecto del producto interno definido en (x). Determine Py, la proyeccién ortogonal de Ro[z] en el subespacio W.
Solucién

Etapa 1. Si llamamos a = {(z — 1), (3 + 22)} entonces « es linealmente independiente, pues
a(r—1)+b(3+2*)=0+02+ 02> = 3b—a)+ar+b2* =0+ 0+ 02> = a=b=0

Asi que «a es una base de W.
Etapa 2. Verifiquemos si « es una base ortogonal respecto del producto interno (x).
(r—1,3+2)=0-1)B3+0*)+(1-1)B+1%)+(2-1)3B+2*) =(-1)3)+ (0)4) + (1)(7)=4#0

Asi que, a no es una base ortogonal de W. Por tanto la ortogalizamos via el proceso de Gram Schmidt, y para ello
construimos p1 () € Ra[z] v p2(x) € Ra[z] como sigue,

ey = el e e
- 22) _ + z2 ,(x — .
pale) = G

Ahora, o/ = {x — 1,5 — 2z + 2%} es una base ortogonal de W, pues (5 — 2z + 2%) € W ya que 5-2-3=0, y

—1):(3—1—172)—%(x—l):3+x2—2x+2:5—2x+x2
(z=1),6-22+22)=0-1)5-2-0+0*)+(1-1)5-2+1)+2-1)(5-4+4)=-5+5=0

lCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



2.1

Etapa 3. Definimos la proyeccion ortogonal.

{ag + a1z + agx?,x — 1) (aog + a1z + agx?,5 — 2z + 2?)

P, 3 = -1 5-2 2
w(ao +are + oy’ o VT T Gy PR
2 4 14 14 24
— 2R gy DOE BTG 5 gp 4 a?)
2 66
Tag + Ta1 + 12
= (a1+42a2)(z—1)+ 0 g;’ 42 (5—2:v+:v2)

Asi que,

(35ag + 2a; — 6az) + (—14ag + 19a1 + 42a2)x + (Tag + Ta + 12as)x?

Py (ag + a1z + aza?) = 3

Etapa 4. Comprobamos: Es opcional pero es una buena practica dentro de todo proceso de gestién.

—33 + 33
Po(—1+z+02%) = %zw—l OK!I
165 — 66 3322
Py(5 -2z +2?) = 3§+ i =(5-2z+2%) OKI

Determine T € Lg(R*, Mg(2)) tal que verifique simultdneamente las condiciones:

e Img(T) ={AeMgr(2) | A=—A"}
e T no sea un isomorfismo

Solucién
Etapa 1. Debemos determinar 7' : R* — Mg (2) que sea una transformacién lineal y satisfaga las condiciones pedidas.
Etapa 2. Gestion de la informacién.

En primer lugar,

B € Img(T) Be{AcMg(2)| A+ A" =(0)}
B € Mg(2) A B+ B' = (0)

BeMg(2) AN B=-B'
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Por otra parte, por definicién, de funcién
Img(T) = {T(z,y,2,t) € Mg(2) | (2,y, 2,t) € R?}

Asi que la segunda conclusion es que si una tal T existe entonces debe ser de la forma

T(z,y,z21t) = b< _(1) (1) ) (Para algin b € R)

Finalmente, para encontrar ese tal b € R, recordamos que para conocer una funciéon basta definirla en una base y
extenderla por linealidad, y es lo que haremos. Define T en la base candnica de R*:

T(1,0,0,0) = (_(1) é)

7T(0,1,0,0) = (8 8)
T(0,0,1,0) = <8 8)
7(0,0,0,1) — <8 8)
Asi que,
T(z,y,2,t) = T(x(1,0,0,0)+y(0,1,0,0)+ z(0,0,1,0) +£(0,0,0,1))

2T(1,0,0,0) + yT(0,1,0,0) + 27(0,0,1,0) + ¢T(0,0,0, 1))

o 0 1 " 0 0 " 0 0 t 0 0

“ =1 0)" o o) 0 0 0 0

. 0 =z

o -z 0
Asi esta T es una transformacién lineal que no es un isomorfismo, porque por ejemplo dimg(ker(7)) = 3. Esto es
consecuencia del teorema de la dimensién.

1 1 1
3.8 T : R® — R? tal que T(z,9,2) = (zx+y+2z,0—y — 2,0 +2y+32), y TP = 1 -1 1 |, para
1 1 -1

a={(1,2,-1),(1,1,-3),(0,1,1)} y 3 = {v1,v2,v3} dos bases de R3 entonces
3.1 Demuestre que T € Lg(R?).
Solucién
Etapa 1. Siuy = (z1,51,21) € R3 y us = (72,92, 22) € R3. Debemos mostrar que T'(u; + uz) = T (u1) + T (uz).

T(ur +uz) = T((x1,91,21) + (T2, Y2, 22))

= T((x1+ 22,91 + Y2, 21 + 22))
(x1 +x2+y1 +y2 + 221 + 220,21 + T2 — Y1 — Y2 — 21 — 22,21 + T2 + 2y1 + 2y2 + 321 + 322)
(@1 + Y1+ 221,21 — Y1 — 21,21 + 251 + 321) + (22 + Y2 + 222, 32 — Y2 — 22,72 + 292 + 322)
T((z1, 91, 21)) + T((22,y2, 22))
= T(u1)+ T(u2)

Etapa 2. Si u = (z,y,2) € R3 y X\ € R. Debemos mostrar que T (Au) = \T(u).



T(A) = T(Mz,y,2))

T((\x, Ay, Az))

= (Az+ Ay +22z, Az — Ay — Az, Az + 20y + 3A2)
= Mz+y+22),Mz—y—2),\Nz+2y+32))
Me+y+2z,2—y—z,2+2y+3z2)

M (x,y, z)

AT (u)

Luego, T € Lg(R3)

Determine , si es posible, la base 3.

Solucién

Etapa 1. Debemos determinar la base 8 = {v1,v2,v3}.

Etapa 2. Gestion de la informacién

1 1 1
Por definicién [T)? = ([T(1,2,-1)]s [T(1,1,-3)]s [T(0,1,1)]), y por hipétesis [T]? = | 1 —1 1 |, esto nos
1 -1

permite plantear ecuaciones para obtener los datos que nos faltan.

1

[T(1,2,—1)][3: 1 < T(1,2,—1):’Ul+1}2+’03<:>’Ul+1)2+1)3:(1,0,2)
1
1

[T(l,l,—?})]ﬁ: -1 < T(l,l,—3):’01—1)2+’03<:>’Ul—1)2+1)3:(—4,3,—6)

1
1

[T(O,l,l)]ﬁ: 1 < T(O,l,l):vl + Vo — VU3 <= V1 +02—1}3:(3,—2,5)
-1

Luego tenemos el sistema, (porque son condiciones simultaneas que deben cumplirse).

(1) v1+ve+vs = (1,0,2) v1 = (—3,%,—3) :Haciendo (2)+ (3)
(2) vi—vetuvz = (=4,3,-6) |= qv2 = (3,-%,4) : Haciendo (1) — (2)
(B) mtwv—vs = (3,-2,5) v3 = (—1,1,-3) :Haciendo (1) — (3)

Asi que, obtenemos la base (3, pedida.

Determine, si es posible, [T]g
Solucién

Etapa 1. Debemos determinar [T]g =([T(n)lg [T(v)lg [T(v3)]s)

Etapa 2. Ahora pasamos directamente a generar [T]g



([Tl [T(v2)lp [T (v3)lp)

B
- (PG, BG), PC)])
2°2° 2/, 2" 2 3 2)]15
a
En general calculamos ([T'(z,y,2)]s = | b |, es decir debemos resolver la ecuacién:
c
a
[(z+y+2z,2—y—z,2+2y+32)]g=| b |, en consecuencia calculamos lo siguiente:
c
11 1 5 3 3
(x+y+2z,2—y—z,2+2y+32) = a (—5,5,—5) +0b (5,—5,4> +ec (—1,1,—§>
Por tanto tenemos que resolver el sistema de ecuaciones lineales:
- b
(1) 7& + % — ¢ = z+y+2z
a 3b b=2x+z : Haciendo (1) + (2)
2 - - = + ¢ = z-y—z _ ) .
2 2 = <c=6x—2y+z :Haciendo (2)+ (3)
a = —4x 4 2y — z Sustituyendo en (2)
a 3c
(3) —5 + 40 - 5 = x4+ 2y + 3z

Asi que,

(t+y+2z,2—y—z,z+2y+32)

Equivalentemente, y es de la forma que nos interesa, hemos obtenido la férmula

La que nos permite decir que

4. Sean Vy W dos K espacios vectoriales tales que dimg(V) =n y dimg(W) =m. Si T € Lg(V,W), a = {v1,va, ...

7]

B

11 1
= (-dz+2y-—2) (‘57 57—§>

4 (224 2) (;——

(—dx+2y—2)

([T(xvyvz)]ﬁ = (2$

+2)

(6x — 2y + z)

1l

2727 2

7 1
- 17 -
2 2
3 7
—_— 9 I
2 2
B
2 2

es una base de Vy T'(a) = {T(v1), T (v2),...,T(v,)} C W. Demuestre que

T(«) linealmente independiente

= n<m

3
2

74) + (6 — 2y + 2) (—1717——

»Un}



Solucién

Etapa 1. Alternativa 1. Conceptual:

T(a) ={T(v1),T(v2),....,T(vp)} CW = (T(a)) <W
T(a) Linealmente independiente = dimg (7T («
(

Alternativa 2.
ueker(t) < weV A T(u)=0w
U = Z a;v; AN T (Z aivi> = Ow; (a es base de V)
i=1 i=1

= u= Z a;v; A ZaiT(vi) =0w; (T €Lg(V,W))
i=1 i=1

I

= u= Z avi AN a;=0 (Vi;1<i<mn); (T(«) Linealmente independiente)
i=1

— u:iO"UiZOV
i=1

= ker(T) = {0y} Es decir, T Inyectiva
Para concluir por el teorema de la dimensién y recordando que Img (T) < W
n=dimg(V) = dimg(ker(T)) + dimg(Img (7))
= 0+ dimg(Img (7))
= dimg(Img (T)) <m



