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(1) Si S = {A = (aij) ∈MR(n) | (aij) = (−aij)t} entonces demuestre que

(a) A ∈ S =⇒ det(A) = (−1)n det(A)

Solución

Etapa 1. P.d.q. A ∈ S =⇒ det(A) = (−1)n det(A)

Etapa 2. Gestión de la información.

A ∈ S⇐⇒ A = (aij) ∈MR(n) ∧ (aij) = (−aij)t ⇐⇒ A = (aij) ∈MR(n) ∧ (aij) = (−aji)

entonces para A = (aij) ∈ S debemos tener que

det




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
... · · · ...

an1 an2 · · · ann


 = det




−a11 −a21 · · · −an1

−a12 −a22 · · · −an2

...
... · · · ...

−a1n −a2n · · · −ann


 = (−1) det




a11 a21 · · · an1

−a12 −a22 · · · −an2

...
... · · · ...

−a1n −a2n · · · −ann




= (−1)2 det




a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

...
... · · · ...

−a1n −a2n · · · −ann


 · · · (−1)n det




a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

...
... · · · ...

a1n a2n · · · ann




= (−1)n det




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
... · · · ...

an1 an2 · · · ann




t

= (−1)n det




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
... · · · ...

an1 an2 · · · ann




Aśı que, det(A) = (−1)n det(A)

(b) A ∈ S ∧ n impar =⇒ det(A) = 0

Solución

A ∈ S ∧ n impar =⇒ det(A) = (−1) det(A) =⇒ det(A) = 0

(2) Si A =




(1 + a) a2 a3 a4

a (1 + a2) a3 a4

a a2 (1 + a3) a4

a a2 a3 (1 + a4)


 entonces determine el conjunto

X = {a ∈ C | A 6∈ U(MC(4))}
1Cada problema vale 1.5 puntos.
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Solución

Etapa 1. Debemos determinar X = {a ∈ C | A 6∈ U(MR(4))}

Etapa 2. Gestión de la información

a ∈ X ⇐⇒ a ∈ C ∧ A 6∈ U(MR(4)) ⇐⇒ a ∈ C ∧ det(A) = 0

⇐⇒ a ∈ C ∧ det




(1 + a) a2 a3 a4

a (1 + a2) a3 a4

a a2 (1 + a3) a4

a a2 a3 (1 + a4)


 = 0

Ahora procedemos a calcular el det(A).

det




(1 + a) a2 a3 a4

a (1 + a2) a3 a4

a a2 (1 + a3) a4

a a2 a3 (1 + a4)


 = det




1 −1 0 0
a (1 + a2) a3 a4

a a2 (1 + a3) a4

a a2 a3 (1 + a4)




= det




1 −1 0 0
0 (1 + a + a2) a3 a4

a a2 (1 + a3) a4

a a2 a3 (1 + a4)




= det




1 −1 0 0
0 (1 + a + a2) a3 a4

0 a + a2 (1 + a3) a4

a a2 a3 (1 + a4)




= det




1 −1 0 0
0 (1 + a + a2) a3 a4

0 a + a2 (1 + a3) a4

0 a + a2 a3 (1 + a4)




= det




(1 + a + a2) a3 a4

a + a2 (1 + a3) a4

a + a2 a3 (1 + a4)




= det




1 −1 0
a + a2 (1 + a3) a4

a + a2 a3 (1 + a4)




= det




1 −1 0
0 (1 + a + a2 + a3) a4

0 a + a2 + a3 (1 + a4)




= det
(

(1 + a + a2 + a3) a4

a + a2 + a3 (1 + a4)

)

= (1 + a + a2 + a3)(1 + a4)− a4(a + a2 + a3)
= 1 + a + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 − a5 − a6 − a7

= 1 + a + a2 + a3 + a4

=
a5 − 1
a− 1

Luego,

a ∈ X ⇐⇒ a ∈ C ∧ a5 − 1
a− 1

= 0 ⇐⇒ a ∈ C ∧ a5 = 1 ∧ a 6= 1 ⇐⇒ X =
{

a = cos
2kπ

5
+ i sen

2kπ

5
| k = 1, 2, 3, 4

}
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(3) Si ω es una ráız cúbica de la unidad, (es decir ω3 = 1) tal que ω 6= 1 entonces demuestre que

(1 + ω) · (1 + 2ω) · (1 + 3ω) · (1 + 5ω)− 21 = 0

Solución

Etapa 1. P.d.q. (1 + ω) · (1 + 2ω) · (1 + 3ω) · (1 + 5ω)− 21 = 0

Etapa 2. Gestión de la información

(a) Si ω es una ráız cúbica de la unidad y ω 6= 1 entonces 1 + ω + ω2 = 0

(b) Usando esta información y llamando C = (1 + ω) · (1 + 2ω) · (1 + 3ω) · (1 + 5ω) procedemos a calcular lo pedido.

C = (1 + ω) · (1 + 2ω) · (1 + 3ω) · (1 + 5ω)
= (−ω2) · (ω − ω2) · (2ω − ω2) · (4ω − ω2); (Pues, 1 + ω = −ω2)
= (−ω2) · ω(1− ω) · ω · (2− ω) · ω · (4− ω)
= (−ω2)(1− ω) · (2− ω) · (4− ω) · ω3

= (−ω2)(1− ω) · (2− ω) · (4− ω); ( Pues, ω3 = 1)
= (−ω2 + ω3) · (2− ω) · (4− ω)
= (1− ω2) · (2− ω) · (4− ω)
= (2 + ω) · (2− ω) · (4− ω)
= (4− ω2) · (4− ω)
= (5 + ω) · (4− ω)
= 20− 5ω + 4ω − ω2

= 20− ω − ω2

= 20 + 1; (Pues, − ω − ω2 = 1)
= 21

(c) Finalmente, concluimos que (1 + ω) · (1 + 2ω) · (1 + 3ω) · (1 + 5ω)− 21 = 0

(4) Dado el sistema lineal




λ (2λ− 1) (λ + 2)
0 (λ− 1) (λ− 3)
λ (3λ− 2) (3λ + 1)







x
y
z


 =




1
(1 + λ)
(2− λ)


 (?)

Determine S = {λ ∈ R | (?) tiene solución única}

Solución

Etapa 1. Debemos determinar S = {λ ∈ R | (?) tiene solución}

Etapa 2. Gestión de la información.

De acuerdo al Teorema del Rango

λ ∈ S ⇐⇒ λ ∈ R ∧ (?) tiene solución única
⇐⇒ λ ∈ R ∧ ρ(A|B) = ρ(A) = 3

Donde ρ(A|B) y ρ(A) son los rangos de (A|B) la matriz ampliada asociada al sistema (?), y A la matriz de coeficientes
asociada también a (?).

Aśı que debemos calcular dichos rangos.
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A|B =




λ (2λ− 1) (λ + 2) | 1
0 (λ− 1) (λ− 3) | (1 + λ)
λ (3λ− 2) (3λ + 1) | (2− λ)


 ≈




λ (2λ− 1) (λ + 2) | 1
0 (λ− 1) (λ− 3) | (1 + λ)
0 (λ− 1) (2λ− 1) | (1− λ)




≈



λ (2λ− 1) (λ + 2) | 1
0 (λ− 1) (λ− 3) | (1 + λ)
0 0 (λ + 2) | −2λ


 ≈




λ λ 5 | −λ
0 (λ− 1) (λ− 3) | (1 + λ)
0 0 (λ + 2) | −2λ


 (∗)

• Si λ = 0 entonces de (∗) sigue que

A|B ≈



0 0 5 | 0
0 −1 −3 | 1
0 0 2 | 0


 ≈




0 0 5 | 0
0 1 3 | −1
0 0 2 | 0


 ≈




0 0 0 | 0
0 1 0 | −1
0 0 1 | 0




Conclusión ρ(A|B) = ρ(A) = 2 < 3. Aśı que 0 /∈ S

• Si λ 6= 0 entonces de (∗) sigue que

A|B ≈



1 1 5
λ | −17

0 (λ− 1) (λ− 3) | (1 + λ)
0 0 (λ + 2) | −2λ


 (∗∗)

• Si λ 6= 0 y λ = 1 entonces de (∗∗) sigue que

A|B ≈



1 1 5 | −1
0 0 −2 | 2
0 0 3 | −2


 ≈




1 1 5 | −1
0 0 −2 | 2
0 0 1 | 0




≈



1 1 0 | −1
0 0 0 | 2
0 0 1 | 0


 ≈




1 1 0 | −1
0 0 1 | 0
0 0 0 | 2




Conclusión ρ(A|B) = 3 y ρ(A) = 2. Aśı que 1 /∈ S

• Si λ 6= 0 y λ 6= 1 entonces de (∗∗) sigue que

A|B ≈



1 1 5
λ | −1

0 1 (λ−3)
(λ−1) | (1+λ)

(λ−1)

0 0 (λ + 2) | −2λ


 ≈




1 0 8λ−5−λ2

λ(λ−1) | − 2λ
λ−1

0 1 (λ−3)
(λ−1) | (1+λ)

(λ−1)

0 0 (λ + 2) | −2λ


 (∗ ∗ ∗)

• Si λ 6= 0, λ 6= 1 y λ = −2 entonces de (∗ ∗ ∗) sigue que

A|B ≈


−2 0 − 25

6 | − 4
3

0 1 5
3 | 1

3
0 0 0 | 4




Conclusión ρ(A|B) = 3 y ρ(A) = 2. Aśı que −2 /∈ S

• Si λ 6= 0, λ 6= 1 y λ 6= −2 entonces de (∗ ∗ ∗) sigue que

A|B ≈




1 0 8λ−5−λ2

λ(λ−1) | − 2λ
λ−1

0 1 (λ−3)
(λ−1) | (1+λ)

(λ−1)

0 0 1 | −2λ
(λ+2)


 (∗∗)

Conclusión ρ(A|B) = 3 y ρ(A) = 3. Aśı que

S = R− {−2, 0, 1}
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Solución alternativa

λ ∈ S ⇐⇒ λ ∈ R ∧ (?) tiene solución única
⇐⇒ λ ∈ R ∧ ρ(A|B) = ρ(A) = 3

Donde ρ(A|B) y ρ(A) son los rangos de (A|B) la matriz ampliada asociada al sistema (?), y A la matriz de coeficientes
asociada también a (?).

Además como ρ(A) = 3 ⇐⇒ A ∈ U(MR(3)) ⇐⇒ det(A) 6= 0 entonces debemos proceder a calcular det(A).

det(A) = det




λ (2λ− 1) (λ + 2)
0 (λ− 1) (λ− 3)
λ (3λ− 2) (3λ + 1)


 = det




λ (2λ− 1) (λ + 2)
0 (λ− 1) (λ− 3)
0 (λ− 1) (2λ− 1)




= det




λ (2λ− 1) (λ + 2)
0 (λ− 1) (λ− 3)
0 0 (λ + 2)


 = λ(λ− 1)(λ + 2)

Aśı para, λ 6= 0, λ 6= 1 y λ 6= −2 tenemos solución única del tipo




x
y
z


 =




λ (2λ− 1) (λ + 2)
0 (λ− 1) (λ− 3)
λ (3λ− 2) (3λ + 1)



−1 


1

(1 + λ)
(2− λ)




De donde sigue que,

S = R− {−2, 0, 1}


