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(1) SiS={A=(aij) € Mr(n) | (a;j) = (—ai;)'} entonces demuestre que
(a) AeS = det(A) = (—1)"det(A)
Solucién
Etapa 1. P.d.q. A €S = det(4) = (—1)"det(A)

Etapa 2. Gestién de la informacién.
AeS<= A= (Clij) € MR(TL) A (aij) = (—Clij)t — A= (U,ij) S MR(H) A (aij) = (—aji)

entonces para A = (a;;) € S debemos tener que

aix a2 - Qip —ai1  —a21 -+ —0ni a11 a21
21 Q22 -+ A2p —a12 —a2 - —Qp2 —a12 —a22
det ) . ) = det ) ) | =(=1)det
an1 an2 T Ann —Q1n —Q2n e —Qnn —Q1n —Qa2n
a11 a1 - Qpl a1l a1
9 a12 a2 - an2 n a1z a22
= (=1)“det . . . - (=1)" det
—Q1n —Q2n Tt —Qnn A1n aan
t
a1 aiz -+ Qip aix a2
n Ga21 Q22 -+ G2p n a1 a22
= (=1)"det ) . ) = (—=1)"det
anl an2 Tt Ann anl an2

Asi que, det(A) = (—1)"det(A)

(b) A €S Animpar = det(A) =0

Solucion
A €S Animpar = det(A) = (—1)det(A) = det(A4) =0
(1+a) a? a a
2 3
(2) Si A= @ (1 ;r;l ) (1 i o) ot entonces determine el conjunto
a a? a’ (1+a%)

X = {aeC|AgUMc(4)}

LCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’
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Solucién
Etapa 1. Debemos determinar X = {a € C | A ¢ UMg(4))}

Etapa 2. Gestién de la informacién

ae€X <= ac€CANALUMr4)) < acC A det(A)=0
a

(1+a) a? a? 4
a (1+a?) ad a* _
<~ acC A det a a2 (1 + (],3) (Z4 =0
a a? a? (14 a*)
Ahora procedemos a calcular el det(A).
(1+a) a? a a 1 -1 0 0
a (14 a?) a’ a B a (1+a?) ad at
det a a? (1+a?) a* = de a a? (1+a?) at
a a? a’ (1+a%) a a? ad 1+ a*)
1 -1 0 0
_ 0 (14+a+a? a? at
= det a a? (1+a®) at
a a? a’ (1+a%)
1 -1 0 0
~ et | O (14 a+a?) a’ a*
- 0 a+ a? (14 a®) at
a a? a’ (1+ a%)
1 -1 0
— det 0 (1+a+a? a’ a*
- 0 a+ a? (1+a?) a*
0 a+ a? a’ (1+a%)
(14 a+a?) a’ a*
= det a+a? (1+a®) a*
a+a? a’ (1+a%)
1 -1 0
= det| a+a? (1+a3) a*
a+a? a’ (1+a%)
1 -1 0
= det[ 0 (1+a+a®+a?) a’
0 a+a®+a® (1+a%)
~ det (1+a+a®+a?) at
- a+a®+a? (14 a*)
= (14+a+ad®>+a®)(1+a*) —a*(a+a®+a?)
= 14+a+a*+a®+a* +a° +a +d" - d°
= l+a+d*+a®+d
_ a® -1
- a-—1
Luego,
a®—1

aeX <= acC A
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—a —a

2k 2k
1 =0<«<=acC /\a5:1/\a7é1<:>X={a:cos57T+isen57r|k:1,2,3,4}



(3) Si w es una rafz ctibica de la unidad, (es decir w® = 1) tal que w # 1 entonces demuestre que
(I4w) - 14+2w)-1+3w)-1+5w)—21 = 0

Solucion

Etapa 1. Pd.q. (14+w) - (1+2w)-(14+3w)-(1+5w)—21=0

Etapa 2. Gestién de la informacién

(a) Siw es una raiz cibica de la unidad y w # 1 entonces 1 +w + w? =0

(b) Usando esta informacién y llamando C = (1 + w) - (1 4+ 2w) - (1 + 3w) - (1 + 5w) procedemos a calcular lo pedido.

C = (14w)-142w) - (1+3w)-(1+5w)
= (—w?) (w—w?) 2w—w?) (4w —w?); (Pues, 1 +w=—w?)
= (W) wl-w) w 2-w) w-(4-w)
— (I —w) 2—w) (d—w) WP
= (—w)(1-w) - 2-w) 4—-w); ( Pues, w® =1)
= (W +w?) 2-w) (4 -w)
= (1-w?)(2-w) (1)
= 24w)-2-w)-@d-w)
- 4-w?) (d-w)
= b+w)-d—w)
= 20— 5w+ 4w — w?
= 20— w-—w?
= 20+1; (Pues, —w —w?=1)
= 21

(¢) Finalmente, concluimos que (1 +w)- (1 +2w) - (1 4+3w)-(1+5w)—21=0

(4) Dado el sistema lineal

A2 —1) (A+2) x 1
0 (A-1) (A=3) y | =( @Q+X) (%)
A (BA—2) (3A+1) 2 2- )

Determine S = {\ € R | (%) tiene solucién tnica}

Solucién

Etapa 1. Debemos determinar S = {\ € R | (%) tiene solucién}
Etapa 2. Gestién de la informacién.

De acuerdo al Teorema del Rango

AES <= XeR A (%) tiene solucién unica
< XeR A p(A|B)=p(A)=3

Donde p(A|B) y p(A) son los rangos de (A|B) la matriz ampliada asociada al sistema (%), y A la matriz de coeficientes
asociada también a (x).

Asi que debemos calcular dichos rangos.



A @ -1 (A +2) | 1 A @ -1 (A +2) | 1
AB = (0 A=1) (A—3) | (1+A)>z(0 A=1) (A-3) | (1+>\))
A (BA—2) BA+1) | (2-)) 0 (A—1) 2r-1) | (1-»
A @ -1 A+2) | 1 AA 5 | -A
(o A—1) (A-3) | (1+/\))z(0 A—1) (A—3) | (1+>\))
0 0 A+2) | —2A 0 0  (A+2) | -—2A

e Si A = 0 entonces de (*) sigue que

Q

0 0 5 |0 005 ] o0 000 1] 0
AB = 0 -1 3| 1]=[013] -1]=([010] -1
0 0 2 1] 0 00 2] 0 001 ]| O
Conclusién p(A|B) = p(A) =2<3. Asique 0¢ S
e Si A # 0 entonces de (x) sigue que
1 1 R
AlB = 0 A=1) (A=3) | 1+N (%x)
0 0 A+2) | —2x
e Si A#0y A =1 entonces de (x*) sigue que
11 5 | -1 11 5 | -1
AB ~ 00 2| 2|~[00 -2 | 2
00 3 | -2 00 1] 0
110 | -1 110 | -1
~ 000 ] 2]=[001] 0
001 ] o0 000 | 2
Conclusién p(A|B) =3y p(A) =2. Asique 1 ¢ S
e SiA#£0y A#1 entonces de (xx) sigue que
A—5—)? A
ok T\ L A
AlB = 0 1 e | oo ~| 0 1 ] | ] (5 % %)
00 (A+2) | —2A 00 (A+2) | -2\
e SiA#0,A#1y A= —2 entonces de (x * ) sigue que
-2 0 -2 _4
. LT
AB~| o 1 3| 1
0 0 0 | 4
Conclusién p(A|B) =3y p(A) =2. Asi que —2 ¢ S
e SiA#£0, A#1y A# —2 entonces de (x * ) sigue que
A—5-—)? A
M = U
AlB = 0 1 6o | Q}}\) (%)
00 1 | o)

Conclusién p(A|B) =3y p(A) = 3. Asi que

S=R-{-2,0,1}



Solucién alternativa

AES < XeR A (x) tiene solucién tnica
< AXeR A p(A|B) =p(A)=3

Donde p(A|B) y p(A) son los rangos de (A|B) la matriz ampliada asociada al sistema (%), y A la matriz de coeficientes
asociada también a (x).

Ademaés como p(A) =3 <= A € UMg(3)) <= det(A) # 0 entonces debemos proceder a calcular det(A).

A @A -1 (A +2) A 2A—1) (A +2)
det(4) = det(() (A—1) (A—3) ):det(o (A—1) (/\3))
A ) 0

(3A—2) (3A+1 A=1) (2x—-1)
()\ (22 —1) (A+2))
= det{ 0 (A=1) (A=3) | =20 -1)(1+2)
0 0 A+2)

Asi para, A #0, A # 1 y A # —2 tenemos solucién tunica del tipo

z A2 =1 (A+2) \ ! 1
(y)_(o (A—1) (>\—3)) ((1+>\))
z A (BA—2) (BA+1) 2-)\)

De donde sigue que,

S=R-{-2,0,1}



