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(1) Sea A un conjunto no vacio y considere las funciones hy : A —— A, ho : A+—— Ay hg: A —— A. Demuestre que

[(hi ohy =h3zohs) A  hg sobreyectivol = hy = hg

Solucién
Etapa 1. hy = hg si y s6lo si hq(a) = hs(a) (Va;a € A), por tanto debemos mostrar justamente eso.
Etapa 2. Gestion de la informacién
e Como hy es sobreyectiva entonces Img (ha) = A, asi que para cada a € A existe b € A tal que ha(b) = a

e Luego, procedemos a usar la igualdad hy o hg = hs o hg, como sigue:

hi(a) = hi(h2(b))
(hy o ha)(b)
(h3 o ha)(b)
hs(h2)(b))
= hz(a)

Luego, h1 = hs

(2.a) Demuestre que

cos 2« _ 1+tga
l—sen2a  1—-tga

Solucién

LCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



sen o sen «v + cos «

1+

1+tga _ cosa _ COS O :sena—i—cosa
1-tga 1 SR cosa—sena  cosa —sena
COS ¥ CcOS (¢

2

COsS(x — sen«

sena + cosa [ cosa — sen cos? o — sen® «
COS @ — sen o

(cos o — sen «)

- cos 2a - cos 2a

© cos2a—2cosasena +sen?2a 1 — 2cosasena
_ cos2a

1 —sen2a

(2.b) Desde un faro, que estd a 50 metros sobre el nivel del mar, el ”Guardafaros” observa una preocupante estela de petréleo
en la superficie del agua, bajo dngulos de depresion de 15° y de 60° respectivamente. Determine usted, si es posible, la
longitud de la estela de petrdleo.

Solucién

Etapa 1. El problema se puede plantear como sigue:

A B Mancha de petréleo C

Etapa 2. Gestion de la informacién

e En A rectdngulo BAD tenemos que

50 50
tg 60 = — AB =— 1
g 1B = 5" (1)
e En A rectangulo CAD tenemos que
50 50
tglb=— = AC=——m (2)

AC tg 15



Ahora,

sen(45 — 30)
cos(45 — 30)
sen 45 cos 30 — sen 30 cos 45
cos 45 cos 30 + sen 45 sen 30

tglh =

V2 N3 1. A2
_ 2 2 2 2
Z
V6—V2
V6 + /2
Sustituyendo en (2) tenemos que
Aczwm — AB+Bc:wm
V6 — /2 V6 — /2
50(v6 +v2)
— BC = m — AB
V-2
50(v/6 + V/2) 50 .
= BC=-—F———"m——m (Aplicando (1))
V6 — /2 V3
5o(f+f) 50v/3
— BC m — 3 m
<508+2\/_ 50\/§>
== m
3
(508+4\/_ 50\/§>
== m
3
_ (50 50\/—>
3
— <1oo+5of—¥>
3oo+150\/§—50\f
- 3 m
1
. BC:300+300\/§m
— BC~158m

(3) Dadas las pardbolas Py = {(z,y) € R?| 22 — 22 —8 —y =0} y Py = {(z,y) € R? |y + 2% — 20 — 8 = 0}. Determine, si
es posible, la ecuacién general de una circunferencia que pasa por los puntos de interseccién de ambas parabolas, y por
el centro de la cénica de ecuacién general 472 +/2 y2 — 247 — 102 y+ 36+ 21v/2 =0
Solucién

Etapa 1. Debemos determinar la ecuacion general de una circunferencia. Para ello contamos con que la ecuaciéon
canodnica de una circunferencia es de la forma:

(@=h)?+(y—k? = »? 3)



Etapa 2. Determinamos ahora los puntos por los cuales debe pasar (3)

(a) u e Py NPy <= ue Py Au € Py, es decir

uweP NPy <= u=(x0,5)A (yo =25 — 20 — 8 Ayo = —x5 + 2x0 + 8)
— u= (l‘o,yo) (LL'% —2x9g—8 = —x% + 2x9 + 8)
<~ u=(zo,Y) 2960 49— 16 =0
<~ u=(z0,Y0) x0—2x0—820

2+ /44 32
= u:(x07y0)/\x0:f
2+6
e uz(xo,yo)/\xozT
4
= u= (330790) A xTo = _9
= u=(-2,0)Vu=(4,0)

Luego, tenemos que P =

(_270) yQ= (470

) estan en la circunferencia (3). Asi que

V(=2 —=h)2+k2=/(4—h)2+42 = (=2 —h)?+k?=(4—h)?+k?
= 4+4h+h*+k? =16 — 8h+ h? + k?
= 4 +4h =16 —8h
= 12h = 12
—h=1
Asi que (3) nos queda como:
(-1 +(y—k)? = 7 (4)

(b) Determinamos el centro de la seccién cénica dada:

422 + V2 y? — 242 — 102 y + 36 + 21V/2 = 0

Firrueee

~

Por tanto, una elipse y su centro es P = (3,5

(¢) Sustituyendo en (4), por ejemplo los punto (3,5) y

B-1)2+5B-k?=(4-

Finalmente, (h, k) = (1,

12+ k2

4(x? — 62) + V2(y* — 10y) + 36 +21vV2 =0
422 =62 +9—9)+V2(y> — 10y +25 —25) + 36 +21vV2 =0

4(z —3)? =36+ V2(y — 5)% — 25V2 + 36 + 21V2 = 0
4z —3)2 =36+ V2(y — 5)% — 25v2 4+ 36+ 21vV2 =0
4z =32 +V2(y—5)2-4v2=0
($—3)2+(3/—45)2:1

(4,0) tenemos que

= 4+(B5-k2=9+k
— 44+25-10k+k*=9+k>
— 4+25-10k=9

<— k=2

2), r = 13, y nuevamente sustituyendo en (4) tenemos el resultado deseado. Es decir



(x—1)2+(@y-2)7? = 13
22 =204+ 149% —4dy+4 13
2 4y?—20—4y—8 = 0

(d) La situacién gréfica no es pedida, sin embargo, la incluyo para su andlisis:

y—1°+20+8=0

Ecuacién de pardbola

NG 1

2?4y — 20 —4y—8=0

Ecuacién de la circunferencia

22 -2 —-8—y=0

Ecuacién de pardbola



(4) Si se define la funcién T : Mg(2) — Rs[z]como sigue:

a a
T ( a; a;z > = (a11 + age) + (a11 — az2) © + (14 A)(a12 + az1) 2° + A(arz — ag1)a®

(a) Demuestre que T es un homomorfismo (YA, A € R)
Solucién

Etapa 1. Debemos mostrar que para A € Mg(2) y B € Mg(2) entonces T (A + B) =T(A) + T(B)

Etapa 2. Si A = ( i iz ) €Mg(2)y B= ( 211 bia
21

€ Mg (2) entonces
Q21 Q22 ) R( )

b22

T(A + B) T<all+b11 G12+512)

a1 +ba1  agz + baa
= (a11+bi1 +age + boz) + (a11 + b1y — aze — bao) x4+ (14 X) (a1 + bz + az1 + bay)z® +
Aaiz + bz — a1 — ba1)2®
= (@11 +ag +bi1 + ba2) + (a11 — azs + bi1 — bas) @ + (1 + A)(a12 + az1 + bia + boy)z® +
AMarz — as1 + bia — bap )
= (a1 + ag) + (a11 — az) v + (1 + A)(a12 + G21)332 + Maiz — 021)1?3 +
(b11 + b2a) + (b11 — baz) & + (1 + A)(b12 + ba1)2? + A(b1a — ba1)z®

_ T< a1 a12 >+T< bi1 b2 >
G21  A29 ba1  bao

Finalmente, T es un homomorfismo de grupos (VA; A € R)

(b) Determine el conjunto, I = {A € R| T es un isomorfismo}
Solucién

Etapa 1. Como T es un homomorfismo de grupos (VA; A € R) entonces las restricciones para A, deben provenir de
su biyectividad.

Etapa 2. En esa direccién tenemos que:
(i) T inyectivo si y sélo si ker(T") = {0 (2)}. Es decir podemos estudiar el nicleo de T'.

Acker(T) <= AecMg(2)AT(A) = Op,

— A_<a”

az1 Q22 >
=0+

( 12 )—0+03:+03:2+03:3
azo

= A= ( . A (a11 + ag2) + (a11 — agz) @ + (14 A)(a12 + ag1)z® +

a1
0z + 022 4 02®

a1 + a2 =
a1l ai2 ajl — a2 =
— A= A
< az  aze > (14 N(ai2 +a21) =
Maiz —as) =

Aai2 — azl)

ayp =az =0
- (1+)\):O\/(a12+a21):0
)\=0\/(a12+a21)20

o O OO

0 0
0

Luego, ker(T") = {Opg, (2)} siy sélosi A= ( 0

> (VA; A € ker(T)) siy sélosi (1+A) #0y A #0. Por
tanto T inyectivo si sélo si {—1,0} C T
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(ii) Finalmente, T sobreyectivo si y sélo si Img(T) = Rs[z]. Pero sabemos que por definicién de funcién, para
que T sea sobreyectiva basta que tenga solucién en Mg(2), la ecuacién T'(A) = p(x), para cada polinomio en

a1

€ R3|z|. Es deci A=
p(x) 3[z]. Es decir para <a21 s

T(A) =by+ bz + boa? + bzr® =

ai2

y p(x) = by + byx + box? + bza®

a1 + azz = bg
ap — az = b
(1 + )\)((112 + a21) = by
/\(a12 - 021) = b3
a —b0+b1-a bo — by
n=—7 0=
(12 + az1) = —2— (14X £0)
a ag1) =
12 + a2 T+

(@12 —a21) =

>| &
.
>
N
=

En resumen, T sera sobreyectiva si A # 0y A # —1. Asi que

I =

R - {-1,0}



