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(1) Sean p, g y r proposiciones légicas y considere la nueva proposicién légica.
[(pVa) = pAr)]=ll¢=p)A(p=r1)] ()

1.1 Pruebe usando una tabla de verdad que la proposicién (*) es una Tautologfa.

Solucién

plg|lr|pVqg| <= |pAr| = |q=Dp|N|p=T
11111 1 1 1 1 1 1 1
11110 1 0 0 1 1 0 0
1101 1 1 1 1 1 1 1
1100 1 0 0 1 1 0 0
011]1 1 0 0 1 0 0 1
01110 1 0 0 1 0 0 1
0101 0 1 0 1 1 1 1
0{0|0 0 1 0 1 1 1 1

Luego (%) es una Tautologia.
1.2 Pruebe usando propiedades, (y no tabla de verdad) que (%) es una Tautologia.
Solucién

Etapa 1. Debemos mostrar que () es una Tautologia usando sélo propiedades. Es decir, si concordamos en hacer
A=[(pVq) < (pAr)y B=I[(g = p)A(p=r)] entonces debemos mostrar que

A— B (%)

Etapa 2. Gestién de la informacion.

(a) Como (*x*) es una implicacién, la tnica forma de ser falsa es que A sea verdadera y B sea Falsa, esto por
definicién del conectivo implicacién.

(b) Ahora como B es una conjuncién entonces ella es falsa si (¢ = p) es falsa 6 (p =) es falsa

(¢) Es interesante observar aqui que p aparece en ambas implicaciones que originan a B, como consecuente y
com antecedente respectivamente, asi que estudiemos las posibilidades de p.

(d) Si p es verdadero entonces

LCada problema vale 1.5 puntos.
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(i) (¢ = p) es verdadero, una vez més, por definicién de implicacién.

(i) Como B es falsa entonces por lo dicho antes (p = r) es falsa, y entonces de nuevo por definicién de
implicacion r es falsa

(iii) Luego tenemos que p es verdadera y r es falsa, pero entonces ahora analizando A, observamos que:
o p verdadera hace que (pV q) sea verdadera por definicién de suma légica o disyuncién.
o r falsa hace que (p A r) sea falsa por definicién de producto 1égico o conjuncién.
o Asf que juntando la informacién hace que A = [(pV q) < (pAr)] sea falsa lo que es una contradiccidn.
(e) Si p es falso entonces
(i) (p = r) es verdadero, una vez mds, por definicién de implicacién.

(ii) Como B es falsa entonces por lo dicho antes (¢ = p) es falsa, y entonces de nuevo por definicién de
implicacion g es verdadera

(iii) Luego tenemos que p es falsa y ¢ es verdadera, pero entonces ahora analizando A, observamos que:
o p falsa hace que (p A r) sea falsa por definicién de producto 16gico o conjuncién.
o g verdadera hace que (pV ¢) sea verdadera por definicién de suma légica o disyuncién.

o Asi que juntando la informacién hace que A = [(pV q) < (p A )] sea falsa lo que nuevamente es una
contradiccién.

(f) conclusién B no puede ser falsa y entonces (x) es verdadera.

(2) Demuestre usando Induccién Matemédtica que la férmula proposicional

F(n): 32ntl 4 ont2 4 7 eg divisible por 7 es verdadera (Vn;n € N)

Solucién

Etapa 1. Demostremos que F'(1) es verdadera.

32041 L ol42 L 71 _ 33 L 93 L 7l
= 27T+8+7

= 42

7-6

Luego, 7|42, e.e 7 divide a 42, y F(1) es verdadera.

Etapa 2. Como Hipétesis de Induccién supondremos que F'(n) es verdadera. e.e. suponemos que existe k tal que

32n+1 4 2n+2 4 7n — 7 . k (H)

Etapa 3. La Tesis de Induccién es que F(n + 1) es verdadera. e.e. debemos mostrar que existe h tal que



32(’ﬂ+1)+1 + 2(n+1)+2 + 77l+1 _ 7 . h — 32n+3 + 2n+3 + 7n+1 — 7 . h

En efecto

32n+3 + 2n+3 + 7n+1 . 32n+1 + 2n+2 + 7n — 9
32n+3 +9. 2n+2 +9.7n

—7.2n2 _2.7n

Asi que, por definicién tenemos que

32n+3 4 2n+3 4 7n+1 — 9(32n+1 + 2n+2 + 771) 4 (_7 . 2n+2 _ 2 . 777,)
B g 7k —7(2n+2 4 2.7
= T7(9-k—2""2 2.7

h

Luego, F(n + 1) es verdadera, y F(k) es verdadera (Vk; k € N)

(3) Sillamamos ¢ al coeficiente del k-ésimo término tj, para cada k en el desarrollo binomial (1 + )" y A = {ca,¢3,¢4}
entonces determine el conjunto
S = {neN| A es una progresién aritmética}
Solucién

Etapa 1. Debemos determinar los elementos del conjunto S. Es decir

neS <= neN A A=/{ccs,cq} es una progresion aritmética

< neN A c3—co=cqs—cs (De estas relaciones depende la solucién del problema)

Etapa 2. Gestién de la informacién

e Sabemos que ¢4 1 es el coeficiente del término ¢4 1. Asi que en primer lugar procedemos a determinar los términos
involucrados; to,t3 y t4

n

Cy = 1

n n— n n n

ther1 = (k;)l kxk:(k)xkzck_i_l:(k):} c3 = 5
n

Cq = 3



e Sabemos también que A = {cz, ¢35, ¢4} €8 una progresion aritmética si y sélo si ¢z — ca = ¢4 — ¢3. Asi que

e = ()-0)-0)-0

n! n! n! n!

T Wm_2! Um-D 3 m-3! 2(n_2).
=2 n—-1n ®m-1Dn @n-=3)!n-2)(n-1n (n-2)(n-1)n
— A (n—2)  U(in—1) 3! (n — 3)! 2 (n—2)!
n—1n n _ @m—=2)n-1n (n—1)n
R e e
(n=1)n—-2n (n—2)(n—1)n—3n(n-1)
= 2 B 6
n(n —3) B n(n —1)(n —5))
= T2 = 6
<~ 3(n—-3)=Mm-1)(n-75)
— 3m-9=n*-6n+5
— n?-9n+14=0

e Finalmente,

n?—In+14=0 = (n-2)n-T7)=0=n=2An="7

Etapa 3. Conclusiones y toma de decisiones:
. 2 2 .
e Si n =2 entonces tenemos que )= 2, 5) = 1y 5) = No definido, por tanto 2 ¢ S

7 7 7
e Si n =7 entonces tenemos que ( 1) =1, ( ) =21y ( ) = 35 forman una progresién aritmética con diferencia
14.

Luego, S = {7}

(4) Sea U = {r(z) = ap + a1z + azx? € Ra[z] | 3ap — 2a1 = az}. Define en R[] la relacién
p(x) Rg(r) <= (¢(z) —p(z)) €U (paracada: p(r) € Ro[z] y ¢(z) € Rof2])

4.1 Demuestre que R es una relaciéon de equivalencia.
Solucién
(a) Debemos mostrar que R es una relacién reflexiva, y para ello observamos lo siguiente.

Si r(z) = ap + a17 + azz? € Ry[z] entonces

2

r(z) —r(x) = (ap + a1z + agz?®) — (ap + arz +agz®) = 0 + 0 -+ T

0
— —~

ao al az

Ademds 3-0—2-0=0, asi que (r(z) —r(z)) € Uy r(z)Rr(z), y por ende es una relacién reflexiva.

(b) Debemos mostrar que R es una relacién simétrica, y para ello esta vez procedemos como sigue:



Si r(z) = ap + a17 + azz® € Rafz] y s(x) = by + b1z + baz? € Ra[z] tal que r(z)R s(z) entonces

r(z)R s(z) <= (s(z)—r(x)) €U
= [(bg —ag) + (by — a1)x + (by — a)z?] €U
< 3(bp —ag) —2(by — a1) = (b2 — a2)
=  —=3(bop —ao) +2(b1 —a1) = — (b2 — a2)
= 3(ap — bo) —2(a1 — b1) = (a2 — ba)
= [(ap —bo) + (a1 — by)z + (az — be)x?] € U
= (r(x) —s(z)) €U

Y R es una relacién simétrica.
(¢) Debemos mostrar que R es una relacién transitiva, y para ello seguimos la siguiente rutina:

Si r(z) = ap + a1z + azx? € Rafx], s(x) = by + bix + baz? € Raz] y t(z) = co + c12 + caz? € Ry[z]tal que
r(z)R s(z) A s(xz)R t(x) entonces

r(z)R s(z) <= (s(z)—r(x)) el
< [(bo —ao) + (b1 —ar)x + (b2 — ag)fL'Q] elU
— 3(b0 — ao) — 2(b1 — al) = (bg — ag)
<= 3by — 3ag — 2b1 +2a1 = by — as (1)

Anélogamente,

s()Rt(x) <= (t(zx)—s(z)) el
<= [(CO — bo) + (Cl — bl)IE =+ (C2 — b2)I2] clU
< 3(00 — bo) — 2(61 — bl) = (Cg — bz)
< 3cg— 3bg —2¢1 +2by = co — by (2)

Haciendo (1) + (2) tenemos que

3bg — 3ap — 2b1 + 2a1 + 3¢cog — 3bg — 2¢1 + 2by = by —as + co — be —3ag + 2a1 + 3cg — 2¢1 = —az + co
3(60 — CL()) — 2(01 — a1) = C2 — Q2
(t(x) —r(x)) el

r(z)R t(z)

Ll

Y entonces R es una relacién transitiva, conforme a lo anterior es una relacién de equivalencia.
4.2 Demuestre que a + ax +az? =U (Va;a € R)

Solucién

En general, podemos calcular para p(r) = ag + a12 + a22?, p(x) = ag + a1 + azz?.



q(z) € p(xr) <= q(z) € Ro[z] A q(x) R p(x)
< q(I) = bo + blI + b2$2 S RQ[I] A\ [(CLO — bo) + ((1,1 — bl){E + (CLQ — bQ)Iz] cU
— q(,’E) =byo+bix+ b2£L’2 S Rg[ft] A 3(@0 — bo) — 2((11 — bl) = (ag — bz)
— q(,’E) =byo+bix+ b2$2 S Rg[ft] A 3bg — 2by — by = 3ag — 2a1 — as
— q(,’E) =byo+bix+ szL'Q S Rg[ft] A 3bg — 2by — (3(10 —2a1 — az) =by
< q(I) =bo+ bz + [3b0 —2b1 — (3(10 —2a1 — ag)]IQ bpeR A by eR
Asi que,
ag +a1x + asx? = {bo +bix + [3b0 — 2b; — (30,0 —2a1 — ag)]Iz | bp e R A by € R}

Por tanto, en particular para a + az + ax? tenemos que

a+ax+ar? = {by+biz+[3by—2b; — (3a —2a —a)]z? | by €R A by € R}
= {bg + b1z + [3by — 2b1]2% | bg € R A by € R}
Y por otra parte,
U = {r(z)=ao+air+ax® € Ro[r] | 3ap — 2a1 = a3}
{r(z) = ap + a1z + (3ap — 2a1)2* | ap €R A a; € R}

Luego, a + ax +azx? =U (Ya;a € R)



