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(1) Si A ={3,u2,u3,12,us,---} es una Progresién Aritmética entonces demuestre que para cada n € N

i <Z> up = 3n-2"1

k=1

Solucion

Etapa 1. P.d.q. Z (Z) up = 3n-2""1 paracadan € N
k=1

Etapa 2. Gestion de la informacién

(a) A es una progresién aritmética si y sélo si para cada k € N, up, = a3 + (k — 1)d
o uy=3=u,=3+(k-1)d
o Uy =12=12=3+4+3d=d =3 = u; =3k

(b) Sustituyendo el resultado anterior tenemos que,

i@‘) uk_zn:<z> 3k_3i<7];‘)k (%)

k=1 k=1 k=1

(¢) Ahora aplicando las definiciones adecuadas tenemos que:

n\ n! B n(n —1)! B (n—1)! _(n—1
k(k:) = T _k(n—k)!k(k—l)!_n(n—k)!(k:—l)!_n<k—1) (xx)

(d) Sustituyendo (#x) en (*) tenemos que

Zn:@) uk—3n§<z:i) (¢ % %)

k=1

(e) Pero como

S ()= () e (D) B () e

Entonces

i(g) up=3n-2""1

k=1

(2) Sea h: R3[x] — Mg(2) tal que h(ap + a1x + a2z? + azz®) = < 43 a1 a0 + A )

(2/\ — 1)(&2 + a3) ()\ + 3)@2

lCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



(a) Demuestre que h es un homomorfismo de grupos (VA; A € R)
Solucién

Sean p(z) = ag + a1x + a2 + azz® y q(x) = by + bix + bax? + b3z3, debemos mostrar que

h(p(z) + q(z)) = h(p(x)) + h(q(z))

h(ao + bo + (a1 + b1)z + (az + ba)z? + (as + bz)z®)
( (as +b3) — (a1 + b1) (ao + bo) + A(az + b3) )

h(p(x) + q(x))

2\ = 1)((az + b2) + (as + b3)) (A +3)(az + b2)

< (as —aq) (a0 + )\a3) ) i < (b3 —by) (bo + Ab3) >
A =1)((az +a3z) (A +3)az (A =1)((b2 +b3) (A +3)b2

h(ag + a1z + azx® 4 aza®) + hbg + b1z + box? + bya®)
h(p(z)) + h(q(x))

Luego, h es un homomorfismo para cada A € R.

(b) Determine el conjunto S = {\ € R | h no es un isomorfismo}
Solucién

e Sabemos que para cada A € R h es un homomorfismo.

e ) serd un isomorfismo si y s6lo si h es una funcién biyectiva.

e Asi que para h no ser un Isomorfismo basta que no sea inyectiva o sobreyectiva.

e Como la inyectividad estd determinada por el ker(h) y la sobreyectividad por la Img (h).
e Partiremos estudiando el ker(h).

p(z) Eker(h) <= p(z) € Rs[z] A h(p(x)) = Ony(2)
— p(z)=ag+az+ asx? + azx® A h(ap + a1z + asz? + ag,:v?’) (

0
0
as — aq ap + Aas > (

_ 2 3
<— p(x) =ap+ a1z + asz” + asx /\( 21— 1)(as + az) (A + 3)as

a3z — ap =
ag + Aag
2\ — 1)(az + a3) =
(/\ + 3)&2 =

o O O O
—~
*
~

— p(x) =ao + a1r + axx® + azx A

Estudiemos el sistema obtenido en (x)

Caso 1. (2\ — 1) = 0 entonces (*) se transforma en

a3—a1 =
a0—|— CL3 =

1
/\(a2:O/\a1=a3/\a0:—§a3)
(3 +3)a2 =

o O O

Asf que p(z) = —3a3 + azz + 0 - 2? + aza® € ker(h), para cada az € R. Por tanto A = 1 € S, pues

1
ker(h) = {p(x) = —50s +azz +0-2° + azz®; | ag € R} # {0+ 0z + 02% + 02°}

Caso 2. (2)\ — 1) # 0 entonces (*) se transforma en

az — ai

ao + Aas
az + as =
(/\ + 3)0,2 =

o O OO
—~
*
*
~




Caso 2.1 (2A —1) # 0 A (A4 3) = 0 entonces (xx) se transforma en

a3z — ap =0
ap—3az = 0|A (a1 =a3Aag=3a3Nax = —as)
as + as = 0

Asf que p(z) = 3az + azz — a3 - 2% + azz® € ker(h), para cada a3 € R. Por tanto A = —3 € S, pues
ker(h) = {p(z) = 3a3 + asz — az - 2 + azz®;| a3 € R} # {0+ Oz + 02® + 02°}
Caso 2.2 (2A — 1) # 0 A (A + 3) # 0 entonces (k*) se transforma en

asz —ax =
ap+Aazg =
ag + as =
a9 =

Asfque p(z) =04+ 0-2+0-22+0-23 € ker(h). Por tanto A # =3 ¢ S

/\(agzO/\agzO/\aon/\ale)

o O OO

Conclusién: S = {-3,3}

(3) Dado el homomorfismo h : Mg (2) — R? tal que h < Z Z ) = (a —d,a +d). Si definimos en Mg(2) la relacién

ARB <= (A-— B) €ker(h)

(a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia

Solucién
. a b 0 0 , ., .
eSiA= e d )€ Mg (2) entonces h(A—A) = h 00 )= (0,0). Asi que ARA y R es una relacién reflexiva.
oSiA=( M M2 ¢ Mg(2) y B = bur bz € Mg(2) entonces
az1 Aa22 b21 b22
ARB <= h(A—B)=(0,0) <:>h( i —bu a1z =biy > — (0,0)
a1 —ba1  agy — bao
< ((a11 — b11) — (ag2 — ba2), (@11 — b11) + (az2 — ba2)) = (0,0)
(@11 —bi1) — (a2 —b22) = 0 —[(a11 — b11) — (@22 —ba2)] = O
— (@11 —bi1) + (a2 —b22) = 0 — —[(a11 — b11) + (@22 —ba2)] = 0
(b11 - &11) - (b22 - &22) =0 bii —ai1 bz — a2
h = (0,0
(b11 - &11) + (b22 - CL22) = 0 = ba1 —az1 bz — aoe ( ’ )
= h(B-A4)=(0,0)
BRA

Asi que R es una relacién simétrica.

e Si A= < @ a1z ) €Mg(2)y B = < b bz > €Mg(2)y C = ( e > € Mg(2) entonces
a1 22 ba1r  bao Co1  C22

ARB ABRC <= h(A—-B)=1(0,0)Ah(B—-C)=(0,0)
= (0,0)=h(A-B)+h(B-C)=hA—-B+B—-C)=hA—-C) (heshomomorfismo)
= ARC

Luego, R es una relacién transitiva, y con lo anterior es una relacién de equivalencia.

o

(b) Demuestre que ( 0 8 ) = ker(h)

Solucién



A€ker(h) <= AeMg(2)Ah(A) =0g
= A= < 2 > GMR(2)/\h< -tz ) = (0,0)
az1 Q22 az1 a2
—0 a2—0
A= ailr a2 Mx(2) A B a1 12 — (0.0
— (a21 a22 € Mz(2) a1 —0 ag—0 (0,0)
—= A= ( @ e ) € Mg(2) A h(A — (0)) = (0,0)
az1 a2
= A= < i > € Mg(2) A AR(0)
az1 Q22
0 0
— A€ ( 00 )

Por tanto, ker(h) = ( 8 8 >

(4) Considere la circunferencia C' y la linea recta L, definidas por:
C={(z,y) eR* | 2? + 9> — 62 -2y —15=0} AL ={(2,y) €R?* | by — (b— 1)z —b(b+1) =0; b € R}

(a) Determine centro y radio de la circunferencia
Solucién

e Completamos cuadrados para determinar la ecuacién candnica de la circunferencia

22+ y?—6x—2y—15=0 =6z +y’—2y—15=0
=6z +9-94+y"—2y+1-1-15=0
(z-3)2-9+(y—-12-1-15=0

(x—32+(y—-1?%*=25

I

e Luego,el centro es C = (3,1) y el radioes r =5

(b) Determine S = {b € R |L sea tangente a C en el punto P = (0,5)}
Solucién
e P=(0,5)€C pues (0—3)2+(5—-1)2=25
e P=(0,5)€L<=5b—bb+1)=0<=4b—b=0=b=0Vb=4

4
e Ahora la recta que pasa por el centro C = (3,1) y el punto P = (0,5) tiene pendiente m = 3 ¥ esta recta

debe ser perpendicular L, por tanto el producto de sus pendientes debe ser —1, es decir

4 b—1
—g =1 (b£0) =b=4

Finalmente, S = {4}



