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(1) Sea A = (a;j) € Mg(3). Demuestre que

a11 a12 a13
AcUMg(3)) = a= a1 |, | a2 |,| a2 es linealmente independiente en Mg (3 x 1)
asi as2 ass

Solucién

P.d.q. « es linealmente independiente en Mg(3 x 1)

a1 ais ais 0
Supongamos que ¢y a1 + 2 a22 +c3 as3 = 0 entonces sucederan las siguientes cuestiones
asi ass ass 0
c1a11 Caa12 c3a13 0
ciaz1 | + | coasz | + | c3ass = 0
€1a31 C2a32 c3a33 0
cirai1 + C2a12 + €3013 0
c1a21 + C2a22 + C3a23 = 0
c1a31 + C2a32 + €3a33 0
ai1 a2 a3 c1 0
as1 a2 a3 Co = 0
ag1 C2a32  as3 c3 0
A€U(Mg(3))
1

c1 ai1 a2 Qi3 0

Co = as1 a2 423 0

c3 az1 C2a32  a33 0
C1 0
C2 = 0
C3 0

Asi que, « es linealmente independiente en Mg (3 x 1).

(2) Sea B={1+=x,1—z,2+ 2%} CRyx].
(a) Demuestre que 3 es una base de Ry[z]
Solucién

Etapa 1. Mostremos que § es linealmente independiente.

lCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



Si suponemos que a1(1 + ) 4 az(1 — x) + az(z + 2?) = Og,[,] entonces tenemos las siguientes consecuen-
cias

a1 + a2 = 0
(a1 4+ as) + (a1 —ag +az)zr +azz? =0+ 02+ 022 = ay—ax+az = 0
as =0

e 43— 0A ar+az = 0

ay —az = 0

— a3=0Aa1=0Aazx=0

Asi que 3 es linealmente independiente en Ra[z]

Etapa 2. Mostremos que § es un sistema de generadores para Ro[z].

Si p(x) = co + c17 + cox? € Ra[z] debemos resolver en R la ecuacién

ar1(1+ ) 4+ as(1 — z) + az(z + 2?) = p(x)

entonces deberiamos tener las sucesivas equivalencias y consecuencias

a) + as = (9
(a1 +az) + (a1 —ag + az)r + azz® = co + 1z + 2’ = a1—as+az = c;
as = C2
— a3=c A ay+azx = c¢o
a] —ay = C1 —C2
co+cp—c co—C1+c¢
— GSZCQ/\QIZMAGQZM
2 2
Luego,
co+c—c co—c1+c
cotax+er? = (%) (1+4+2)+ (%) (1 —2) + co(z + 22)

As{ que, (3 es un sistema de generadores para Ro[z], y por ende es una base para Ra[z].

(b) Si 3 es la base del punto anterior e [I]2 = | —

o . Determine, si es posible la base o

,_.,_.,_.
o=
—_

Solucién

o Sia={po(z),p1(x),p2(x)} es la base pedida entonces por construccién debemos tener que

Na = (po(@)]s (@5 [p2(2)]s) (%)



e Pero, por hipdtesis tenemos que
1 1 1
e = | -1 11 (dosh)
1 01

e Comparando (&) y (dé), obtenemos la significativa igualdad

1 1 1
(po(@)]s  [p1()ls [p2(2)]g) = | -1 1 1
1 01
De donde concluimos que
1
([po(x)]p=1| -1 — po(x)=1-(1+2)+(-1)-(1—2)+1-(x+2°) =3z +2?
1
1
(pi(@)lp=1{ 1 — p@)=1-1+2)+1-1—2)+0-(z+2*) =2
0
1
([p2(z)lp=| 1 —= po(z)=1-(1+2)+1-(1—-2)+1 - (z+2*)=2+2+2?
1

e Finalmente, debemos verificar que a = {3z + 22,2,2 + = + 2%} es una base de Ry[z]

Mostremos en primer lugar que « es linealmente independiente en Ro[x]

ao(3z + 22) + a1(2) +az(2 +x +2°) = Opz) <= (2a1 + 2a2) + (3ao + a2)z + (a0 + ag)r? = OR/z]

(1) 2a1+2a2 = 0

= (2) 3ag + as = 0 (2):_(>3) 2ax + 20z

2a0

0
0

(3) ag + a2 = 0
— CLO:al:aQ:O

Asi que « es linealmente independiente en Ra[z]

En segundo lugar verifiquemos que « es un sistema de generadores para Ry[z]

Si p(z) = co + c1z + c22? € Ry[x] debemos resolver en R la ecuacién

ao(3z + 2?) + a1(2) + a2 (2 + = + 2?) = p(x)



entonces deberiamos tener las sucesivas equivalencias y consecuencias

(1) 201 +2a2 = ¢
(2a1 + 2a2) + (3ag + az)x + (ap + ag)r? = p(xr) = (2) 3ag+az = c
(3) ap + az = C2
— ¢y —
— (IQ:Cl C2/\agz¥/\
(2= De (3)
Co — 202 +c1
a4 = ——]——
: 2
De (1)
Luego,
c1—c¢ co—2ca+c 2c0 — ¢
co+ax+ e’ = ( - 5 2) (3 +2%) + (%) (2)+ (%) 2+ +2%)

Por tanto, a genera Ry[z], y por consiguiente es una base de Ra[z].

(3) Si T:R3— Mg(1 x 3) es definida por T'(z,y,2) = (z (x+y) (x+y+A2)),y AER

(a) Demuestre que T € Lg(R3, Mg(1 x 3)) (VA; XA € R)
Solucién

Seau € R® y v € R3. P.d.q. T(u+v) = T(u)+ T(v) entonces

weER? — u=(x1,y1,21) €ER3
veER? = v= (2,12, 2) R
Asi que,
T(u+v) = T(x1+x2,y1 +y2,21 + 22)
= ((@1+22) (21 +22+y1+y2) (@1 +22+ Y1+ Y2+ A(21 + 22)))
= ((x1+22) (x14+1y1 +x2+y2) (@1 +y1+ Az1 + 22 + y2 + Az2)))
(@1 214y 21+ Y+ A1) + (22 224+ Y2 T2+ Y2+ Az)
T(z1,y1,21) + T(22, Y2, 22)
T(u) + T(v)

Ahora, debemos mostrar que si u = (z,y,2) € R® y ¢ € R entonces T'(cu) = cT'(u)
En efecto

T(cu) = T(ex,cy,cz)
= (ecx cx+cy cx+cy+ Acz)
= (cx c(x+y) clx+y+ Az))
= o (z+y) (@+y+A2))
= cT(x,y,2)
= T(u)

Luego, T € Lg(R3, Mg(1 x 3)) (VA\; A € R)



(b) Determine el conjunto S = {\ € R | T' es un isomorfismo de espacios vectoriales}
Solucién

AeS <« XeR A T esun isomorfismo de espacios vectoriales
— AER A T eLg(R*Mg(lx3))A es inyectiva y sobreyectiva

En primer lugar,

T inyectiva <= ker(T) = {Ogs}

Pero,
u€ker(T) <= u=(z,y,2) ER}*ANT(z,y,2)= (0 0 0)
= u=(r,y,2) ER3A((x z+y z+y+X2))=(0 0 0)
= u=(1,9,2) ER3Az=0Ay=0AX2=0
= u=(1,y,2) ERPAT=0Ay=0AN#0
Asi que

T inyectiva <= X e R - {0}

Luego, R— {0} C S
En segundo lugar,

T sobreyectiva <= Img(T)=Mg(1 x 3)}
Es decir para, A = (a b ¢) dado, existe u = (z,y, 2) € R? tal que T'(u) = A entonces
Tu)=A <= T(z,y,2)=(abc)
<= (zzt+yr+y+rz)=(abo)

x = a
= z+y = b|l=zr=aANy=b—aANIz=c—b
rT+y+Iz = ¢

Luego, T(u) = A <= X # 0, de donde sigue que

S = R-{0}

(4) Determine T' € Lg(Rs[z]) tal que se verifiquen simultdneamente las propiedades
(a) (Ra[z]),5 = {ao + a1z + ax?® + azz® € R3[x] | ag + a1 + az + az =0}

(b) T no inyectiva

Solucién

Etapa 1. Debemos construir un proyecto, T' € Lg(R3[z]), es decir debemos decir,
;Cuénto vale T(ag+aiz+azx?+azx3)?, y que ademds de ser un operador lineal, respete las restricciones propuestas.

Etapa 2. Gestion de la informacion
e Para construir una transformacion lineal, y un operador lineal en particular, basta definirlo en una base y

posteriormente extenderlo por linealidad.
e Debemos decodificar ahora al conjunto (R3[z]), /5, que es una de las restricciones.



Por una parte,

p(x) € (Ralz]),5 <= p() € R3[a] AT(p(x)) = V2p(z) ()

Por otra parte,

p(z) € (R3fz]) s <

), (2% = 1), (z* = 1)}), y dimg ((Rs[z]) 5) < 3, pero el conjunto

22 — 1), (2* — 1)} es linealmente independiente, pues

alz—1)+ cQ(x2 -1)+ 03(;103 —1) =0py[qy = (—c1—co—c3)+ciz+ cox? + c3x® = OR [2]

— (—01—62—63):0/\61:0/\62:0/\03:0
= 1 =0Aco=0Ac3=0

Asf que (3 es un base de (Rs[z]) 5 y dimg ((Rs[z]) 5) =3
Ademéds de (&) sigue que:

Tx—1) = V2(@x—-1)
2.1 = V2(*-1)
1) = V22 -1)

Ahora para completar esta parte de la tarea, debemos extender 3 a una base de R3[z]. Sea entonces

a={(x—-1),(z*-1),(2*—1),1} el candidato a base

En primer, lugar verifiquemos si « es linealmente independiente en R3[z]

cl(x—1)+02(a:2—1)+03(3:3—1)+C4-1:OR3[I] = (—Cl—02—03—|—C4)+01I+02I2—|—63{E3:ORS[JC]

— (—01—02—63+C4):0/\Cl:0/\62:0/\0320

— 0120220320420

As{ que « es linealmente independiente en Rj[z].

Ahora verifiquemos si « es un sistema de generadores para Rs[z]

ap+ a1z +ar? +azr® = ci(z—1)+tea(x? —1) +ez(@® —1)+es- 1

2 2
ap + a1 + agx® +azx® = (—c1 —co —c3+eq) + x4 o + csx

De donde sigue que

—Cc1—c2—cC3+ 4
C1
C2
cs

ao
ai
a2
as

~

3 3

—c1=a1Ncg=asNcg=a3\Ncyg =ag+a; +ag+as




Por tanto,

ao + a1 + asx? +azz® = ay(x—1)+ax(x? — 1)+ az(@® — 1)+ (ag + a1 +az +az) - 1

e Para cumplir con la tltima condicién basta definir 7(1) = 0 + 0z + 022 + 02®

Etapa 3. Fin de la construcciéon

T(ag + a1z + azx® +azz®) = a1T(x — 1)+ aoT(x? — 1) + azT(2® — 1) + (ap + a1 + as + a3z) - T(1)

= a1vV2(z — 1)+ axvV2(x? — 1) + az3V2(2® — 1) + (ag + a1 + ag + as) - (0 + 0z + 022 + 02°)
V2(a1(z — 1) + as(2® — 1) 4+ as(2® — 1))
\/5(—04 —ag —az) + V2a1x + V2as2? + V2as2°



