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(1) Sea U = {A = < @i e ) € Mg(2) | a11 + age = O}. Define en Mg(2) la relacién:

a21 Aa22

ARB < (A-B)el. (Para cada A € Mgr(2), y B € Mg(2))

(a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia
Solucién
P.d.q. R es una relacién reflexiva, simétrica y transitiva.
Etapa 1. P.d.q.R es una relacion reflexiva

a a .
VA; A= oMz e Mg (2) ) tenemos por definicién que
a1  A22
apil a2 \ [ a1 Q12
a21  A22 a21  A22
. a1l — a1 a2 —ai2
a21 — @21 A22 — A22

- (o3)

A_A:<O O>GMR(2)/\O+O:O = A-AcU= ARA

A-A

Luego,

0 0

Asi que R es reflexiva.
Etapa 2. P.d.q. que R es una relacién simétrica

Supongamos que ARB, donde A = @ ar2 y B = b biz entonces
a21 Q22 b21 b22

ARB <— A-BelU

—b —b
— ( o _ bll 2 _ b12 > € MJR(z) A ((111 - bll) + (CL22 - b22) =0
a21 21 a22 22

—b —b
= (™ _ e _ 2} € Mg(2) A —[(a11 — b11) + (agz — baa)] = 0
az1 — ba1 a2 — bao
—ai1 + b1 —ai2 + bio _
- ( —ag1 +ba1  —ag + bao ) € Me(2) A (—a11 +bu) + (—azz + b22) =0
b1 — bio —
= ( bll _ o b12 _ 2 ) € Mg(2) A (b1 — a11) + (b2 — az2) =0
21 — @21 22 — A22
— B-AecU
— BRA

Asi que R es una relacién simétrica Etapa 3. P.d.q. R es una relacién transitiva

lCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



Supongamos que ARB,y BRC donde A = a1z ,B= b b yC = Cr €12 ) htonces
az1 Q22 ba1  ba2 C21  C22

ARB <— A-BelU
—b —b
<— an _ 11 012 B 12 S MR(Q) A (CLH — bu) + (CLQQ — bgg) =0 (1)
az1 — ba1  aga — bao
BRC <— B-CelU

b1 — b1a —
—s ( b11 - c11 b12 B C12 ) € Mg(2) A (b11 — c11) + (bag — c22) =0 (2)
21 — C21 22 — €22

De (1) y (2) sigue que

(A-B)+(B-C) = (au—bn a12—b12>+<b11—011 b12—012)

a1 —ba1  aga — bao ba1 —ca1 baa — ca2

I
ai1 —bi1 +bi1 —ci1 arz — bz + b2 —cio
A-B+rB-C = ( az1 —ba1 +b21 —c21 aga — bag + baa — ca2 )
U
A_C = ( ailp — €11 a2 — C12 ) € Mg(2)
21 — C21  A22 — C22
Y también sigue que
(@11 — bi1) + (@22 — ba2) + (bi1 —c11) + (ba2 —c22) = 040
)
(@11 —b11) + (b11 — c11) + (ag2 — ba2) + (baa —c22) = 040
I
a1 —ci1 + a2 —c2 = 0

De donde sigue que A — C € Uy ARC, y R es una relacién transitiva.

(b) Demuestre que < 8 8 ) =U

Solucion

0 0
ae (g

N—

B A R A

0 0
AGMR(2)/\A8‘E<O 0)

0 0
AGMR(Q)/\A(O 0>€U

a1l a2 a1 a2 0 0
A= € Mg(2) A - el
( a1 Gg2 ) =(2) ( as  Gg2 > ( 0 0 )
A:(au ai2 >EMR(2)/\(aH ai2 )EU
a21 a22 a21 Aa22

A= ( a1 012 ) EMR(Q)/\au + a9 =0
az; a2

. 0 0\
A81que,<0 0)

(2) Determine el drea de un rectdngulo R inscrito en la seccién cénica C': 222+ 2y? — 4z + 12y + 10 = 0. Si el punto
P =(2,y0) € C y es uno de los vértices de R.

Solucién



De entre las muchas soluciones que pueden encontrarse al problema, describiré sélo dos de ellas.

P=(2,9)€C 202 +2y2 —4-0+12yp +10=0
202 +12y0 +10=0

Y8 +6yo +5=0

(Yo +1)(yo+5) =0

Yo=—1Vyo= -5

1111

Luego, P=(2,-1) e CNRy Q= (2,-5) € CNR. (1)

Por otra parte, si hacemos y = —1 en la ecuacién de C' tenemos que

202 +2(=1)2 —dzx + 12(-1) +10 =
277 +2 — 4o — 12+ 10
2% —dx =
x(x — 2)
Asi que, S =(2,0) € CN R. Por tanto que el drea Aes A=4-2=38

o O o O

Solucién alternativa

Etapa 1. Ponemos la seccién cénica en su forma candnica

C < 22+¢y*—20+6y+5=0
= 22 -2+ +6y+5=0
—= (z-1)2+@y—(-3)*=5

Asi que C' es una circunferencia con centro en O=(1,-3)

Etapa 2. Sustituyendo el punto P en C' tenemos que:
P=(2,5%)€C 2-1°+(y—(-3)*=5
(y—(=3))* =4
y=-3+£2
P=(2-1)eC
{Q =(2,-5)eC
Etapa 3. Sustituyendo el punto (zg,—1) en C tenemos que
(r9,—1)€C = (x0—1)*+(-1-(=3)*=5
= (rg—1)72=1
— xp=1=£1
S=(0,-1)eC
{Q =(2,-1)eC

Anélogamente, sustituyendo el punto (zg, —5) en C tenemos que

[

(z9,-5) € C = (xg—1)2+(-5—-(=3))>=5
—= (po—-1)2=1
= zo=1%+1
N (



a+b+c
(3) Sea T : R3 —— Mg(3 x 1) tal que T'(a,b,c) = | a—b+2¢c
3a+3b—c

(a) Demuestre que T es un isomorfismo de grupos
Solucion
Etapa 1. Debemos mostrar que T es un homomorfismo de grupos

Asi que si consideramos u = (z1,y1,21) € R® y v = (22,%2,22) € R3, debemos mostrar que T'(u + v)

T(u) + T(v)

Tu+v) = T((21,y1,21) + (T2, Y2, 22))
= T((x1+ 22,91 +y2,21 + 22))

1+ 22+ Yy +Y2+ 21+ 22
= 1+ 22 — (1 +y2) +2(21 + 22)

T1+ X2 +Yy1+Y2 + 21+ 22
= T1+ T2 — Y1 — Y2 + 221 + 229
3x1 + 322 + 3y1 + 3y2 — 21 — 22
T1+ Y1 +21+ T2+ Y2+ 22
= T1 — Y1+ 221 + T2 — Y2 + 220
3x1+3y1—21+3x2+3y2—22

3(x1 4+ x2) + 3(y1 +y2) — (21 + 22)

T+ Y1+ 21 To + Y2 + 22

= 1 — Y1 + 22 + | w2 —y2+ 22
3z1 +3y1 — 21 3z + 3y2 — 22

T((z1,y1,21)) + T((z2, Y2, 22))
T(u) + T (v)



Etapa 2. P.d.q. T es inyectiva. e.e P.d.q. ker(T') = {(0,0,0)}

0
u € ker(T) <= u€R3/\T(u)=0MR(3X1)@u:(m,y,z)eRg/\T(Jc,y,z): 0
0
r+y+z = 0 z+y+z = 0
= u=(1,y,2) ER’N 2—y+2z2 = 0|=u=(2,9,2) ER*N z—y+22 0
3r+3y—2z = 0 T4y =
£+2 =0 z = 0
— u=(2,4,2) RN 2—y+22 = 0 |=u=(z,9,2) ER3A 22—y
Ty = 3 vty
z = 0
— u= (1,92 €ERPAN 22—y = 0|=u=(1,9,2) ER*ANz=y=2=0
2x = 0

Luego ker(T) = {(0,0,0)}, y T es inyectiva.
Etapa 3. P.d.q. T es sobreyectiva. e.e P.d.q. Img(T) = Mg(3 x 1)
En primer lugar, como T es una funcién entonces Img(7T") C Mg (3 x 1), de forma que es suficiente mostrar que

Mg (3 x 1) C Img(T), lo que significa en realidad mostrar que para cada elemento A € Mg(3 x 1) existe un trio
u = (x,y,2) € R? tal que T'(u) = A entonces manos a la obra

Tu)=A <= T(z,y,2)=

a
b
c
rT+y—+z
= T —y+2z =
a

a r+y+z = a
b — x—-y+2z = b
3r+ 3y — =z c Jx+3y—2 = ¢
r+y+z = “JFTZ +z = a
= x—-y+2z = b — z—y+2z = b
r+y = CJFTZ z+y — chz
_ 3a—c _ 3a—c
z = =< z , = =0
= zx—-—y+2z =D = T—y+c = b
viy = | ey T o e
_ 3a—c
© _ 2b4 3a+
— &b—oarc
- x—Yy = N 5
_ cta
r+y = 7
2 — Sa‘;c P — 30,470
— r—y = 2b—§a+c r—y = 2b—ga+c
2r — cza + 2b73a+c 2 — c+a+4b476a+2c
2 — 3a47c 2 — 3a47c
— r—y = 2b—ga+c — y = 3c+4b—5a 2b—ga+c
_ 3c+4b—5a _ 3c+48b75a
T = == x = se—e
P — 3a4—c = 3a4—c
y = 3c+4b—5a—8b+12a—4c y = Ta—4b—c
_ 3c+4b—5a 8 _ 3c+2b—5a
r = 8 r = 8

Luego,

4b — —4b — —
AT(x,y,z)T<30+ 5a Ta c 3a c)

e )



Asi que A € Img (T'), y T es sobreyectiva, y por ende un isomorfismo.

(b) Determine 7!

Solucién
De (x) sigue que

a
4b— “4b—¢ 30—
T Mg(3x1) — R :T71 | b :(3”; ba Ta 8” 073“4 C)
C

En particular, para nuestra tranquilidad espiritual tenemos que

(T oT)(zy,2) = T '(T(z,y.2))

rT+y+z
T z2—y+2z

3z 43y — 2
 (3Br+3y—z2)+4r—y+22)-5x+y+tz) Tw+y+z)—4x—y+2z)— (3z+3y—=2)
B 8 ’ 8 ’

x+y+z)— (3x+3yz))

4
= (z,9,2)
Analogamente

a a
(ToT™ Y[ b = T|Th
C

T 3c+4b—5a Ta—4b—c 3a—c
8 ’ 8 4

3c+4b—b5a Ta—4b—c 3a—c
8 + 8 + 4
_ 3c+4b—5a _ Ta—4b—c + 23(170
- 4

8 8
3c+4b—5a Ta—4b—c _ 3a—c
3= + 3= T

a
b
c

Luego, esta 7! es la funcién inversa de T'.

(4) SiConsideramos los conjuntos de nimeros reales A = {ay,as,...,a,},con (a1 # as # -+ # a,), B = {b1,b2,..., b},
con (by # by # -+ # by,) y una funcién f : A — B. Demuestre que

f inyectiva y sobreyectiva =— n=m

Solucién
Etapa 1. Como f es funcién entonces

Img(f) = {f(al)’f(a2)7""f(an)}CB:{blab27-~-abm}

Etapa 2. Como f es una funcién inyectiva entonces

ar Fay # - Fan = flar) # flag) # - # flan)

De las Etapas 1. y 2. sigue que n < m

Etapa 3. Como f sobreyectiva entonces Img(f) = B. Asi que
{blaan .. 7bm} C {f(a’l)?f(QQ)a .. af(a’n)} == m S n

Finalmente de n = m



