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(1) Demuestre que
—1+iV3 "+ ~1-iv/3\" | 2 :Sinesmiltiplo de 3
2 2 ~ ] =1 :Sinmno es miltiplo de 3

Solucién

—1+4iV3

Etapa 1. Si escribimos z = en forma trigonométrica debemos tener que:

2
5= _1%“/5 = |z|(cos o 4 isen ) (*)
Pero como,
. |z|:\/i+%:17}7
° ﬂ:cosa—i—isena: cose = ng% = a = 120°
D) sena = 52

Entonces sustituyendo en (x), tenemos que

—1+4iV3 “1+iv3
z= %f — cos120 +dsen 120 A 7 = %f — Cos 120 T sen 120 = cos 120 — isen 120

Etapa 2. Aplicamos la férmula de De Moivre y conseguimos que,

z"™ = cos120n + isen 120n
zZ" = cos120n — isen 120n
Etapa 3. Finalmente,
Z"+2zZ" = cos120n + isen 120n + cos 120n — isen 120n
= 2cos120n (%)

Y como al dividir n por 3 tenemos que n =3s o0 n =3s+ 1 o n = 3s + 2 entonces tenemos tres casos para
sustituir en (s*):

Casol. n =35 = 2" + 2" = 2c0s120 - 35 = 2 cos 360s = 2
Caso2. n=3s+1= 2"+ 2" =2c0s120- (3s + 1) = 2c0s(360s + 120) = 2cos 120 = —1

Caso3. n=35s+2= 2"+ 2" =2c0s120- (3s + 2) = 2cos(360s + 240) = 2cos240 = —1

LlCada problema vale 1,5 puntos
Tiempo 120’



(2) Dado el sistema de ecuaciones lineales

ax + by + 2z = 1
r + aby + 2z = Db (%)
z + by + az = 1

Determine los siguientes conjuntos

S1 = {(a,b) € R?| (%) tiene solucién tnica}

S = {(a,b) € R?| (%) tiene infinitas soluciones}

S3 = {(a,b) € R? | () No tiene solucién}
Solucién

Etapa 1. Si notamos (A|B) a la matriz ampliada asociada al sistema (*) entonces tenemos que

a b 1 |1
(AB) = 1 ab 1 b
1 b a 1

Etapa 2. Realizando operaciones elementales en (A|B) para a # 0 tenemos que:

a b 1 | 1
(A|B) = 0 b(a? —1) a—1 | ab-1
0 b(a+2)(a—1) O | ab+b—-2

Etapa 3. Ahora procedemos al estudio de la existencia de soluciones de (x) , aplicando el teorema del rango.
Caso 1. Si b(a +2)(a — 1) = 0 entonces sucede que b=0Va+2=0Va—1=0.

Luego, tenemos las posibilidades:

a 0 1 | 1
eb=0= (AB)=~| 0 0 a—1 | -1 | = (a,0) €Ss, pues, p(4|B) # p(A)
00 0 | —2
—2 b 1 | 1 .
b=—-2 —2,-2
o a=-2— (AB)~ 0 3 -3 | —2b—1 S% entonces (—2, —2) € Sy
0 0 0 | —b—2 Si b # —2 entonces (—2,b) € S
1 b 1 | 1 .
Sib=1ent 1,1)eS
ea=1=(AB)~[ 0 00 | b-1 ! entonces (1,1) € S,
000 | 26-2 Si b # 1 entonces (1,b) € S3
Caso 2. Si b(a+ 2)(a — 1) # 0 entonces sucede lo siguiente:



0 ba®>-1) a-1 ab—1
(AB) ~ @b Lt
0 1 0
| bla+2)(a—1)
a b 1 | 1
ab+b—2
A 0 1 0
| bla+2)(a—1)
0 ba®—-1) a—1 | ab—1
b+b—2
a 0 1 | ©*t
(a+2)(a—1)
N 0 1 0 | ab+b—2
~ bla+2)(a—1)
b+b—2
00 a=1 | (ab—1 —(a+1)a+T
a

X
(an)
—
(en)

0 0 a—1
“ | a+2
0 01 | (a—b)(a+1)
(a+2)(a—1)
N 01 0 | ab+b—2
- bla+2)(a—1)
a—
0 0 1
| (a+2)(a—1)
a(a —b)
0 0
¢ | e+ 1)
ab+0—
~ 0 10
| bla+2)(a—1)
a—
0 0 1
| (a+2)(a—1)
(a—b)
1 00
| (a+2)(a—1)
N 010 | ab+b—2
- bla+2)(a—1)
a =
0 0 1
| (a+2)(a—1)
Y en estas condiciones (a,b) € S;
Si a = 0 entonces tenemos que
0 b 1 |1
(A|IB) = 10 1 |b
1 b 0 |1
10 1| b
~ 0 b 1 | 1
0 0 -2 | -b

Si b = 0 entonces



Y entonces (0,0) € S3

Si b # 0 entonces

(A|B)

Y, (O, b) €Sy

2
(3) Sea A= 1 € Mg(3)
1

DN W N
w = o

(a) Determine T' € Lg(R3) tal que [T]ig
Solucién

)
)

10 110
~ 00 1|1
00 -2 1[0
10 1| b
~ (0 b 1| 1
00 —2 | —b
100 | ¢
~ | 010 | %2
001 | 2

=A

Debemos construir 7' € Lg(R3) tal que [T]Zg; =A

Por definicién ¢(3) = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} es la base canénica de R3, y

(3)

A =T
([T(17 07 O)]C(B) [T(O, 17 0)]6(3)
Asi que,
2
[T(1,0,0)]c3 = | 1 —
1
2
2
0
[T(07 0, 1)]6(3) = ;’ <

Como ¢(3) es la base canénica de R?

(=, y,2)

= ([T'(1,0,0)]c(3) [T(0,1,0)]ces) [T(0,0,1)]c(3)) entonces

[T(07 0, 1)]6(3))

— = N
N LW N
w = o

T(1,0,0) = 2(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0,1) = (2,1,1)

T(1,0,0) = 2(1,0,0) + 3(0,1,0) + 2(0,0,1) = (2,3,2)

T(1,0,0) = 0(1,0,0) + 1(0,1,0) + 3(0,0,1) = (0,1, 3)

entonces se verifica que

£(1,0,0) +9(0,1,0) + 2(0,0,1)



~

Asi que, si queremos construir T € Lg(R?) en las condiciones de encima entonces forzosamente debemos definir

T, como sigue

T(x,y,

z)

#T(1,0,0) + yT(0,1,0) + 27(0,0,1)
x(2,1,1) +y(2,3,2) + 2(0,1,3)
2z +2y,z+ 3y + 2,2+ 2y + 32)

Es decir el operador lineal pedido es

T:R3— R?

T(x,y,2) = (2e+2y,x+3y+z,2+2y+3z2)

Decida si la transformacién T' obtenida en la pregunta anterior es diagonalizable.

Solucion

Como [T]zgg =

)
N W N
W = O

Luego,

(A—2) —9
entonces Pr()) = det -1 (A=3)
-1 -2

VP = {1,2,5)

Todos de multiplicidad algebraica 1 entonces T es diagonalizable

0
~1
(A—=3)

=A=2)A=-1)(A-5)

Si la transformacion T resulta ser diagonalizable, determine una base de vectores propios de T'.

Solucién

En general un algoritmo de célculo es el siguiente:

u € (RB'))\

I 117

u€R? A T(u) = Au
u=(z,y,2) €R® A T(z,y,2) = \z,v, 2)
w=(z,y,2) €ER® A 22+ 2y, 2+ 3y + 2,z + 2y + 32) = (\z, \y, \2)

2z + 2y

w=(z,y,2) ER* A z+3y+2

T+ 2y + 3z

= Az
Az

Caso 1. Si A = 1 entonces sustituyendo en () tenemos que

u < (Rg)l

!

rree 1

u=(z,y,2) €R® A

2z + 2y
r+3y+z
T+ 2y + 3z

(%)

u=(v,y,2) €ER® A

T+ 2y
r+2y+z
T+ 2y + 2z

O OO | nve 8

(—2y,9,0),y € R
y(—2,1,0),y € R
({(=2,1,0)})

u
u
u
u

(z,9,2) ER®* A [z=0A2 = —2y]



Asi que,

(Rg)l = <{(_27 1, 0)}>

Caso 2. Si A = 2 entonces sustituyendo en (%) tenemos que

2z + 2y = 2z
ue Ry <= u=(2,9,2)ER* A z+3y+z = 2y
r+2y+32z = 2z
2y = 0
—= u=(v,y,2) €R* A z4+y+z = 0
r+2y+z = 0
= u=(v,y,2) €ER* A [y=0A2 = —2£]
— u=(-2,0,2),z€R
— wu=2(-1,0,1),z€R

Asi que,

(R3)2 = <{(_17 0, 1)}>

Caso 3. Si A =5 entonces sustituyendo en (%) tenemos que

2z + 2y = oz
ue R <= u=(2,9,2)€ER* A z+3y+z = by
rT+2y+3z2 = 5z
-3z + 2y =0
—= u=(r,y,2)ER* A z-2y+2 = 0
r4+2y—2z = 0
= u=(z,y,2)eR® A {y—gx/\lz:—z
3
= u= x,ixﬂx ,xt € R
3
= u:x(1,§,2>,x€R
3
= 1—
= = ({{(22)})

Asi que,

@5 = ({(132)})=uesom

Asi que podemos formar el conjunto a = {(—2,1,0),(—1,0,1),(2,3,4)} C R3, tenemos al menos dos razones
para concluir que « es una base de vectores propios, por ejemplo:

Vectores propios de subespacios propios diferentes son linealmente independientes y como dimg(R3) = 3
entonces también es un sistema de generadores para R3



O bien,

det —

N = DN
w o =
S =N
w o =
o = O

0
1 = det| — — _det 21 =12#0
A 6 3

Y entonces a es linealmente independiente, y podemos repetir el argumento de encima.

(4) Sea T € Lg(R*) tal que T((z, y, 2, w)) = (x — 2z + w, y + w, =2z + 22 — 2w, 2y + 2w)
(a) ¢ Es T un isomorfismo ?. Justifique su respuesta
Solucién

Si c¢(4) es la base canénica de R* entonces

1 0 -1 1
(c(4) 01 0 1
Tlewy = | 2 0 2 —2
02 0 2
Luego,
1 0 -1 1 1 0 -1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
det] 59 2 o =g o]0
02 0 2 02 0 2
Asi que, T no es un isomorfismo.
(b) ¢ Es T diagonalizable ?. Justifique su respuesta
Solucion
Usando la informacién obtenida en el punto anterior, obtenemos que
A=1) 0 1 -1
_ 0 A=1) 0 -1
Pr(A) = det 9 0 (A —2) 9
0 -2 0 A=2)
A=1) 0 -1 0 1 -1
= (A—=1)det 0 A=2) 2 +2det | (A—=1) 0 -1
-2 0 (A—2) -2 0 (A=2)

= ()\—1)2det((/\a2) (Azz))—(A—l)det(_(g (A82)>—

(A-1) -1 A=1) 0
2det( _9 (A—2) )—det( _9 0) )
= A=120=22=200-1)(A=2)—2A=1)(A—2) +4

[(A=1)(A—2) -2
(A =3))?



A(A — 3) entonces

Ahora, si llamamos mp(\)

SO O

o O +H O

O~ O O

-2

10201_A 40
I
oo O je=a)]
— o N O
| o\l N O
I |
(\
L 1
— — NN [a\ IaN]
| |
\'I}
‘I_AO2O1_A NO oo oo
oo oo
oo N O [\
oo oo
— o N O — N O
| | cocoo
Il Il N

Por tanto T no es diagonalizable.



