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(1) Determine T' € Lg(Rz[z]) tal que verifique simultdneamente las siguientes condiciones:
o (Rafz])s = {p(z) = ap + a1z + aox? € Ryfz] | ag + a1 — ap = 0}
e T no es un isomorfismo
Solucién
Etapa 1. Debemos determinar T'(p(z)) = T'(ap + a1x + azx?) (Vp(x); p(z) € Ry[z])
Etapa 2. Informacién

(i) Por una parte,
p(e) € Rofal)s == plz) € Rola] AT(p()) = 3p(z)

= p(x) =ao + ax + azx® A T(ag + a1 + azx?) = 3(ap + a1z + azx?)

— p(z)=ao+az+ asx® A T(ag + a1z + agxz) = 3ap + 3a1z + 3asx? (1)

(ii) Por otra parte,

p(z) € Ryfz])s <= plx) =ap+ a1z +asx* Nag+a; —as =0
— p(x):a0+a1x+a2x2/\ao+a1:a2
— p(x) =ao+ a1z + (ap + ay)z?
— px) =ao+a1r + apr® + a;2?
— p@) =ao(l +2°) +ai(z+2?)
\

(Ra[z])s ({1 +a% 2+ 27
I
dimR(Rg [l‘])g, S

Pero, a = {1 + 22,2 + 2%} es linealmente independiente.
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En efecto

a(l+2%) + bz + 2*) = Op,y] = a+bz+ (a+b)z* =0+ 0z + 0z
= a=0Ab=0Na+b=0
Asi que, dimg(Ra[z])3 =2y a = {14 2%, 2 + 22} es una base de (Ry[z])3

Luego, aplicando la informacién (1) a la base « tenemos que

T(1+2% = 3+ 322 (2)
T(z+2%) = 3x+ 322 (3)

(iii) Completamos a partir de o una base de Ro[z], para que ademds verifique la condicién de no ser un isomorfismo

Define 3 = {1,1 + 22,2 + 22}, y 3 asf construido es una base de Ry[z].

lCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



En efecto

- l+e(l+2?) +es(@+2?) =0p,ype = (c1+c2) 1+ csz+ (c2+c3)2” =0+ 0z + 027
= c1+ca=0Ac3=0Aco+c3=0
= c1=cy=c3=0

Luego, 3 = {1,1 + 2% 2 + 22} es una base de Ry[x].
(iv) Finalmente construimos 7.

Partimos Definiendo lo que falta

T(1) = 0+ 0x+ 022 (T no debe ser inyectiva, usando el Teorema de la dimensién)
T(1+2%) = 3+ 322
T(x+2%) = 3x+ 322

Ahora determinamos las coordenadas de p(x) = ag + a1 + azx? en la base 8

ap + a1z +axx? = dy +do(1 4 2%) + d3(z + 2?)

= (dy +d2) +dsxz + (do +d3)m2
dy+dy = ao

- ds = a1 |=d3=a1ANdo=ay—ay1 Ndy =ag— a2 + a1
dQ +d3 = Qa2

Por tanto
ag + a1z +ax? = (ap —as +ar) + (az — ar)(1 + 22) 4+ ay (z + 2?)
U
T(ao + a1z + azx?®) = T[(ag —az + a1) + (a2 — a1)(1 + 22) + ay (x + 2°)]

(ap —ag +a1)T(1) + (ag — a1)T(1 + 22) + ay T (z + z?)
(as — a1)(3 + 32%) 4 a1 (3z + 327)

= 3(ag —ay) + 3as2? — 3a12? + 3ayx + 3a;,2°

= 3(az — a1) + a1z + 3aga®

Comprobamos nuestros resultados

(1) =T(1+0x+02%)=30-0)+3-0-2+3-0-22 =0+ 0x + 02
T(1+2?) =T1+0r+12?)=31-0)+3-0-2+3-1-22 =3+ 0x + 22
Tx+2?) =TO+1x+12%)=31-0)+3-0-2+3-1-22 =3+ 0z + 22
Luego la transformacién pedida es
T(ao + arx + azr?®) = 3(az —ay) + 3a1z + 3as2”

(2) Sea T € Lr(Mg(1 x 2)),R?) tal que T( ai; Q12 ) = (a1 + a12,a11 — a12)

1 -1

Si ademas, [T]’g = ( 1 9

) € Mg(2), donde

a={(1 1),(1 —1)} esuna base de Mg(1 x 2)) entonces determine la base 3



Solucién
Etapa 1. Sea 3 = {(x1,v1), (z2,2)} la base de R? pedida.
Etapa 2. Informacién

(i) Por hipdtesis

(ii) Por definicién

Asf que de (1) y (2) tenemos que

[T(1 1)}5:(1) = T(1 1)=(z1,y)— (22,92) = (w1 — 22,91 — y2)

= (2,0) = (21 — 22, Y1 — ¥2)
r1 — T2 = 2

*

Yi—Y = 0‘ (*)

Andlogamente

[T( 1 -1 )]B = ( _; > e T( 1 -1 ) = 7($1,y1)+2(l’2,y2) = (fx1+2x2,—y1+2y2)

= (0,2) = (=21 + 222, —y1 + 2y2)

-1 + 21’2 = 0 (**)
i +2y = 2

Etapa 3. Resolvemos los sistemas (x) y (xx).

r1 — T = 2 A 7$1+2IE2 =0
y1—y = 0 —y1+2y = 2

5€1I22’ g = Y2 =

‘ = —x1 + 2x9 0 —y1 + 2y

= [r1=4AN223=2]A[y1 =2 Ay =2]

Asf que, B ={(4,2),(2,2)} es la base de R? pedida.

T T+ 2z
(3) Sea T e Lx(Mr(3x 1)) talque T | v | = y—=
z —z

3.1 Demuestre que T es diagonalizable
Solucién

Etapa 1. Determinamos el polinomio caracteristico Pr(\)

, 10 2 1 0 0
(i) [T]zgg; =1 0 1 —1 |, donde en este caso ¢(3) = 011,11 1], 0
0 0 -1 0 0 1



(ii) Entonces el polinomio caracteristico es del tipo

A=1) 0 —2

Pr(\) = det 0 (A—1) 1 =A=12\+1)

0 0 (A+1)
Asf que los valores propios son V.P = {1, -1}

Etapa 2. Aplicamos un criterio para decidir, si T' es diagonalizable o no.

Si mp(A) = (A= 1)(A + 1) entonces

1 0 2 1 0 0 1 0 2
c(3
ot | S e R AR | N W

0O 0 2 2 0 2

= 0 0 -1 0 2 -1
0 0 -2 00 O
0 0 O

= 0 0 O
0 0 O

Asi que T es diagonalizable.
3.2 Determine una base « de vectores propios y [T]z
Solucién

En general
Ae (M]R(?) X 1)))\ — A€ (MR(3 X 1) A\ T(A) =)

T T T
z z z
T T+ 2z
— A=\ vy A y—z =
z —z
T r+2z = A&
— A=\ v AN y—z = Ay
z —z = Az

Caso 1. A = 1. De (x) sigue que

Ae (MR<3 X 1))1 — A€ (MR(S X 1) AN T(A) =A

x
— A=\ vy
z
X

— A=y AN z=0
z

1 0

OO =

o = O

— o O



SO =
o = O
~—

Luego, (Mg(3 x 1)); = <

Caso 2. Caso 2. A = —1. De (x) sigue que

Ae MeBx1)_; < AeMr(3x1) A T(A)=-A

T r+2z2 = —=x
= A=\|y N y—z = -y
z —z = —z
v 1
— A=y /\a::—z/\yziz
z
-1
1
— A==z —
2
1
-1
Luego, (Mg (3 x 1))_; = < 5 >
1
Finalmente la base pedida es
1 0 - 10 0
o = o, 1], = yre=[o1 o
0 0 2 00 -1
(4) Sea V un K espacio vectorial con producto interno {,), y dimg(V) =n. Si a = {v1,...,v,} C V — {0y} entonces

demuestre que

i=1,...,n

=1 n)]zaesunabasede\’

[(vi,vj) =0: Parai#j (
Solucién

Etapa 1. Mostremos que « es linealmente independiente.

Sam =0y — <z><o> .
=1 =1

z a; (v;,v;) =0 (Propiedades de (,))
i=1

!

= a;{v,v;) =0 ( Por hipétesis y para 1 <i < n)
= a;=0 ( (Pues (v, v;) 20 1<i<mn)

asi que « es linealmente independiente en V.

Etapa 2. Como dimg (V) =n y « es linealmente independiente en V entonces es una base de V



