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1.1 Considere z € C — {0} tal que z # +i. Demuestre que

1= (raie) e

Solucién

Etapa 1. P.d.q.

<(1 +iz)z(1 - iz)) - +z‘z)z(1 s S
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e Como (+i2)(1—i2) — 152 entonces demostrar (*) es equivalente a demostrar que
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Etapa 2. Datos
(x) Siz=x+iy € Centonces 2> =1 <= 12+ 9> =1 =22 =1— >

Etapa 3. Conclusién
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lCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



1.2 Sea z € (C — {1}) tal que z es una raiz séptima de la unidad, (Es decir, z € (R(7) — {1}). Demuestre que
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En efecto
Etapa 1. P.d.q.
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Etapa 2. Datos
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Etapa 3. Conclusién
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2. Sea A = (a;j) € Mr(n), X = (x;) € Mg(n x 1) y B = (b;) € Mg(n x 1).

(2.1) SiY € Mg(n x 1) es una solucién del sistema AX = B entonces demuestre que Y = H + P, donde H es una
solucién del sistema homogéneo AX = (0), y P es una solucién de AX = B.

Solucion
Como Y es una solucién del sistema AX = B entonces el sistema tiene solucién, y tenemos dos casos:

Caso 1: AX = B tiene solucién unica entonces Y = H + G, donde H = (0) es solucién del sistema homogéneo
AX = (0) e Y, es en este caso la solucién dada del sistema AX = B

Caso 2: AX = B tiene infinitas soluciones entonces sea Yy € Mg(3 x 1), otra solucién del sistema AX = B



AY =Yy = AY — AY
B-B ( ambas son soluciones del sistema AX = B, es decir lo satisfacen)

= (0)

Asi que, H =Y — Y} es una solucién del sistema homogéneo AX = (0), y luego, Y = H + G, donde
H=Y-YyyG=Y

(2.2) Sea u; = (a1; az; asj)t € Mg(3 x 1), para j = 1,2,3. Demuestre que el rango del sistema homogéneo AX = 0 es
3 siy sblosi f = {uy,ug,us} es linealmente independiente en Mg (3 x 1)

Solucién

Etapa 1. P.d.q. Rango del sistema homogéneo AX = (0) es 3 si y sélo si § = {uy,us,us} es linealmente
independiente en Mg(3 x 1).

Etapa 2. Datos

(a) Por definicién el sistema homogéneo es de la forma:

a1171 + ajpxre +azrs = 0
AX = (0) <~ a21T1 + oo + aszxrs = 0
a31T1 + azars +azzrs = 0

(b) Por definicién de los u;, para ¢ = 1,2, 3 tenemos que:

a1171 + ajpx2 +azrs = 0 ar ai2 a3 0
a21T1 + a22%2 +ag3r3 = 0| <= x; az1 + x| ao2 +x3 | aos = 0
a31%1 + azars +azzry = 0 asy asz ass 0

< ZTi1U1; + Toug + x3U3 = (0)

Etapa 3. Conclusién

e Rango del sistema homogéneo AX = (0) es 3 si y sélo si AX = (0) tiene solucién unica.

I 0
e AX = (0) tiene solucién tnicasiysflosi X =| z2 | =1 0
I3 0

e Asi que, Rango del sistema homogéneo AX = (0) es 3 siy sélo si 3 = {u1,uz,us} es linealmente independiente
en Mg(3 x 1).

(3.1) Sea W = {A € Mg(2) | A= A" ATr(A) =0}, donde Tr(A) es la traza de la matriz A. Demuestre que W < Mg(2)
Solucién

Etapa 1. P.d.q. W < Mg(2).
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( 00 )}, una base de Mg (2).
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1 1 1
P 5 11 -3
(Existe una base 8 de Mg(2) tal que [I]f = 1 1 9 ?
2 2 —6
Solucién
11 1 1
, 5 2 1 1 -3
La respuesta es no existe una base 8 de Mg(2) tal que [I]Z = 0 1 -1 9 Pues sabemos que
4 2 2 —6
det[]] #0y
1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 -3 | (u—t-ts) 2 1 1 -3 |
detl g 1 1 9 = deti g 1 4 o |70
4 2 2 —6 2 1 1 -3
4. Sea a = {w1,v9,...,v,} una base del espacio vectorial real V. Define el conjunto 5 = {wy,ws,...,w,} tal que
n—j+1

w; = Z v;, para 1 < 7 < n.
i=1

e Demuestre que 3 es una base de V.



En efecto

Etapa 1. Analisis del problema

wy = Zviivl+vz+'“+’0n
i=1
n—1
wy = Zvizvl+v2+"‘+vn71
n—j+1 i=1
wi= Y v (=1,2...,n) < : Do (%)
i=1 2
Wp—1 = Zvi =11+ U2
i=1

1
Wn, = g U; = V1
1=1

Etapa 2. P.d.q § es una base

(i) P.d.q. (8 es Linealmente independiente

n
Supongamos que E a;w; = 0 entonces
i=1

n n n—j+1
Zajwj =0y <= Zaj ( Z Ui) = Oy
j=1 j=1 i=1

de (x)
ar(vi +va + -+ vp) +ag(vr v 4+ vp_1) + oo+ apvr = Oy
= (a14ar+--+ap_1+a)n1+ (a1 +as+ -+ ap_1)va+ -+ (a1 + a2)v,—1 + a1v, = Oy

artaz+---+ap1+a, = 0
a1 +az+ -+ ap—1 =0
— : ( Pues, « es linealmente independiente)
a1 + az =0
a1 = 0
— ap =ag = - Qp = 0

=—> [ es linealmente independiente

(ii) P.d.q. (3 es un sistema de generadores para V

Sea u € V entonces como « es un sistema de generadores para V entonces existen unicos escalares,
ay,as,...,a, tal que

U = a1V + a2 + asvs + -+ + ap v, (k)

Pero, de (x), sigue que



V1 = Wp

V2 = Wp-1— Wnp
(k% %)
Up—1 = W2 — W3
Vp — W1 — Wy

Asf que sustituyendo (x * %) en (xx) obtenemos que

u = aiwp + ax(Wp—1 — wy) + az(Wp—2 — Wp_1) + -+ ap_1(wz — w3) + an(wy —wy)
= (a1 —ag)wy + (a2 — az)wp_1 + -+ + (an—1 — an)wz + apw

= apwi + (an—1 — ap)wa + - + (a2 — az)wy—1 + (a1 — a2)wy,

Luego, § genera V y tenemos la importante férmula

(anfln_ an)
[ulg = : (o s+ kx)
(az — a3)
(a1 — az)

n
e Determine [Z ivi]
=1 38
Solucién

Sea u = vy + 2v3 + 3v3 + - - - + nv,, entonces aplicamos ( x *x), para a; =4 con i = 1,2,3,,...

Asi que

=
=1 g ~1
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