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(1) Sea A ∈MR(2) tal que A =
( −3 4
−1 2

)
.

(a) Demuestre usando Inducción Matemática que la fórmula

F (n) : An =




1
3 (4(−2)n − 1) 4

3 (1− (−2)n)

1
3 ((−2)n − 1) 1

3 (4− (−2)n)


 es verdadera (∀n; n ∈ N)

Solución

Etapa 1. Pd.q. F (1) es verdadera.

A1 =




1
3 (4(−2)1 − 1) 4

3 (1− (−2)1)

1
3 ((−2)1 − 1) 1

3 (4− (−2)1)




=




1
3 (−9) 4

3 (3)

1
3 (−3) 1

3 (6)




=



−3 4

−1 2




= A

Luego, F (1) es verdadera.
(0,1 puntos)

Etapa 2. Hipótesis de Inducción

Supongamos que F (n) es verdadera. e.e.

An =




1
3 (4(−2)n − 1) 4

3 (1− (−2)n)

1
3 ((−2)n − 1) 1

3 (4− (−2)n)


 (H)

(0,2 puntos)

Etapa 3. Tesis de Inducción

1Cada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’
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P.d.q. F (n + 1) es verdadera. e.e. P.d.q.

An+1 =




4
3 ((−2)n+1 − 1) 4

3 (1− (−2)n+1)

1
3 ((−2)n+1 − 1) 1

3 (4− (−2)n+1)




En efecto

An+1 = An ·A
H

(=)




4
3 ((−2)n − 1) 4

3 (1− (−2)n)

1
3 ((−2)n − 1) 1

3 (4− (−2)n)


 ·

( −3 4
−1 2

)

=



− 3

3 (4(−2)n − 1)− 4
3 (1− (−2)n) 4

3 (4(−2)n − 1) + 8
3 (1− (−2)n)

− 3
3 ((−2)n − 1)− 1

3 (4− (−2)n) 4
3 ((−2)n − 1) + 2

3 (4− (−2)n)




=



− 12

3 (−2)n + 3
3 − 4

3 + 4
3 (−2)n 16

3 (−2)n − 4
3 + 8

3 − 8
3 (−2)n

− 3
3 (−2)n + 3

3 − 4
3 + 1

3 (−2)n 4
3 (−2)n − 4

3 + 8
3 − 2

3 (−2)n




=



− 8

3 (−2)n − 1
3

8
3 (−2)n + 4

3

− 2
3 (−2)n − 1

3
2
3 (−2)n + 4

3




=




1
3 [4(−2)(−2)n − 1] 4

3 [2(−2)n + 1]

1
3 [−(2)(−2)n − 1] 1

3 [2(−2)n + 4]




=




1
3 [4(−2)(−2)n − 1] 4

3 [−(−2)(−2)n + 1]

1
3 [−(2)(−2)n − 1] 1

3 [−(−2)(−2)n + 4]




=




1
3 [4(−2)n+1 − 1] 4

3 [1− (−2)n+1]

1
3 [(−2)n+1 − 1] 1

3 [4− (−2)n+1]




Luego, F (n + 1) es verdadera y F (n) es verdadera (∀n;n ∈ N)
(0,7 puntos)

(b) Demuestre que An ∈ U(MR(2)) (∀n; n ∈ N)

Etapa 1. P.d.q. An ∈ U(MR(2)) (∀n; n ∈ N)

Etapa 2. Datos

(i) An ∈ U(MR(2)) (∀n; n ∈ N) ⇐⇒ det(An) 6= 0 (∀n; n ∈ N)
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(ii) Además como, det(A)n = det(A) · · · det(A)︸ ︷︷ ︸
(n−veces)

(∀n; n ∈ N) entonces det(A)n = (det(A))n

(iii) Por otra parte, det(A) = det
( −3 4
−1 2

)
= −2.

Etapa 3. Conclusión

De (ii) y (iii) sigue que: det(An) = (−2)n (∀n;n ∈ N)

Finalmente como, (−2)n 6= 0 (∀n;n ∈ N) entonces de (i) sigue que An ∈ U(MR(2)) (∀n; n ∈ N)

(0,5 puntos)

Solución alternativa: Directa

det(An) = det




1
3 (4(−2)n − 1) 4

3 (1− (−2)n)

1
3 ((−2)n − 1) 1

3 (4− (−2)n)


 (∀n;n ∈ N)

=
1
3
(4(−2)n − 1) · 1

3
(4− (−2)n)− 4

3
(1− (−2)n) · 1

3
((−2)n − 1)

=
1
9
[(4(−2)n − 1) · (4− (−2)n)]− 4

9
[(1− (−2)n) · ((−2)n − 1)]

=
1
9
[16(−2)n − 4(−2)n+1 − 4 + (−2)n]− 4

9
[(−2)n − 1− (−2)n+1 + (−2)n]

=
1
9
[17(−2)n − 4(−2)n+1 − 4]− 4

9
[2(−2)n − 1− (−2)n+1]

=
17
9

(−2)n − 4
9
(−2)n+1 − 4

9
− 8

9
(−2)n − 4

9
− 4

9
(−2)n+1

= (−2)n (∀n; n ∈ N)

Como (−2)n 6= 0 (∀n; n ∈ N) entonces An ∈ U(MR(2)) (∀n;n ∈ N)

(2) Consider A ∈MR(3) tal que A =




1 λ2 1
1 λ 1
1 0 −1


 para definir la función:

hA : MR(3× 1) 7−→ R3 tal que hA




x
y
z


 = (x + λ2y + z, x + λy + z, x− z)

(a) Demuestre que hA es un homomorfismo de grupos (∀ λ;λ ∈ R)

Solución

Sean u ∈MR(3× 1) y v ∈MR(3× 1). P.d.q. hA es un homomorfismo de grupos. e.e. debemos verificar que

hA(u + v) = hA(u) + hA(v)

En efecto
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u ∈MR(3× 1) ⇐⇒ u =




x1

y1

z1




v ∈MR(3× 1) ⇐⇒ v =




x2

y2

z2




⇓

hA(u + v) = hA




x1 + x2

y1 + y2

z1 + z2




= (x1 + x2 + λ2(y1 + y2) + z1 + z2, x1 + x2 + λ(y1 + y2) + z1 + z2 + z, x1 + x2 − (z1 + z2))
= (x1 + λ2y1 + z1 + x2 + λ2y2 + z2, x1 + λy1 + z1 + x2 + λy2 + z2, x1 − z1 + x2 − z2)
= (x1 + λ2y1 + z1, x1 + λy1 + z1, x1 − z1) + (x2 + λ2y2 + z2, x2 + λy2 + z2, x2 − z2)

= hA




x1

y1

z1


 + hA




x2

y2

z2




= hA(u) + hA(v)

Luego, hA es un homomorfismo (∀λ; λ ∈ R).
(0,5 puntos)

(b) Determine el conjunto I = {λ ∈ R | hA es un homomorfismo inyectivo de grupos}

Solución

1. λ ∈ I ⇐⇒ λ ∈ R ∧ hA es un homomorfismo inyectivo de grupos ⇐⇒ ker(hA) = {0MR(3×1)}
2. Luego, debemos estudiar el ker(hA).

u ∈ ker(hA) ⇐⇒ u ∈MR(3× 1) ∧ hA(u) = 0R3

⇐⇒ u =




x
y
z


 ∧ hA




x
y
z


 = (0, 0, 0)

⇐⇒ u =




x
y
z


 ∧ (x + λ2y + z, x + λy + z, x− z) = (0, 0, 0)

⇐⇒ u =




x
y
z


 ∧

x + λ2y + z = 0
x + λy + z = 0
x− z = 0

=⇒ u =




x
y
z


 ∧ [x = z ∧ 2x + λ2y = 0 ∧ 2x + λy = 0 ∧ λ2y = λy]

=⇒ u =




x
y
z


 ∧ [x = z ∧ 2x + λ2y = 0 ∧ 2x + λy = 0 ∧ (λ2 − λ)y = 0]

Luego tenemos dos casos:

Caso 1. (λ2 − λ) 6= 0, e.e. λ 6= 0 ∧ λ 6= 1 entonces y = 0 y u =




0
0
0


. Aśı, λ ∈ R − {0, 1} entonces

ker(hA) = {0, 0, 0}, pues {0, 0, 0} ⊂ ker(hA), y por ende hA inyectiva.
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Caso 2. (λ2 − λ) = 0, e.e. λ = 0 ∧ λ = 1 entonces y ∈ R y ker(hA) 6= {0, 0, 0}, y por ende hA no inyectiva.

Aśı que I = R− {0, 1}.
(1.0 puntos)

(3) Si A ∈MR(4) tal que A =




1 1 1 1
1 1 cos α cos α
1 cos α 1 cos α
1 cos α cosα 1


 entonces determine el conjunto:

J = {α ∈ R | A 6∈ U(MR(4))}

Solución

1. Sabemos que: α ∈ J⇐⇒ α ∈ R ∧ A 6= U(MR(4))} ⇐⇒ α ∈ R ∧ det(A) = 0

2. Si α = 2kπ entonces cos(2kπ) = 1 (∀k; k ∈ Z)

3. Aśı que, A =




1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1


 y det(A) =




1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1


 = 0

4. De donde, {α = 2kπ | k ∈ Z} ⊂ J.

(0,5 puntos)

Rećıprocamente

1. α ∈ J ⇐⇒ α ∈ R ∧ A 6= U(MR(4))} ⇐⇒ α ∈ R ∧ det(A) = 0
2. Aśı que debemos calcular el det(A):

det(A) = det




1 1 1 1
0 0 cos α− 1 cos α− 1
0 cos α− 1 0 cos α− 1
0 cos α− 1 cos α− 1 0


 , haciendo




(L2 −→ L2 − L1)
(L3 −→ L3 − L1)
(L4 −→ L4 − L1)




= det




0 cos α− 1 cos α− 1
cos α− 1 0 cos α− 1
cos α− 1 cos α− 1 0


 , haciendo (L2 =⇒ L2 − L3)

= det




0 cos α− 1 cos α− 1
0 1− cos α cos α− 1

cos α− 1 cos α− 1 0




= (cos α− 1) det
(

cos α− 1 cos α− 1
1− cos α cosα− 1

)

= 2(cos α− 1)3

3. Por tanto:
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α ∈ J =⇒ α ∈ R ∧ (cos α− 1) = 0

=⇒ α ∈ R ∧ cosα = 1

=⇒ α ∈ R ∧ α = 2kπ

De donde, J ⊂ {α = 2kπ | k ∈ Z}, y entonces J = {α = 2kπ | k ∈ Z}.
(1.0 puntos)

(4) Sea A ∈MR(n), (n ≥ 3) tal que det(A) 6= 0. Demuestre que:

Adj((Adj(A)) = (det(A))n−2 ·A

Como A ·Adj(A) = det(A) · In vale (∀A; A ∈MR(n)) y como Adj(A) ∈MR(n) entonces

Adj(A) ·Adj(Adj(A)) = det(Adj(A))In

⇓
Adj(A) ·Adj(Adj(A)) = (det(A))n−1In

(
pues, det(Adj(A)) = (det(A))n−1

)

⇓
A ·Adj(A)︸ ︷︷ ︸

(∗)

·Adj(Adj(A)) = A · (det(A))n−1In

⇓
det(A)In ·Adj(Adj(A)) = (det(A))n−1AIn

⇓
Adj(Adj(A)) = (det(A))n−2A

(1.5 puntos)


