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(1) Sea A € Mg(2) tal que A = < :i’) ;1 )

(a) Demuestre usando Induccién Matemédtica que la férmula

F(n): A" = es verdadera (Vn;n € N)

Solucién

Etapa 1. Pd.q. F(1) es verdadera.

Al =
3((=2)' =1 3(4—(-2)}
A RE
3(=3) 3(6)
-3 4
- -1 2

Luego, F(1) es verdadera.
(0,1 puntos)

Etapa 2. Hipétesis de Induccion
Supongamos que F'(n) es verdadera. e.e.

La(-2r -1 H1-(-2)
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(0,2 puntos)
Etapa 3. Tesis de Inducciéon

lCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



P.d.q. F(n+1) es verdadera. e.e. P.d.q.

An+1 — (

En efecto
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Luego, F'(n+ 1) es verdadera y F(n) es verdadera (Vn;n € N)

(b) Demuestre que A™ € UMg(2)) (Vn;n € N)

Etapa 1. P.d.q. A” € UMg(2)) (Vn;neN)
Etapa 2. Datos

(i) A" € U(Mg(2))

(Vn;n € N) <= det(A™) #0

(0,7 puntos)

(Vn;n € N)



(ii) Ademds como, det(A)™ = det(A)---det(A) (Vn;n € N) entonces det(A)™ = (det(A))"
—_—

(n—veces)

(iii) Por otra parte, det(A4) = det ( :i’ ;1 ) = —2.

Etapa 3. Conclusién
De (ii) y (iii) sigue que: det(A™) = (=2)" (Vn;n € N)
Finalmente como, (—2)™ #0 (Vn;n € N) entonces de (i) sigue que A" € UMg(2)) (Vn;n € N)

(0,5 puntos)

Solucién alternativa: Directa

( J4-2m-1) a2 )
det(A™) = det (Vn;n € N)
H(-2r-1) 3 (-2
= LRS- (D))~ (- (<2 (D)~ 1)
= D" 1) (- (2] - 5[0 - (-2)") - (2"~ 1)
= SI6(-2)" — 42" — 4 (2] = (2"~ 1~ (<2 4 (2]
1 4
= 0T - (=2 — ] = S [a(-2)" 1 (~2) ]
9 9
L B R e

Como (—2)™ # 0 (Vn;n € N) entonces A™ € UMg(2)) (Vn;n € N)

1 A2 1
(2) Consider A € Mg(3) talque A= 1 A 1 | para definir la funcién:
1 0 -1
x
ha @ Mg(Bx1)—R3 talque hal| vy | =@+ Ny+z,2+ y+z,2—2)
z

(a) Demuestre que ha es un homomorfismo de grupos (V A; A € R)
Solucién

Sean u € Mg(3x 1) y v € Mg(3 x 1). P.d.q. hy es un homomorfismo de grupos. e.e. debemos verificar que

ha(u+v) =ha(u)+ ha(v)

En efecto



1
ueEMr(B3x1) <= u=| un
21
€2
veEMRr(BXx1) <= ov=| y
Z2

1+ 2o
ha(u+v) = hal| y1+ye
21+ 29
= (w1t @+ Ny +y2) + 2+ 2,2 a2+ Ay +y2) + 21+ 22+ 2,01 + 22 — (21 + 22))
= (w1 + Nyt 2T+ Ny 20,31+ Ayr + 21+ @2+ Mya + 22,81 — 21 + T2 — 22)
= (w1 4+ XNy 421,210+ Ays +21,m1 — 21) + (T2 + Ny + 20, T2 + A2 + 22,72 — 22)

X1 xro
= ha Y1 +hy Y2
Z1 Z2

= ha(u)+ha(v)

Luego, h4 es un homomorfismo (VA; A € R).
(0,5 puntos)

(b) Determine el conjunto I = {A € R | h4 es un homomorfismo inyectivo de grupos}
Solucién

1. A€ I <= A€R A hy es un homomorfismo inyectivo de grupos <= ker(ha) = {Om(3x1)}
2. Luego, debemos estudiar el ker(hy).

u€ker(hg) <= ueMgr(3x1)Aha(u)=0gs

x x
— u=|y |Aha|l v | =(0,0,0)
z z
x
— u=|y |A@+ y+z,z+Iy+z,2-2)=(0,0,0)
z
x r+MNy+z = 0
— u=| vy AN xz+AXy+z = 0
z T —Z =0
x
= u=| vy A Jx=2A20+ XNy =0A22+ )y =0ANy =)y
z
x
= u=|y A [x:z/\2x+)\2y=O/\2m+)\y:0/\()\2—)\)yzo]
z

Luego tenemos dos casos:

Caso 1. (A2 —=X) #0,ee. X #0AXN#lentoncesy =0yu= | 0 |. As{, A € R —{0,1} entonces

ker(ha) = {0,0,0}, pues {0,0,0} C ker(hy4), y por ende h, inyectiva.



Caso 2. (A2—=))=0,e.e. A\=0A\X=1entonces y € Ry ker(ha) # {0,0,0}, y por ende ha no inyectiva.

Asi que I =R - {0,1}. (10 . )
.0 puntos

1 1 1
1 cosSa  COs

COS & 1 COoS (v
cosa  COS 1

entonces determine el conjunto:

(3) Si A € Mg(4) tal que A =

— =

J = {aeR|AZUMz(4))}

Solucién
1. Sabemos que: a € J <= a e R AN A£UMg(4))} <= a€R A det(A) =0

2. Si a = 2km entonces cos(2km) = 1 (Vk; k € Z)

3. Asi que, A = y det(A) =

— = e
— = e
— = e
e e
— = e
_ =
— e
—
(aw]

4. De donde, {a =2km | k€ Z} C J.

(0,5 puntos)

Reciprocamente

1. ael] <= acRANA#UMr4))} <= a€R A det(A) =0
2. Asi que debemos calcular el det(A):

(1) (1) cos;—l cos;—l (Ly — Ly — Ly)
det(A) = det 0 cosa— 1 0 cosa—1 | haciendo | (Ls — Ls— L)
0 cosa—1 cosa—1 0 (Ls — La = L)
0 cosa—1 cosa—1
= det| cosa—1 0 cosaw—1 |, haciendo (Ly = Ly — L3)
cosa—1 cosa—1 0
0 cosa—1 cosa—1
= det 0 l1—cosa cosa—1
cosa—1 cosa—1 0

_ (cosa—l)det( cosa—1 cosa—1 )

1—cosa cosa—1

= 2(cosa—1)*

3. Por tanto:



ac] = a€R A (cosa—1)=0

— a€R A cosa=1

— ac€R A a=2kr

De donde, J C {a =2kn | k € Z}, y entonces J = {a = 2kn | k € Z}.

(4) Sea A € Mg(n), (n > 3) tal que det(A) # 0. Demuestre que:

Adj((Adj(A)) = (det(A))" 2 - A

Como A - Adj(A) = det(A) - I, vale (VA; A € Mg(n)) y como Adj(A) € Mg(n) entonces

Adj(A) - Adj(Adj(A))
Adj(A) - Adj(Adj(A))

A~ Adj(A) -Adj(Adj(A))
(*)

det(A)I,, - Adj(Adj(A))

Adj(Adj(A))

<= 1 < |

<= I <=

det(Adj(A))I,,
(det(A))" "I,

A (det(A))" I,

(det(A))" AL,

(det(A))" 24

( pues, det(Adj(A)) = (det(A4))" 1)

(1.0 puntos)

(1.5 puntos)



