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(1) Considere el sistema lineal

201 - x 4+ 3x3 = a
3r1 + w2 - bxg = b (%)
—5x1 - bxo + 2lz3 = c

Determine los conjuntos
e S; ={ceR| (%) tiene solucién }
e Sy ={c€ R | (x) no tiene solucién }
Solucién

Etapa 1. Tenemos la notacién matricial para (x)

201 — 3y + 3x3 = a 2 -1 3 T
37 + x93 — bHrg = b| <= 3 1 =5 xy | =
—5x1 — bz + 2lxz3 = c -5 -5 21 T3

Etapa 2. Escalonamos La matriz ampliada asociada a ().

2 -1 3| a 2 -1 3| a
A, = 3 1 -5 | b = 1 2 -8 | b—a
-5 =5 21 | ¢ -5 =5 21 | ¢
1 2 -8 | b-a
= 2 -1 3| a
5 -5 21 | ¢
1 2 -8 | b—a
= [0 -5 19| 3a-2
0 5 —19 | 5b—5a+e
1 2 -8 | b—a
= [0 -5 19| 3a-2

0 0 0 | 3b—2a+c
Etapa 3. De las conclusiones
(%) tiene solucién si y sélo si 3b — 2a + ¢ = 0, luego

e S1={ceR|c=2a-3b}

lCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



o So={ceR|c#2a—3b}

(2) Si T € Lr(Ro[z]), tal que T'(ag + a1z + asx?) = —a; — apx — asx? entonces
(a) Demuestre que T' es diagonalizable
Solucién

Etapa 1. Determinamos Pr(\) el polinomio caracteristico.

o 0 -1 0
G [TPry=1 -1 0 0
- 0 0 -1
A -1 0
(i) Luego, Pr(\) =det [ —1 A 0 | =M+ -1)=A+1)2*N-1)
0 0 A+1

Asi que los valores propios son V.P. = {—1,1}
Etapa 2. Verifiquemos si T" es o no diagonalizable

Si mp(A) = (A +1)(A — 1) entonces

0 -1 0 100 0 -1 0 10 0
7mTUngD - 1 0 0 |+|0 10 1 0 o|-|o010
A 00 1 0 0 -1 00 1
[ 1 -1 0 -1 -1 0
- 110 1 -1 0
'\ o 0o 0 0 -2
00 0
.
00 0

Asi que T es diagonalizable.
(b) Demuestre que T' es un isomorfismo.
En efecto

Como T es diagonalizable y los valores propios son no nulos entonces det(7) # 0, en realidad
det(T) = —1. Pues,

10 0 0 -1 0
det| 01 0 |=det| -1 0 0 |=-1
0 0 -1 0 0 -1

(3) Determine T € Lg(R?), tal que verifique simultdneamente las condiciones:



b (R3)—1 = <{(17 L, 1)7 (_17 _170)}> y
i (R3)\/§ - <{(1707 1)7 (_37 0, _3}>
Solucién

Etapa 1. Debemos construir 7 € Lg(R?) sujeta a las condiciones expuestas encima, en particular
debemos decir ; quién es T'(x,y, z)?

Etapa 2. Manejo de la Informacién

(a) Como a = {(1,1,1),(—1,—1,0)} es un conjunto linealmente independiente, pues

a(1,1,1) + b(=1,-1,0) = (0,0,0) = (a—b,a—b,a) =(0,0,0) =>a=b=0

y como dimg(R?) = 3, sigue que 8 = {(1,0,1),(—3,0,—-3)} es linealmente dependiente. Asi que
podemos tomar a = {(1,0,1)}

(b) Ademés v = {(1,1,1),(—~1,-1,0),(1,0,1)} es una base de R?, pues,

a(1,1,1) +b(—-1,-1,0) +¢(1,0,1) = (0,0,0) = (a—b+c,a—b,a+c)=(0,0,0)
= a=b=c=0
(c) Finalmente
T((1,1 1)) = —(1,1,1) = (-1,-1,-1)
(( )) = —<—1,—1,0> = (17170)
(1,0,1) = V2(1,0,1) = (V2,0v2)

Etapa 3. Conclusiones

(a) Como v = {(1,1,1),(=1,—1,0),(1,0,1)} es una base de R? entonces podemos resolver la ecuacién

(r,y,2) = a(1,1,1)4+b(—-1,-1,0) +¢(1,0,1)
En efecto
a—b+c = =z
(z,y,2) =(a—b+c,a—ba+c) < a—0 = vy

a—+c = z

= c=zx—yANa=z+y—zx ANb=z—x
(b) Asi que

(x,y,2) = (z4+y—2)(1,1,1)+(z—2)(—1,-1,0) + (z — y)(1,0,1)

De donde sigue finalmente que

T(x,y,z) = (z+y—2)T(1,1,1)+ (z—2)T(-1,-1,0) + (z — y)T(1,0,1)
(z+y—z)(—=1,-1,—1) + (z — 2)(1,1,0) + (z — y)(V2,0, V2)
= (z-— —z+z—:v+\/2(:c—y),x—y—z—l—z—x,x—y—z—i—\@(x—y))
(—y + V2 —V2y,—y,x —y — 24+ V2z — V2y)

(

2¢ — (14+V2)y, —y, (1 +V2) — y(1 + V2) — 2)



4.1 Demuestre que T' € Lg(R* R) A T no sobreyectiva = T =0
Solucién
Etapa 1. Debemos mostrar que T'(u) = Opa  (Vu : u € RY)
Etapa 2. Manejo de la informacién

(a) Si T € Lr(R* R) entonces es aplicable el Teorema de la dimensién. Es decir que es aplicable la
ecuaciéon

dimg(R?Y) = dimg(ker(T)) 4 dimg (Img (T))
4
4 = dimg(ker(7)) + dimg (Img (7))
(b) Por otra parte, Img (7') es un subespacio de R, y dimg(R) = 1 entonces dimg (Img (7)) < 1, esto es
dimg(Img (7)) =1 o dimg(Img (T")) = 0.

Etapa 3. Conclusion

Como T no sobreyectiva entonces dimg(Img (7)) < 1 y sigue que dimg(Img (7')) = 0, asi que
dimg (ker(T)) = 4 = dimg(R*), pero ker(T) es un subespacio de R* entonces ker(T) = R* y
T =0.

4.2 Demuestre que T € Lg(R,R*) A no inyectiva =T =0
Solucién
Etapa 1. Debemos mostrar que T'(u) = 0g  (Yu : u € R)
Etapa 2. Uso de la informacién

(a) Si T € Lr(R,R*) entonces es aplicable el Teorema de la dimensién. Es decir que es aplicable la
ecuaciéon

dimg(R) = dimg(ker(7)) + dimg(Img (7"))
4
1 = dimg(ker(7)) + dimg(Img (7"))

(b) Si T no inyectiva entonces dimpg ker(7") = 1, pues ker(7) es un subespacio de R y como sabemos
dimg(R) = 1. Asi que ker(T) =R y T' = 0.



