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(1) Considere el sistema lineal

2x1 - x2 + 3x3 = a
3x1 + x2 - 5x3 = b

−5x1 - 5x2 + 21x3 = c
(⋆)

Determine los conjuntos

• S1 = {c ∈ R | (⋆) tiene solución }

• S2 = {c ∈ R | (⋆) no tiene solución }

Solución

Etapa 1. Tenemos la notación matricial para (∗)

2x1 − x2 + 3x3 = a

3x1 + x2 − 5x3 = b

−5x1 − 5x2 + 21x3 = c
⇐⇒





2 −1 3
3 1 −5

−5 −5 21









x1

x2

x3



 =





a

b

c





Etapa 2. Escalonamos La matriz ampliada asociada a (∗).

Aa =





2 −1 3 | a

3 1 −5 | b

−5 −5 21 | c



 ≡





2 −1 3 | a

1 2 −8 | b − a

−5 −5 21 | c





≡





1 2 −8 | b − a

2 −1 3 | a

−5 −5 21 | c





≡





1 2 −8 | b − a

0 −5 19 | 3a − 2b

0 5 −19 | 5b − 5a + c





≡





1 2 −8 | b − a

0 −5 19 | 3a − 2b

0 0 0 | 3b − 2a + c





Etapa 3. De las conclusiones

(∗) tiene solución si y sólo si 3b − 2a + c = 0, luego

• S1 = {c ∈ R | c = 2a − 3b}

1Cada problema vale 1.5 puntos.
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• S2 = {c ∈ R | c 6= 2a − 3b}

(2) Si T ∈ LR(R2[x]), tal que T (a0 + a1x + a2x
2) = −a1 − a0x − a2x

2 entonces

(a) Demuestre que T es diagonalizable

Solución

Etapa 1. Determinamos PT (λ) el polinomio caracteŕıstico.

(i) [T ]
p(2)
p(2) =





0 −1 0
−1 0 0

0 0 −1





(ii) Luego, PT (λ) = det





λ −1 0
−1 λ 0

0 0 λ + 1



 = (λ + 1)(λ2 − 1) = (λ + 1)2(λ − 1)

Aśı que los valores propios son V.P. = {−1, 1}

Etapa 2. Verifiquemos si T es o no diagonalizable

Si mT (λ) = (λ + 1)(λ − 1) entonces

mT

(

[T ]
p(2)
p(2)

)

=









0 −1 0
−1 0 0

0 0 −1



 +





1 0 0
0 1 0
0 0 1

















0 −1 0
−1 0 0

0 0 −1



 −





1 0 0
0 1 0
0 0 1









=









1 −1 0
−1 1 0

0 0 0

















−1 −1 0
−1 −1 0

0 0 −2









=





0 0 0
0 0 0
0 0 0





Aśı que T es diagonalizable.

(b) Demuestre que T es un isomorfismo.

En efecto

Como T es diagonalizable y los valores propios son no nulos entonces det(T ) 6= 0, en realidad
det(T ) = −1. Pues,

det





1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 = det





0 −1 0
−1 0 0

0 0 −1



 = −1

(3) Determine T ∈ LR(R3), tal que verifique simultáneamente las condiciones:
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• (R3)−1 = 〈{(1, 1, 1), (−1,−1, 0)}〉 y

• (R3)√2 = 〈{(1, 0, 1), (−3, 0,−3}〉

Solución

Etapa 1. Debemos construir T ∈ LR(R3) sujeta a las condiciones expuestas encima, en particular
debemos decir ¿ quién es T (x, y, z)?

Etapa 2. Manejo de la Información

(a) Como α = {(1, 1, 1), (−1,−1, 0)} es un conjunto linealmente independiente, pues

a(1, 1, 1) + b(−1,−1, 0) = (0, 0, 0) =⇒ (a − b, a − b, a) = (0, 0, 0) =⇒ a = b = 0

y como dimR(R3) = 3, sigue que β = {(1, 0, 1), (−3, 0,−3)} es linealmente dependiente. Aśı que
podemos tomar a β = {(1, 0, 1)}

(b) Además γ = {(1, 1, 1), (−1,−1, 0), (1, 0, 1)} es una base de R
3, pues,

a(1, 1, 1) + b(−1,−1, 0) + c(1, 0, 1) = (0, 0, 0) =⇒ (a − b + c, a − b, a + c) = (0, 0, 0)

=⇒ a = b = c = 0

(c) Finalmente

T ((1, 1, 1)) = −(1, 1, 1) = (−1,−1,−1)
T ((−1,−1, 0)) = −(−1,−1, 0) = (1, 1, 0)

T (1, 0, 1) =
√

2(1, 0, 1) = (
√

2, 0
√

2)
Etapa 3. Conclusiones

(a) Como γ = {(1, 1, 1), (−1,−1, 0), (1, 0, 1)} es una base de R
3 entonces podemos resolver la ecuación

(x, y, z) = a(1, 1, 1) + b(−1,−1, 0) + c(1, 0, 1)

En efecto

(x, y, z) = (a − b + c, a − b, a + c) ⇐⇒
a − b + c = x

a − b = y

a + c = z

=⇒ c = x − y ∧ a = z + y − x ∧ b = z − x

(b) Aśı que

(x, y, z) = (z + y − x)(1, 1, 1) + (z − x)(−1,−1, 0) + (x − y)(1, 0, 1)

De donde sigue finalmente que

T (x, y, z) = (z + y − x)T (1, 1, 1) + (z − x)T (−1,−1, 0) + (x − y)T (1, 0, 1)

= (z + y − x)(−1,−1,−1) + (z − x)(1, 1, 0) + (x − y)(
√

2, 0,
√

2)

= (x − y − z + z − x +
√

2(x − y), x − y − z + z − x, x − y − z +
√

2(x − y))

= (−y +
√

2x −
√

2y,−y, x − y − z +
√

2x −
√

2y)

= (
√

2x − (1 +
√

2)y,−y, x(1 +
√

2) − y(1 +
√

2) − z)
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4.1 Demuestre que T ∈ ÃLR(R4, R) ∧ T no sobreyectiva =⇒ T = 0

Solución

Etapa 1. Debemos mostrar que T (u) = 0R4 (∀u : u ∈ R
4)

Etapa 2. Manejo de la información

(a) Si T ∈ ÃLR(R4, R) entonces es aplicable el Teorema de la dimensión. Es decir que es aplicable la
ecuación

dimR(R4) = dimR(ker(T )) + dimR(Img (T ))

⇓
4 = dimR(ker(T )) + dimR(Img (T ))

(b) Por otra parte, Img (T ) es un subespacio de R, y dimR(R) = 1 entonces dimR(Img (T )) ≤ 1, esto es
dimR(Img (T )) = 1 o dimR(Img (T )) = 0.

Etapa 3. Conclusión

Como T no sobreyectiva entonces dimR(Img (T )) < 1 y sigue que dimR(Img (T )) = 0, aśı que
dimR(ker(T )) = 4 = dimR(R4), pero ker(T ) es un subespacio de R

4 entonces ker(T ) = R
4 y

T = 0.

4.2 Demuestre que T ∈ ÃLR(R, R4) ∧ no inyectiva =⇒ T = 0

Solución

Etapa 1. Debemos mostrar que T (u) = 0R (∀u : u ∈ R)

Etapa 2. Uso de la información

(a) Si T ∈ ÃLR(R, R4) entonces es aplicable el Teorema de la dimensión. Es decir que es aplicable la
ecuación

dimR(R) = dimR(ker(T )) + dimR(Img (T ))

⇓
1 = dimR(ker(T )) + dimR(Img (T ))

(b) Si T no inyectiva entonces dimR ker(T ) = 1, pues ker(T ) es un subespacio de R y como sabemos
dimR(R) = 1. Aśı que ker(T ) = R y T = 0.


