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(1) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

x + y + z = 1
x + y + az = 1

by + cz = c

(∗)

Determine los siguientes conjuntos

(a) S1 = {(a, b, c) ∈ R
3 | (∗) tiene infinitas soluciones}

(b) S2 = {(a, b, c) ∈ R
3 | (∗) tiene solución única}

(c) S3 = {(a, b, c) ∈ R
3 | (∗) no tiene solución}

Solución:

Etapa 1. Construimos la matriz ampliada Aa del sistema:

Aa =







1 1 1 1

1 1 a 1

0 b c c







Etapa 2. Realizando operaciones elementales obtenemos la matriz E:

E =







1 1 1 1

0 b c c

0 0 a − 1 0







Etapa 3. Análisis de la matriz E

Si a = 1:

E =







1 1 1 1

0 b c c

0 0 0 0






=⇒

x + y + z = 1
by = c(1 − z)

Luego a = 1 =⇒ (1, b, c) ∈ S1

1Cada problema vale 1.5 puntos.
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Si a 6= 1:

E =





1 1 0 1
0 b 0 c

0 0 1 0



 =⇒
x + y = 1

by = c

z = 0

Luego,

a 6= 1 ∧ b = 0 ∧ c 6= 0 =⇒ (a, 0, c) ∈ S3

a 6= 1 ∧ b = 0 ∧ c = 0 =⇒ (a, 0, 0) ∈ S1

a 6= 1 ∧ b 6= 0 =⇒ (a, b, c) ∈ S2

(2) Construya, (si es posible) T ∈ LR(MR(2)) tal que verifique simultáneamente las condiciones:

(a) (MR(2))
−2 =

{(

1 1
1 1

)

,

(

1 −1
1 1

)}

(b) (MR(2))0 = {0MR(2)}

Solución

Etapa 1. Interpretamos los datos:

(

1 1
1 1

)

∈ (MR(2))
−2 ⇐⇒ T

(

1 1
1 1

)

=

(

−2 −2
−2 −2

)

(

1 −1
1 1

)

∈ (MR(2))
−2 ⇐⇒ T

(

1 −1
1 1

)

=

(

−2 2
−2 −2

)

Además

(MR(2))0 = {0MR(2)} =⇒ T inyectiva

Etapa 2. Construimos una base para definir la transformación T pedida.

Sea α =

{(

1 1
1 1

)

,

(

1 −1
1 1

)

,

(

1 0
0 0

)

,

(

0 0
0 1

)}

Una α aśı construida es una base

En efecto

Si a1

(

1 1
1 1

)

+ a2

(

1 −1
1 1

)

+ a3

(

1 0
0 0

)

+ a4

(

0 0
0 1

)

=

(

0 0
0 0

)

entonces
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a1 + a2 + a3 = 0
a1 − a2 = 0
a1 + a2 = 0
a1 + a2 + a4 = 0

=⇒ a1 = a2 = a3 = a4 = 0

Finalmente, para

(

x y

z w

)

∈ MR(2) tenemos que

(

x y

z w

)

= a1

(

1 1
1 1

)

+ a2

(

1 −1
1 1

)

+ a3

(

1 0
0 0

)

+ a4

(

0 0
0 1

)

=⇒

a1 + a2 + a3 = x

a1 − a2 = y

a1 + a2 = z

a1 + a2 + a4 = w

=⇒ a1 =
y + z

2
∧ a2 =

z − y

2
∧ a3 = x − z ∧ a4 = w − z

Por tanto

(

x y

z w

)

=
y + z

2

(

1 1
1 1

)

+
z − y

2

(

1 −1
1 1

)

+ (x − z)

(

1 0
0 0

)

+ (w − z)

(

0 0
0 1

)

⇓

T

(

x y

z w

)

=
y + z

2
T

(

1 1
1 1

)

+
z − y

2
T

(

1 −1
1 1

)

+ (x − z)T

(

1 0
0 0

)

+ (w − z)T

(

0 0
0 1

)

⇓

T

(

x y

z w

)

=
y + z

2

(

−2 −2
−2 −2

)

+
z − y

2

(

−2 2
−2 −2

)

+ (x − z)

(

1 0
0 0

)

+ (w − z)

(

0 0
0 1

)

(3) Determine valores y vectores propios de la matriz A =





2 1 0
0 1 −1
0 2 4





Solución

Etapa 1. El polinomio caracteŕısticos es

PA(λ) = det





(λ − 2) −1 0
0 (λ − 1) 1
0 −2 (λ − 4)





= (λ − 2)2(λ − 3)

Luego, los valores propios son V.P. = {2, 3}

Etapa 2. Determinamos los valores propios:

En general
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u ∈ (MR(3 × 1))λ ⇐⇒ u ∈ MR(3 × 1) ∧ Au = λu

⇐⇒ u =





x

y

z



 ∧





(λ − 2) −1 0
0 (λ − 1) 1
0 −2 (λ − 4)









x

y

z



 = λ





x

y

z





⇐⇒ u =





x

y

z



 ∧
2x + y = λx

y − z = λy

2y + 4z = λz

(∗)

Caso λ = 2. De (∗) sigue que

u ∈ (MR(3 × 1))2 ⇐⇒ u =





x

y

z



 ∧
2x + y = 2x

y − z = 2y

2y + 4z = 2z

⇐⇒ u =





x

0
0





Luego,(MR(3 × 1))2 =

〈























1
0
0























〉

Caso λ = 3. De (∗) sigue que

u ∈ (MR(3 × 1))3 ⇐⇒ u =





x

y

z



 ∧
2x + y = 3x

y − z = 3y

2y + 4z = 3z

⇐⇒ u =





y

y

−2y





Luego,(MR(3 × 1))3 =

〈











1
1

−2











〉

(4) Define en R2[x] el producto interno

〈p(x), q(x)〉 = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2)

(a) Usando este producto interno obtenga una base ortogonal α para R2[x], a partir de la base canónica
{1, x, x2}

Solución

Sea p1 = 1 . Puesto que

〈1, 1〉 = 12 + 12 + 12 = 3, 〈x, 1〉 = 0 · 1 + 1 · 1 + 2 · 1 = 3

se define a

p2 = x −
〈x, 1〉

〈1, 1〉
1 = x − 1
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De igual manera

〈x − 1, x − 1〉 = 2, 〈x2, 1〉 = 5, 〈x2, x − 1〉 = 4

Tenemos que:

p3 = x2 −
〈x2, 1〉

〈1, 1〉
1 −

〈x2, x − 1〉

〈x − 1, x − 1〉
(x − 1) = x2 − 2x +

1

3

Luego

{p1, p2, p3} = {1, x − 1, x2 − 2x +
1

3
}

es una base ortogonal de P2 con respecto al producto interno dado.

(b) Determine [1 + x + x2]α

Solución

[1 + x + x2]α =





11
3
3
1






