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(1) Sea V un K espacio vectorial y a = {v1,va,...,v,} una base de V. Sea 8 = {wy,wa,...,w,} C V tal que
i

w; = Zv(n,jﬂ), para (1 <i <n).
j=1
(i) Demuestre que § es una base de V
Solucién
1. Observamos que por definicién los w;, para (1 <4 < n) son de la forma:
i

w; = Zv(n,jﬂ), para (1 <i <mn).
j=1

W; = Up+Upn—1+Un—2+  +Up_it1)

Asi que cada uno de ellos, es en particular de la forma:

wq = Up Un = w

Wy = Up+Up—1 Up—1 = W2— W

W3 = Up+ Up—1+ Un_2 e Up_2 = W3— W2

Wy = Up+Up_1+Up 2+ -+ U1 = Wp — Wp-1
() (2%)

2. Mostremos que 3 es Li. en V.

2.1 Para ello partamos suponiendo que el origen de V tiene dos representaciones, en términos de los w;
es decir

Z a;w; = Oy <= a1wy + asws + agws + - - - + a,w, = Oy (3*)
=1

LCada problema vale 2.0 puntos.
Tiempo 120’



2.2 Aplicando la informacién de (%) a (3%) obtenemos lo siguiente:

n n 7
Zaiwi =0y <= Zai Z’U(n,j+1) = Oy
i=1 i=1  j=1
= a1y +a2(Vy +Vp_1) + o Fan(Vn F U1 F U2+ vr) = Oy
<~ (a1+ - Fan)vp+ (az+ -+ an)vp—1+ - (an-1 + an)ve + anvs = Oy
ar+ax+---+a, = 0
as+---+a, = 0
a Li .
= — a4y = 0p_1 = =ay=a1 =0
ap-1+a, = 0
a, = 0

Asi que B es Lien V.
3. Mostremos que 3 es un sistema de generadores para V.

Para ello consideremos u € V. Debemos mostrar que u tiene una representacion como combinacién
lineal en términos de los w;.

3.1. Como « es una base de V entonces en particular, es un sistema de generadores para V, asi que
existen escalares; aq,as, - ,a, tal que

U= a1v1 + agUq + -+ + apvy,. (4x)

3.2 Aplicando (2x) en (4%) tenemos que:

u = a1(wp, — wp_1) + a2(Wn—1 — Wp—2) + az(Wp_2 — Wyp—_3) + -+ + apwi
I
u = a1 wyp+ (az—ay)wp—1+ (a3 —a2)Wp_o+ -+ (ap — ap_1)wy (5%)
~~ N— —— ——
(&) Cc2 c3 Cn

Luego, § es un sistema de generadores para V
(ii) Determine la matriz [I]2

Solucién

1. Por definicién de la matriz cambio de base tenemos que:

Ne = (il [vals [vsls - [oals) (6%



2. De (5%) sigue que:

(an - an—l)
(an—l - an—Q)
(an72 - an73)
[ulg = : — u=aiv] +avs+ -+ a,vn, (7%)

(az — az)
(az —a1)

3. Aplicado (7x) a (6%) paso a paso tenemos que

e = ([vils [vals [sls - [valp)
0 0 -1 1
0 0 0
0 0 0
0 -1 0 0
-1 1 0 0
1 0 0 0
n+1 .
(2) Considere la funcién T : R"*! —— R, [z] tal que T(ai,az, -, an,Qni1) = Z a;(1—xz)"% (neN)
i=1

(a) Demuestre que T es un isomorfismo.
Solucién

1. Demostremos en primer lugar que esta T asi definida es una transformacién lineal. Para ello
consideremos los ingredientes:

1
uw = (alaGQa"' aa‘nva‘n-‘rl) eRn+

v (blab27"' 7bn7bn+1)€Rn+1y)\€R

11 Pdqg T(u+v)=T(u)+T(v)

T(’LL+’U) = T((a’1+b1)a(a2+b2)v"‘ 7(an+bn)7(an+l+bn+1)))
n+1 )
= Z(al—i—bz)(l —Z‘)Z_l
n+1 ) n+1 )
= Zaz’(l — )t +Zbi(1 — )t

= T(al,GQ,"’ ,an,an+1)+T(b17b27"° 7bnabn+1)

= T(u)+T(v)



1.2 P.d.q. T(Au) = AT (u)
T(Au) = T(Aa1,Aag, -+, Aan, Aant1)
n+1
= Y (Ma)(1-x)""
i=1
n+1
= A Z ai(1 —z)~!
i=1

= )\T(al,az,-" 7an7an+1)

= Al(u)
Luego T € Lg (R R, [x])

2. Como ambos espacios tienen la misma dimensién, es decir dimg(R"*1) = dimg (R,[z]) = n+1 en-
tonces en virtud del Teorema de la Dimension, basta mostrar que T es inyectiva o bien sobreyectiva.

2.1 Mostremos que T es inyectiva. Para ello consideremos u € ker(7T)

u€ ker(T) < uweR"™ AT(u)=0g,

— u= (a17a27 T O, an+1) A T(ala az, -+, Qn, an+1) = ORn[-’JU]
n+1
— u= (a17a27"' 7anaan+1)/\zai(1_$)171 :OR’L[I] (*)
i=1
Una cuestién central aqui es que el conjunto o = {1, (1 — x), (1 — z)?,--- , (1 — 2)"} es una base

para R, [z], aunque para nuestros propésitos es suficiente que sea Li.

En efecto,
n+1

Supongamos que Z a;(1— x)’fl = Op,[2] entonces usando, por ejemplo el método de induccion
i=1

tenemos que
(i) Sin=1

ar +az(1 —x) = Og, [ ar + az — asx = O, 4]

—
= a1+a3=0A—ax=0
=

a; = ag = 0
Y {1,1 -z} es Li.
(ii) Supongamos como hipétesis de induccién que {1,1 — x,---, (1 — x)*~1} es Li.

(iii) P.d.q. {1,1— a2, ,(1 —2)* (1 —2)*} es Li.

En efecto



a1—i—ag(l—x)+~-~+ak(1—x)k_1+ak+1(1—a:)k = Ory[q]
3
—ag — - — (k= Dap(1 — )" 2 — kap 1 (1 —2)" 1 = Oy [] (derivando)
3
—ag=--=—(k—1)ap = —kary1 = 0 (hipétesis de induccidn)
3
ag=---=ar=apy1 = 0
N3
ag=ap=-=ap=0ap41 = 0

Luego « es Li, asi que sustituyendo en (x), tenemos que

u € ker(T) <= u=1(0,0,---,0,0) = ker(T) ={(0,0,---,0,0)} y T es inyectiva, y por ende un isomorfismo
(b) Determine T, para n =3

Solucién

1. Como a = {1, (1 — z), (1 — )%, (1 — x)3} es una base para R3[z] y por definicién

T(1,0,0,0) = 1
7T(0,1,0,0) = 1—=
T(0,0,1,0) = (1—x)?
7(0,0,0,1) = (1—2)°

[
—
|
8
=
w
|

3. Extendemos T~! al espacio R3[z] como sigue:

aj + asx + azx® + agzt by-14+by-(1—2)+b3---(1—x)>+by-(1—2)3

(desarrollando los binomios del segundo miembro e igualando tenemos que)

<l

ai b1 + ba + b3 + by
ay = —by—2b3—3b,
az = bs+ 3by
ay = —by

\’
by = a1 +tas+asz+ay
bo = —ag—2a3— 3a4
bs = a3+ 3a4

b4 = —a4



Asi que

T ay + agz + azz? + asx®) = (a1 + az + az + aq, —as — 2a3 — 3ay, a3 + 3ay, —ay)

4. Finalmente siempre es bueno comprobar. Si p(z) = a; + asx + azz? + a42® entonces

T(T_l(p(x))) = (a1 + a2+ a3+ aq4)+ (—ags —2a3 — 3a4)(1 — ) +
(a3 +3as)(1 —z)® — ag(1 — 2)3
= a1 — a3z — 2a4 + asx + 2a3x + 3asx + a3 + 3ag —

2a3r — 6asxr + a3x2 + 3a42% — ag + a4z — 3a42? + agx®

= aj+ ax + a3x2 + a4x4

Un célculo andlogo muestra que T~ 1(T (a1, az, a3, a4)) = (a1, az, a3, as)
(3) Determine T' € Lg(MRg(2)) tal que verifique simultdneamente las condiciones:
1 1
@ o= ({(50)-(1 1))
(b) dimg(Img(T)) =3

Solucién

1. Debemos determinar T' < i i ) =7, para cualquier A € Mg(2)

A
. 0 1 1 1
2. Si llamamos o = {( 1 0 >,( 11 >} entonces
2.1 o es Li.
En efecto
0 1 11\ (00 as ap+a \ (0 0
“1(1 o>+a2(1 1)(0 O):><a1+a2 a )<0 0)

Asique ag = a2 =0y a es Li.

2.2 Por definiciéon de subespacio propio tenemos que:
0 1 0 1 0 -2

T(l 0)“2<1 0)‘(—2 0)
11 1 1 -2 =2

()= )-(22)

3. Para determinar esta transformacién (o cualquier otra), debemos definirla en una base, y que ademds
satisfaga las propiedades pedidas.

3.1 Asi que debemos completar o a una base del espacio Mg(2). Para ello considera:



4.

Y
w

SIS

~_
Il

7

1 1 0 0 -1 . .. . .
1 >,( 00 ),(1 0 )}Es imprescindible verificar si 3 es 0 no una base.
0 1 n 1 1 n 10 + 0 -1 - 0 0
@1 0)7 01 1) oo0) ™1 o) T oo
I

as + as a1+ az —ay N 0 0
a1 + as + ay ag o 0 0

Luego, as = 0;a3 =0,a1 = a4y a1 = —ay. asi que a; =ags =az =a4 =0y [ es Li.

3.2 Definimos T, para que verifique las condiciones que faltan.

Si dimg( Img (T")) = 3 entonces por el teorema de la dimensién dimg( ker (7)) = 1. Por tanto para
completar la definicién podemos hacer lo siguiente:

f(1D)-(2 )

-2 =2
-2 =2

Extendemos T a todo el espacio.

0 1 11 1 0 0 -1

( az + as a1+a2—a4)

N 8
SIS
N——

—
/N 7N
[N I
SRS
"

a; +az +aq az
3

a = W

ax+a3 = <«

ayt+azx—ay = Y

ar+ax+ays = =z

; Y+ z—2w z—y
A51que:a1:f AN a=w N a3=z—w A a4:T.P0rtant0.

- () (s ) (5 2 ) e (0 0)+ (557) (0 0)

T—3w —2-yY
—y—z 2w



