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(1) Considere T € Lg(R?) tal que T(z,y, 2) = (uz + y,uy + z,uz), para u € R — {0}.
Demuestre usando Induccién matematica que la férmula.

n(n—1)
2

Es verdadera, (Vn;n € N), donde T" =T oT o---oT (n-veces)

T (x,y,2) = (u”x +nuly + w2z uy 4+ nu "z, u”z)

Solucién

1. T € Lg(R3) = T" € Lg(R?) (Vn;n € N)

“ w1 0 o n -l n(n2— D) o2
2 [Tegs) = S R (T3) =| 0w nun1 »paran €N
0 0 u”

3. Luego, demostrar por induccién matemética que:

-1
T (x,y,2) = (u"m + nuty + % w2z uty + nu "z, u"z)
es equivalente a mostrar que
v 1 0 n u”  nut—1 n(n2_ 1) un—2
0 u 1 = 0 u 1 , (Yn;n € N) (%)
00 w 0 0 un

Asi que, procedemos a demostrar por induccién matemaética:

Etapa 1. Si n = 1 entonces:

W1 0N fu 1 0\ [w ot WD g

0w 1 | =0uwl|Y|[, . 2 =10 u 1

00 w 0 0 u 0 0 ul 0 0 wu
Asi que,

u 1 0\" ul 1ot MDD g

0 u 1 = 0 ul 7%un171 y la férmula es verdadera para n = 1.

0 0 wu 0 0 !

LCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



Etapa 2. Si suponemos como Hipétesis de Induccién que:

v 1 0 n u”  nutl TL(TL — 1) n—2
0 u 1 = 0 u™ %L’U,n71 (H)
00 w 0 0 un

Etapa 3. Entonces la Tesis de Induccién consiste en demostrar que:

w1 0\ untl (4 1untD-t (n+ 1)((7;+ V-1 u(nth—2
0w 1 = 0 w1t (n + urtH-1
0 0 u 0 0 u(n+1)
untl (n+ un M w™D
= 0 w7t (n+1)u”
O O u(n+1)
En efecto
u 1 0\ w1 0\"/u 1 0
0 u 1 = 0 u 1 0 u 1
0 0 wu 0 0 u 0 0 u
n nun—l TL(TL— 1) un72 v 1 0
(H) 2 0 1
- 0 u” nu™! w
0 0 u 0 0 u
1
utl (n+1)un n(n;— ) u(n—l)
0 0 u(nJrl)

clx+w)+ay+ bz
ar + c(y + z) + bw
bx + c(y + z) + aw
clx +w)+by+az

(2) Sea T € Lg(R*) tal que [T'(z,y, z,w)]ca) = . Demuestre que [a = b = T no sobreyectival

Solucioén,

1. Por definicién T posee una representacién matricial de la forma:

7158 = ([7(1,0,0,0)]eqa) [T(0,1,0,0)]eay [T(0,0,1,0)](a) [T(0,0,0,1)]c(a))

c a b c
_ a ¢ ¢ b
- b ¢ c a
c b a c

c a a c c a a c

2. Si b = a entonces [T]Egi;: @ cocoa , luego det @ cocoa = 0, tiene filas iguales.
a ¢ ¢ a a ¢ ¢ a
c a a c c a a c



3

Asi que T no es un isomorfismo, y por el teorema de la dimensién no es sobreyectiva (Caso contrario seria

también inyectiva).
(3) Sia={z,22+3,222 + 2} y B = {x + 3,2 — 2,22 + 1} son dos bases de Ra[z] y

2
A= 4 | € Mg(3) entonces
1

— DD =
I

(i) Construya, si es posible, T' € Lg(Ra[z]) tal que A = [T)3

Solucién

1. Por definicién la representacion matricial de T es la siguiente:

115 = ([T(@)s [TB+ %5 [T(x + 227)]p)
11 2
= 2 2 4
111
Luego,
1
T(z)s = 2 | =T@)=2+3+2x—2)+2°+1=3z+2°
1
1
T+ = 2 | =T@+2>) =2z +3+2x—-2)+2>+1=3z+2?
1
2
[T(z+ 23] = 4 | =Tx+22%) =2 +3)+4(x—2)+2*+1=—1+6x+2°
1

2. Como « es base entonces calculamos genéricamente [ag + a1 + ang]a, es decir, resolvemos la ecuacién:

ao + a1z + asxr® = bor + by 3+ xQ) + ba(z + 2{E2)
3by + (bo + ba)x + (b1 + 2b3)a”

Luego del resultado del sistema,

301 o a 3as —a
bo+by = ay |=b = 2 Aby="2 "0

b1 +2by = aq




Sigue que,

ag +a1x + a2m2

6a, — 3as + ag

ao 3a2

3

—ag

T+ 6

(3+2%) + (x + 227%)

3 _
T@y%%T®+m%+~g%J@Tm+2ﬁ)

a0 —
(3z + 2?) + %(33}4—1:2) + %(—1 + 62 + 27)

6
3
6a; — 3
Tlao +ane+aga?) = S0 Satan
3
. 6a, — 3as + ag
B 6
apg — 3(12
6

(ii) Determine [T'(1 + x + 22)|g

Solucién

[T(1+z+2%)]s
T(1+4x+2°)
(;>+5x+<§)x2

Luego,del resultado del sistema,

= = |

) N (ao—|—6a21 —|—3a2) - (3a1;a0) 22

Co
C1
C2

co(x+3) 4+ c1(x —2) + co(x? +1)

(3co — 2¢1 + ¢2) + (co + 1)z + oz’

1

3co—2c1+c2 = 3
10
co+c1 = 5 |=e==-ANcg==-ANc1=—
3 3

4

Co = g

Sigue que,

[T(1+z+2%))s

w| ot

Wik w3



(4) Sea V un K espacio vectorial de dimensién finita n, n € N tal que

o Lelg(V), Telg(V)yUeLg(V)

e U es invertible.

e L=UoToU !

Entonces
(i) Demuestre que L inyectiva = T  inyectiva

Solucién
1. Supongamos L inyectiva, es decir ker(L) = {Oy}

2. Sea u € ker(T)

u€ker(l) < weV A T(u)=0y
— uweV A U(T(u)=U(0y)
<~ wuwueV A (U o T)(u)) = Oy [U € LK(V)]
— weV A (LoU)(u))=0y [LoU=UoT]
<~ weV A L{U@w) =0y
= wueV A U(u) € ker(L)
= uweV A U(u) =0y [ker(L) = {0v}]
= weV A wu€ker(U)
= uweV A u=0y [U invertible]
— u= {Ov}

Luego T es inyectiva.
Solucién alternativa
1. L inyectiva, entonces det(L) # 0, es decir, det[L]% # 0, para cualquier base o de V.

Ahora como,

det[L]2 = det[lUoToU 12
= det ([U)2[T)2[U12)
= det[U]2 det[T]® det[U ]2
= det[U]2 det[T]2 det ([U]3) "
= det[U]® det[T]® (det[U7]2)

= det[U]S (det[U]2) " det[TIS

= det[T]S



Sigue que, det[L]% # 0 = det[T]% # 0, es decir T inyectiva.
(ii) Demuestre que L diagonalizable => T' diagonalizable
Solucién
1. Si L es diagonalizable entonces existe una base o = {v1,va,- - ,v,} de V de vectores propios de T.

2. Ademsds de la relacién entre L y T, sigue que para cualquier vector propio u de L tenemos:

Liu)= A = UoToU H(u)= M
= (ToU YH(u)=U""(w)
= T(U ) = \U(u)

Conclusién : u vector propio de L entonces U~!(u) es vector propio de T, es decir.

a={v1,v, " ,Un} = U Ya):={U (), U (va),--- , U (vp)}

base de vectores propios de L vectores propios de T

3. Pero, U Y (a) := {U Yv1),U " (v2), -+ ,U " (v,)}, es una base del espacio V, pues U es invertible, en
cualquier caso, como la dimensién de V es n entonces basta mostrar que U ~*(«) es linealmente independiente.

En efecto

a U ) + aeU Hve) + -+ anU N up) =0y = U Yayv1 + agva + -+ + anv,) = Oy
(a1v1 + agvs + -+ + a,vy) € ker(U™1)
a1v1 + agU2 + - -+ + anvy :OV

ai=ay=---=a, =0

Ly

U~ !(a) linealmente independiente en V

Luego, T diagonalizable.



