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(1) Demuestre usando Induccién Matemadtica que la férmula:

n

F(n)

es verdadera (Vn;n € N)

( 1 )_ n(n + 3)
= \k(k+1)(k+2) 4(n+1)(n+2)

Soluciéon

(a) P.d.q. F(1) es verdadera.

! 1 1 1
Z<k<k+1><k+2>> T 1B 6

=1

1 1
Por otra parte 12)(3) = 5

Luego, F'(1) es verdadera.
(b) Hipdtesis de Induccién.

Supongamos que F'(n) es verdadera. Esto es

n

1 ~ n(n+3)
Pt <k(k+1)(k+2)> 4n+1)(n+2) (H)

(¢) P.d.q F(n+ 1) es verdadera.

En efecto
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(H) n(n + 3) 1
dn+1)(n+2) (n+1)(n+2)(n+3)

n(n+3)? + 4
4(n+1)(n+2)(n+3)

n(n?+6n+9)+4
A(n+1)(n+2)(n+3)

n3 4 6n2 + 9n + 4
A(n+1)(n+2)(n+3)

(n+1)%(n+4)
4(n+1)(n+2)(n+3)

(n+1)(n +4)
A(n +2)(n + 3)

Asi que F(n+ 1) es verdadera y F(n) es verdadera (Vn;n € N)

(2) Sea L = {(z,y) € R? | 2 — 2y = 0}. Si se define en R? la relacién R como sigue:

(z1,51) R (22,92) <= (21— 22,51 —y2) €L
(a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia
En efecto

(i) R es reflexiva, pues:

(x—z,y—y) = (0,0) (V(z,9);(x,y) ER)A0—-2-0=0

($ -y - y) e L
(8 (Por definicién)

(z,y) R (z,y) (V(x,y);(z,y) € R?)

(ii) R es simétrica, pues.



(w1, y1)R(x2,72) = (21— 22,51 —¥2) €L
= 1 — 22 =2(y1 — ¥2)
= m2— 71 =2(y2 — Y1)
= (z2— 71,2 —y1) €L
_—

(2, y2) R(z1,91)
(iii) R es transitiva, pues si [(z1, y1)R(x2, y2)] A [(z2, y2) R(x3, y3)] entonces

(x1 —w2,y1 —y2) €L

1 — 22 = 2(y1 — Y2) (*)
(2 — 23,92 —y3) € L

T2 — 23 =2(y2 — Y3) (%)

(z1,y1) R(22,y2)

(z2,y2) R(z3,Y3)

FELL

Luego de (*) y (**) sigue que

T1 — T2+ X2 — T3 2(y1 —y2) +2(y2 — ¥3)

Y
T —x3 = 2(y1—Y3)
Y
(x1 — 3,51 —y3) € L
|’
(z1,91) R (23,93)

Luego, R es una relaciéon de equivalencia.

(b) Demuestre que (0,0) = L. Donde (0,0) representa la clase de equivalencia
de (0,0)

En efecto

(z,y) €(0,0) <= (x,y)R(0,0)
<~ (z—-0,y—0) el
— (z,y) €L

Luego, (0,0) =L
(3) Considere la funcién T : Rs[z] — Mg(2) definida por:

Tlag + a1z + asa?® + agz®) — ( (ao+a1) (a2 +as3) )

(a2 —a3)  (ag—a1)

(a) Demuestre que T es un isomorfismo de grupos

Solucion



(i) T es un homomorfismo de grupos.

Sean p(x) = ag + a17 + a2x® + azz® y q(x) = b + b1z + box? + bzxd y
AeR.

o P.d.q. T(p(z) + q(z)) = T(p(z)) + T(q(x))

T(p(z) +q(x)) = T(ao+bo+ (a1 +b1)z + (a2 + ba)z® + (a3 + bg)z?)

( (ao + bo) (a1 + bl) (a2 + b2) (a3 + bg) >

(ag + bg) (a3 + bg) (a() + bo) (a1 + bl)

. ( (a0+a1)+(bo+b1) (a2+a3) (bg—i—bg) >

B (a2 — a3) + (bg — bg) (ao — a1> (bo — bl)

B (ap+a1) (a2 +as3) (bo+b1)  (ba+b3)
- (i e+ (i i)

= T(ap+ a1z + azz® + azz®) + T(bo + byz + boz? + bzz?)

= T(p(z)) + T(q(x))

Luego, T es un homomorfismo de grupos.

e p.d.q. T es inyectiva

p(z) €ker (T) <= p(z) € Ra[z] AT(p(x)) = O (2)

!

p(z) = ao + a1z + agr® + azx® A T(ag + arz + aga?® + a3x3) = Oz (2)

_ 2 3 (ap+a1) (az+az) Y _ (0 O
<~ p(z) =ao+ a1z + agx” + asx /\<(a2_a3) an—ay )= Lo o

agp —|—a1)
ap — a)
a2+a3) =
az — as)

o O OO

(
— p(x)=ap+ a1z + asz? 4 azz® A E
(

— p(r)=ap+ a1z + ax® + a3z Nag = a1 = ay = a3 = 0
<~ p(z) =0+ 0x + 02? + 02®
< Ker (T) = {0+ 0z + 02* 4 023}

Luego, T es inyectiva

e P.d.q. T es sobreyectiva.
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_( bir b2
Sea B = ( byt bas

tiva basta resolver la ecuacién:

) € Mg(2). Para verificar que T es sobreyec-

T(p(x)) = B

entonces

T(p(x)) =B <= T(ap+ a1x + asz’® + azx>) = < Z;i Z;z )

PN <(a0—|—a1) (ag—l—ag)):(bu b12>

(ag —az) (ap—a1) ba1  b22
ap+ar = bi A@ +az = b2
ap —ar = b ax —az = boy

b+ b _ bia+ by
aO — _— az = -
2 2
< A
w = b11 — bao 4. — b1 — b2y
! 2 3 2

Asi que hemos encontrado el polinomio p(x) deseado tal que

b b b1 — b big — b big — b
p(z) = 11; 22+< 112 22)95—1—(122 21):(:2—1—(122 21>$3

Luego,

b11 + ba2 b11 — b22 big —ba1\ » b2 —ba1\ 3 b1 b2
T - _— =
[ > ( 2 > v < 2 ) v 2 v ba1 b2

Por tanto T" es un isomorfismo de grupos.

(b) Determine 71

Para calcular T—! basta usar la férmula obtenida encima. Esto es:

—1 bi1 b2 _ bin +bo b11 — bao big —ba1\ big —ba1\ 3
s << bo1  ba2 N S 2 v 2 T 2 “

(4) Un critico de arte cuyos ojos estan a 6 unidades de longitud del suelo, observa
con arrobamiento un cuadro que mide 10 unidades de altura, y estd montado a 4
unidades sobre el piso, segun la figura:



ojos i1 Th )

Si el critico esta parado a una distancia x del cuadro, exprese el dangulo de
visién @ en términos de la distancia x

Solucién
Descomponemos el angulo 6 como la suma de los angulos a0 y (3, segin la figura

................................. .

A g ................................... C
) e 2
|4

2 8
Asi, como en los tridngulos rectdngulos tenemos: tan(a) = — y tan(3) = — entonces
x x

tan(f) = tan(a+ )

tan(a) + tan(3)
1 — tan(a) tan(3)

10x
L 0= t
uego, arctan ($2 — 16>



