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(1) Demuestre que la férmula < (1) g > = ( (1) 3 3; L >, es verdadera (Vn;n € N)
Solucion.
. Sin—1ont 12\ (12
in=TLlentonces | o 5 | =( 4 3 )
Por otra parte:
1 3—-1\ (12
0o 3! ~\0 3

tnese (L 2) (1 3 -1
% o 3) "o 3

e Supongamos que, <

S =
w N

e Finalmente,

Por tanto, la férmula es valida (Vn;n € N)

Solucion alternativa: Usando valores y vectores propios tenemos que:

e Pr()) = det < OV 0 ) — (-1 -3)

lCada problema vale 1.5 puntos
Tiempo: 120 minutos



Luego los Valores propios de A = ( (1) :23 ) son V.P.={1,3}

e Los subespacios propios son:

(I\\/JIR(2><1))1:<< (1) >> y(MR(2><1))3=<< i >>

e Finalmente,
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(2.1) Sean A € Mg(n) y B € Mg(n) tal que verifican las propiedades:
(a) A€ UMg(n))y B e UMg(n))
(b) A simétrica y B simétrica. (A= Al y B = B?)
(c) AB=BA
Demuestre que:

(i) A'B=BA™!

Solucion



AB=BA < B=A"'BA
~— BAl'=4A"!B

(ii) A~!'B es simétrica. (es decir (A~!B)! = A71B)
Solucién

(A7'B)’

Bt(A—l)t
B(At)—l
BA™!
= A'B

(2.2) Sea A € Mg(n) tal que verifica las propiedades:
(a) A% =(0)
(b) A% # (0) para s =0,1,2,3,4y A" =1,
Demuestre que:

(I, — A7V =1, + A+ A% + A% + A* ¢ U(Mg(n))
Solucién

(I, —A) (I, + A+ A2+ A+ AY) = (L, +A+ A2+ A3 4 AY) — AL, + A+ A* + A3 + A%
= I+ A+ A2+ A3+ A — (A4 A% 4 A3+ A 4 AD)
= [, +A+A2+ A3+ A" —A— A% - A3 - A* - AP
= I,-A°
= I,

I+ A+ A2+ A3+ ANI, - A) = (I, + A+ A2+ A3+ AN, — (I, + A+ A2+ A% + AHA
Lo+ A4+ A%+ A3+ AT — (A4 A% + A3 + A' 1 AD)
I+ A+ A2+ A3+ A* —A— A2 A3 - A A

= I,-A°

- I,

Luego, (I, — A) € UMg(n)) e (I, — A)~ =1, + A+ A% + A3 + A*

(3) Considere el R espacio vectorial (V,+,-,R), donde

o V={(z,y) R |z >0Ay >0}



eutv=(x-2y-t). Parau=(z,y) e Vyv= (21 €V
e \-u=(2My). Parau= (z,y) eVy AeR
(a) Determine Oy
Solucién
e Sabemos que u+ Oy =0y +u=u (Vu;u V)

e Si suponemos que Oy = (a,b) € Vy u = (z,y) entonces dado que (R — {0},-) es un
grupo conmutativo basta verificar Oy +u =u (Vu;u € V)

Ov+u=u <= (a,b)+ (z,y) = (z,9)
= (ax,by) = (2,y)
— ar=zNby=y
<~ a=1Ab=1

Oy =(1,1)

(b) Sea a = {(1,2),(2,1)} C V. Demuestre que « es una base de V

!

Solucion
e Por demostrar que « es Linealmente independiente.

Supongamos que a1(1,2) + a2(2,1) = Oy

a1(1,2) + a2(2,1) = Oy ,290) +(2%2,1) = (1, 1)

= (1

= (292,2) = (1,1)
— a1 =0Aay=0
Luego, a es Linealmente independiente.

e Por demostrar que « es un sistema de generadores.

Debemos mostrar que la ecuacién aq(1,2) + az(2,1) = (x,y), tiene solucién para cada
(z,y) €V

(17 2a1) + (2(12’ 1) = (:Evy)

a1(172) + a2(27 1) = ($7y) —
= (2%,2) = (z,y)
_—
_—

ay = logy(y) A az = logy(x)
logy(y)(1,2) +logy(2)(2,1) = (2,y)

Luego, a es un sistema de generadores, y asi es una base de V.

(¢) Determine [(4,16)],



Solucién

Aplicando el resultado anterior tenemos que:

(4,16) = log,(16)(1,
10g2( )(17
= 4(1,2) +2(

) + logy( 3((2

2 1) A
2 +logs(2) ,1>} — 110k = )

(4) Considere T : R3 —— R3 tal que

T(x,y,z) = (1—a)z+y+2z2c+2—a)y+2z,z+y+(1—a)z); (a€R)

(a) Demuestre que T' € Lg(R3) (Va;a € R)
Solucién
Sean u = (x,y,2) y v = (r,s,t) y A€ R

e Pdq T(u+v)=T(u)+T(v)

Tu+v) = T(x+ry+sz+t)
= (I-a)@+r)+y+s)+(z+1),2x+r)+(2—-a)(y+s)+2(z+1),
(x+7r)+(y+s)+(1—a)(z+1))

= (l-a)x4+y+z2c+2—-a)y+2z,2+y+(1—a)z)+
(I—a)r+s+t,2r+2—a)r+2t,r+s+ (1 —a)t)
= T(x,y,z) +T(r s,t)
= T(u)+T(v)

e Pd.q. T(\u) = AT (u)

T(Au) = T(A\z, Ay, \z)
= (1—a) x4+ Ay + Az,2 x4+ (2 —a)\y + 2z, Az + Ay + (1 — a)\z)
= Ml—-azx+y+z2c+2—-a)y+2z,x+y+(1—a)z)
= A'(u)

Asi que T € Lg(R?) (Va;a € R)

(b) Determine los conjuntos:

S1={a € R|T no es un isomorfismo}

Sy = {a € R| T es un isomorfismo}

Solucion



Sabemos del teorema de la dimensién que en este caso, T' es un isomorfismo
si y sélo si ket(T) = {(0,0,0)}

Luego, basta con estudiar nticleo de T'.

ucker(T) <= uecR*AT(u)=0y
— u=(z,y,2) €R3/\T(a:,y,z) = (0,0,0)
<

(1—a)z+y+2z2x+2—-a)y+2z,x+y+(1—a)z) =(0,0,0)

l-a)x+y+= = 0
— 2+ 2-a)y+2z = 0 (%)
r+y+(l—a)z =0
(I1—a) 1 1 x 0
= 2 (2—a) 2 y | =10
1 1 (1—a) z 0
A

Asi que, el problema de resolver (*) (que siempre tiene solucién !!1), se reduce a estudiar el
rango de A, es decir:

(*) tiene solucién tnica <= T es un isomorfismo

Equivalentemente

(%) tiene infinitas soluciones <= T no es un isomorfismo

Luego, para resolver (*) podemos por ejemplo escalonar A

(1—a) 1 1 1 1 (1—a)
2 (2—a) 2 R~ 2 (2—a) 2
1 1 (1—-a) (1—-a) 1 1
1 1 (1—-a) 1 1 (1-a)
R 0 —a 2a ~ 0 —a 2a
0 a 1—(1-a)? 0 a 2a-—ad?
1 1 (1-a)
R 0 —a 2a
0 0 4a—a?

Conclusion:



Asi que:
S1 = {074}

Sy =R —{0,4}

(%) tiene infinitas soluciones

—
—
—
—

da —a®> =0

a(4d—a)=0
a=0V{M4d—a)=0
a=0Va=4



