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(1) Demuestre que la fórmula

(
1 2
0 3

)n

=

(
1 3n − 1
0 3n

)

, es verdadera (∀n;n ∈ N)

Solución.

• Si n = 1 entonces

(
1 2
0 3

)1

=

(
1 2
0 3

)

.

Por otra parte:

(
1 31 − 1
0 31

)

=

(
1 2
0 3

)

Luego;

(
1 2
0 3

)1

=

(
1 31 − 1
0 31

)

• Supongamos que,

(
1 2
0 3

)n

=

(
1 3n − 1
0 3n

)

(H)

• Finalmente,

(
1 2
0 3

)n+1

=

(
1 2
0 3

)n

·

(
1 2
0 3

)1

(H)
=

(
1 3n − 1
0 3n

)

·

(
1 2
0 3

)1

=

(
1 3n − 1
0 3n+1

)

Por tanto, la fórmula es válida (∀n;n ∈ N)

Solución alternativa: Usando valores y vectores propios tenemos que:

• PT (λ) = det

(
(λ − 1) −2

0 (λ − 3)

)

= (λ − 1)(λ − 3)

1Cada problema vale 1.5 puntos

Tiempo: 120 minutos
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Luego los Valores propios de A =

(
1 2
0 3

)

son V.P.= {1, 3}

• Los subespacios propios son:

(MR(2 × 1))1 =

〈(
1
0

)〉

y (MR(2 × 1))3 =

〈(
1
1

)〉

Luego,

α =

{(
1
0

)

,

(
1
1

)}

es una base de MR(2 × 1) y [A]αα =

(
1 0
0 3

)

• Aśı que,

(
1 2
0 3

)

=

(
1 1
0 1

)

︸ ︷︷ ︸

[I]
c(3)
α

·

(
1 0
0 3

)

︸ ︷︷ ︸

[A]α
α

·

(
1 −1
0 1

)

︸ ︷︷ ︸

[I]α
c(3)

• Finalmente,

(
1 2
0 3

)n

=

[(
1 1
0 1

)

·

(
1 0
0 3

)

·

(
1 −1
0 1

)]n

=

(
1 1
0 1

)

·

(
1 0
0 3

)n

·

(
1 −1
0 1

)

=

(
1 3n − 1
0 3n

)

(2.1) Sean A ∈ MR(n) y B ∈ MR(n) tal que verifican las propiedades:

(a) A ∈ U(MR(n)) y B ∈ U(MR(n))

(b) A simétrica y B simétrica. (A = At y B = Bt)

(c) AB = BA

Demuestre que:

(i) A−1B = BA−1

Solución
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AB = BA ⇐⇒ B = A−1BA

⇐⇒ BA−1 = A−1B

(ii) A−1B es simétrica. (es decir (A−1B)t = A−1B)
Solución

(A−1B)t = Bt(A−1)t

= B(At)−1

= BA−1

= A−1B

(2.2) Sea A ∈ MR(n) tal que verifica las propiedades:

(a) A5 = (0)

(b) As 6= (0) para s = 0, 1, 2, 3, 4 y A0 = In

Demuestre que:

(In − A)−1 = In + A + A2 + A3 + A4 ∈ U(MR(n))

Solución

(In − A)(In + A + A2 + A3 + A4) = In(In + A + A2 + A3 + A4) − A(In + A + A2 + A3 + A4)

= In + A + A2 + A3 + A4 − (A + A2 + A3 + A4 + A5)

= In + A + A2 + A3 + A4 − A − A2 − A3 − A4 − A5

= In − A5

= In

(In + A + A2 + A3 + A4)(In − A) = (In + A + A2 + A3 + A4)In − (In + A + A2 + A3 + A4)A

= In + A + A2 + A3 + A4 − (A + A2 + A3 + A4 + A5)

= In + A + A2 + A3 + A4 − A − A2 − A3 − A4 − A5

= In − A5

= In

Luego, (In − A) ∈ U(MR(n)) e (In − A)−1 = In + A + A2 + A3 + A4

(3) Considere el R espacio vectorial (V,+, ·, R), donde

• V = {(x, y) ∈ R
2 | x > 0 ∧ y > 0}
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• u + v = (x · z, y · t). Para u = (x, y) ∈ V y v = (z, t) ∈ V

• λ · u = (xλ, yλ). Para u = (x, y) ∈ V y λ ∈ R

(a) Determine 0V

Solución

• Sabemos que u + OV = OV + u = u (∀u;u ∈ V)

• Si suponemos que OV = (a, b) ∈ V y u = (x, y) entonces dado que (R − {0}, ·) es un
grupo conmutativo basta verificar OV + u = u (∀u;u ∈ V)

OV + u = u ⇐⇒ (a, b) + (x, y) = (x, y)

⇐⇒ (ax, by) = (x, y)

⇐⇒ ax = x ∧ by = y

⇐⇒ a = 1 ∧ b = 1

⇐⇒ OV = (1, 1)

(b) Sea α = {(1, 2), (2, 1)} ⊂ V. Demuestre que α es una base de V

Solución

• Por demostrar que α es Linealmente independiente.

Supongamos que a1(1, 2) + a2(2, 1) = OV

a1(1, 2) + a2(2, 1) = OV =⇒ (1, 2a1) + (2a2 , 1) = (1, 1)

=⇒ (2a2 , 2a1) = (1, 1)

=⇒ a1 = 0 ∧ a2 = 0

Luego, α es Linealmente independiente.

• Por demostrar que α es un sistema de generadores.

Debemos mostrar que la ecuación a1(1, 2) + a2(2, 1) = (x, y), tiene solución para cada
(x, y) ∈ V

a1(1, 2) + a2(2, 1) = (x, y) ⇐⇒ (1, 2a1) + (2a2 , 1) = (x, y)

⇐⇒ (2a2 , 2a1) = (x, y)

=⇒ a1 = log2(y) ∧ a2 = log2(x)

=⇒ log2(y)(1, 2) + log2(x)(2, 1) = (x, y)

Luego, α es un sistema de generadores, y aśı es una base de V.

(c) Determine [(4, 16)]α
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Solución

Aplicando el resultado anterior tenemos que:

(4, 16) = log2(16)(1, 2) + log2(4)(2, 1)
= log2(2

4)(1, 2) + log2(2
2)(2, 1)

= 4(1, 2) + 2(2, 1)






=⇒ [(4, 16)]α =

(
4
2

)

(4) Considere T : R
3 7−→ R

3 tal que

T (x, y, z) = ((1 − a)x + y + z, 2x + (2 − a)y + 2z, x + y + (1 − a)z); (a ∈ R)

(a) Demuestre que T ∈ LR(R3) (∀a; a ∈ R)

Solución

Sean u = (x, y, z) y v = (r, s, t) y λ ∈ R

• P.d.q. T (u + v) = T (u) + T (v)

T (u + v) = T (x + r, y + s, z + t)

= ((1 − a)(x + r) + (y + s) + (z + t), 2(x + r) + (2 − a)(y + s) + 2(z + t),

(x + r) + (y + s) + (1 − a)(z + t))

= ((1 − a)x + y + z, 2x + (2 − a)y + 2z, x + y + (1 − a)z) +

= ((1 − a)r + s + t, 2r + (2 − a)r + 2t, r + s + (1 − a)t)

= T (x, y, z) + T (r, s, t)

= T (u) + T (v)

• P.d.q. T (λu) = λT (u)

T (λu) = T (λx, λy, λz)

= ((1 − a)λx + λy + λz, 2λx + (2 − a)λy + 2λz, λx + λy + (1 − a)λz)

= λ((1 − a)x + y + z, 2x + (2 − a)y + 2z, x + y + (1 − a)z)

= λT (u)

Aśı que T ∈ LR(R3) (∀a; a ∈ R)

(b) Determine los conjuntos:

S1 = {a ∈ R | T no es un isomorfismo}

S2 = {a ∈ R | T es un isomorfismo}

Solución



6

Sabemos del teorema de la dimensión que en este caso, T es un isomorfismo
si y sólo si ket(T ) = {(0, 0, 0)}

Luego, basta con estudiar núcleo de T .

u ∈ ker(T ) ⇐⇒ u ∈ R
3 ∧ T (u) = 0V

⇐⇒ u = (x, y, z) ∈ R
3 ∧ T (x, y, z) = (0, 0, 0)

⇐⇒ ((1 − a)x + y + z, 2x + (2 − a)y + 2z, x + y + (1 − a)z) = (0, 0, 0)

⇐⇒
(1 − a)x + y + z = 0
2x + (2 − a)y + 2z = 0
x + y + (1 − a)z = 0

(∗)

⇐⇒





(1 − a) 1 1
2 (2 − a) 2
1 1 (1 − a)





︸ ︷︷ ︸

A





x

y

z



 =





0
0
0





Aśı que, el problema de resolver (*) (que siempre tiene solución !!!), se reduce a estudiar el
rango de A, es decir:

(∗) tiene solución única ⇐⇒ T es un isomorfismo

Equivalentemente

(∗) tiene infinitas soluciones ⇐⇒ T no es un isomorfismo

Luego, para resolver (*) podemos por ejemplo escalonar A





(1 − a) 1 1
2 (2 − a) 2
1 1 (1 − a)



 ≈





1 1 (1 − a)
2 (2 − a) 2

(1 − a) 1 1





≈





1 1 (1 − a)
0 −a 2a
0 a 1 − (1 − a)2



 ≈





1 1 (1 − a)
0 −a 2a
0 a 2a − a2





≈





1 1 (1 − a)
0 −a 2a
0 0 4a − a2





Conclusión:
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(∗) tiene infinitas soluciones ⇐⇒ 4a − a2 = 0

⇐⇒ a(4 − a) = 0

⇐⇒ a = 0 ∨ (4 − a) = 0

⇐⇒ a = 0 ∨ a = 4

Aśı que:

S1 = {0, 4}

S2 = R − {0, 4}


