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(1) Considere la funcién T : Ra[z] — Rg[x] tal que

2
T ( g aiﬂ) = a1 — asx + apx?
i=0

Demuestre que T es un Isomorfismo de espacios vectoriales

Demostracion:

Primero demostrar que T es una T.L.

2

2
Sea p(x) = Z a;x'y sea q(x) = Z biz" entonces:
i=0 i=0

2 2 2
T(p(x) +q(x) =T (Z a;ir’ + Z bixi> =T (Z(ai + bl):zz>
=0 =0 =0
= (al + bl) — (CLQ + bg)x + (a() + bo):L‘2
= ((11 — a2% + CLQLL“2) + (b1 - b2$ + bon)

= T(p(x)) + T(q(x))
Ahora para ver que T(ap(z)) = oT(p(z)) es inmediato.

Luego T es una T.L.
Considere ahora el kerT
kerT = {p(x)/T(p(z)) =0+ 0x + 0z%}

= {p(z)/a1 — asx + apx?® = 0 + Oz + 022}
={p(z)/a1 = 0,a3 = 0,a9 = 0}
= {0}

Usando el teorema de la dimension se tiene:

dimRa[x] = dim(kerT) + dim(ImT) — dim(ImT) = 3.

lCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



— ImT = Rylz].

De todo lo anterior se concluye que T'es un isomorfismo.

(2) (i) Determine T € Lgr(Mg(2)) tal que verifique las siguientes propiedades:

w aneL=({(19).(52)))
o o =({(55)(5 1))

Solucion:

. 0 1 2 1 2 1 2
Considere B = {( 0>,<0 0>,<3 0>,<3 4>}unabasede Mg(2)

Sea A = < Z Z ) , escribamos A en c.l de los vectores de la base.

O =

A :(a—b/Q)(é 8>+(b/2—0/3)<(1) g)

+(c/3—d/4)<;) §>+d/4<§ j)

Aplicando T se tiene:

T<Cé Z) :—2(a—b/2)<(1) 8)—2(17/2—(;/3)((1) g)

3 g>+d/4<:1a i)

_ < —2a+c —2b+20>
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(ii) Demuestre que la transformacién 7' construida en la parte (i) es un isomorfismo.

Solucion:

Considere la matriz asociada a 7T en la base B.

715 =

O OO N
o b

O = OO

_ o o O

y como det([T]) =4 # 0 — T es un isomorfismo.

(3) Sea a = {(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)} una base de R3.

1 05
(i) Determine T' € Lg(R?) tal que [T]2=1{ 0 1 0
5 0 1
Solucién:
De la matriz de T se tiene que :
7(1,0,1) = (1,0,1) +5(1,1,1) 7(1,0,1) = (6,5,6)
7(1,1,0) = (1,1,0) — T(1,1,0) = (1,1,0)
T(1,1,1) =5(1,0,1) + (1,1,1) 7T(1,1,1) = (6,1,6)

Ahora considere (z,y, z) y escribalo en c.l de los vectores de la base.
(x,y,2) = (x —y)(1,0,1) + (x — 2)(1,1,0) + (y — 2 + 2)(1,1,1)
Aplicando T se tiene:
T(z,y,z) =(x—y)(6,5,6)+ (z—2)(1,1,0) + (y — = + 2)(6,1,6)
= (z + 5z,5x — 4y, 62).
(ii) Demuestre que la transformacién 7' construida en la parte (i) es diagonalizable.

Solucién:

«

Construir el polinomio caracteristico de T a partir de [T]%

pA) = A =1DA+4)(A-6).



Como el polinomio caracteristico tiene 3 raices diferentes entonces T es diagonaliz-
able.

(4) Sea V un R espacio vectorial y T' € Lr(V') tal que T' # I. Demuestre que

ToT =T =V # {0y}
Solucidn:

Determinaremos los valores propios de T'.

Sea v # 0 vector propio asociado al valor propio A. Se tiene:
M =T()=T(T(v)) =(v) = v
Es decir
A= Nw)=AXA=1)v=0
de este modo los valores propios de T son A=0 o A=1. Como T # I, tenemos que

A =1 NO puede ser el UNICO valor propio de T, es decir T debe tener A = 0 como
valor propio.

Es decir: v #0,T(v) =0-v — Vy # {0y}



